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Tema 2. Analisis de la varianza multifactorial

El problema

Se quiere analizar si una magnitud determinada (variable
respuesta) tiene la misma distribucidn en varias poblaciones
distintas, diferenciadas en el andlisis por dos o mas factores
(variables explicativas).

Elementos

» Variable a explicar (también llamada variable respuesta) Y;;.

» Factores: variables explicativas discretas y sus niveles
(poblaciones, cualidades, grupos, tratamientos, ...).

» Ndmero de niveles de cada uno de los factores.



Ejemplo
Efecto de tres medicamentos en la reduccién de la presién arterial,
diferenciado en hombres y mujeres.
» Variable a explicar: reduccién de la presién arterial

» Factores: medicamento (tres niveles), sexo (dos niveles).



Modelos

1. Dos factores

» Disefio por bloques: dos factores, sin interaccién
» Disefio factorial:

» Efectos principales
> Interacciones

» Otros
2. Mas de dos factores

» Cuadrados latinos
» Otros



Diseno por bloques

> Interesa saber si la variable Y tiene los mismos valores en los
distintos niveles del factor A. Los valores pueden depender de
los niveles de un segundo factor B.

» El factor A tiene I niveles; el factor B, J niveles.

» Para cada nivel de A se realizan J mediciones de Y: una
medicién en cada nivel de B (en total de I x J mediciones).

EJEMPLOS:

» Eficiencia de varios modelos de una mdaquina. Se controla la influencia del medio
ambiente. Factores: modelo de la maquina, condiciones ambientales.

» Andlisis de muestras. Factores: muestra, analista.

> Eficacia de distintos tratamientos (dosis) con un determinado medicamento.
Factores: tratamiento, edad del paciente.



Diseno por bloques: Modelo

Yij:,u—{—ozi—i—ﬂj—l—Uij; 1=1,2,....,1 j=12,...,J

vV v. v Y

1 J
D =) B=0
i=1 j=1

Y;; respuesta de la variable para el i-ésimo nivel del primer
factor (A) y el j-ésimo nivel del segundo factor (B).

w: valor medio de Y

o efecto del nivel i del factor A sobre la media global .
B;: efecto del nivel j del factor B sobre la media global .
Wi = E[Y;]] = U+ o+ 5]'2 valor medio de Y;j; > a;=0,
> Bi=0.

» U;; es la variabilidad aleatoria de Yj;.

» Supondremos que Uj; sigue una distribucién N(0,0) lo que

implica que Yj; sigue una distribucién N (u + «; + 55, 0).
0% = Var U;j = VarY;; la misma para cualesquiera i, j.



Muestra

Factor A

Factor B
Niveles 1 2 J Media
1 Y11 | Yio Yi; | Y
2 Yo1 | Yoo Yy | Yo
I Yn | Yo Yy | Vi
Medias | Y1 | Yo Y., Y.

independientes




Estimacién de pardmetros

Parametros desconocidos: u, ay,...,ar, 81,...,087,0

Ligaduras: > o = ) 3; = 0. Parametros independientes: 1 + J.
Estimaciones:

1
ﬂ:§~~:ﬁzzyij
i g

N _
Q=Y — Y. = Wi Z(yij -7.)
E

Falta por estimar el Gltimo pardmetro o2.



Residuos y varianza residual

La varianza o2 se estimard por medio de la varianza residual

Para definirla hace falta primero ver como se estiman los residuos
El residuo e;; sera la diferencia del dato y;; y la media de Y;;
Esta dltima se estima por: fi;; = i + @; + Bj

Es decir: fi;; = ;. + 9.5 — ..

Por tanto e;; = yi; — ¥i. — Y5 + ..

Varianza residual:

5%262:(1_1 7 ZZyw Gi. — U + J..)



Ejemplo: Eficiencia (en emisién de CO;) de 5 desaladoras.

La salinidad del agua a desalar puede influir en la eficiencia.

Se controla por medio de tres bloques: baja, media y alta salinidad.
Factor A: Tipo de maquina, cinco niveles (I = 5).

Factor B (bloques): salinidad, tres niveles (J = 3).

Salinidad
Baja | Media | Alta Y;.
| | 24 26 29 26,33
2 n| or 30 32 29.67
g | 2 27 30 27,67
S V| 25 28 28 27,00
V| 28 29 31 29,33
Y, | 26,00 | 28,00 | 30,00 | Y. = 28,00




Desaladoras

. parametros
Salinidad
Baja | Media | Alta Y;. Qy
| 24 26 29 | 26,33 | —1,67
2 27 30 32 29,67 | 1,67
g | 26 27 30 | 27,67 | —0,33
S V| 25 28 28 | 27,00 | —1,00
vV | 28 29 31 29,33 1,33
Y, | 26,00 | 28,00 | 30,00 | 28,00
B; | —2,00 | 0,00 | 2,00

5% = 0,58




Contrastes de hipdtesis

Se quiere contrastar la hipdtesis nula:

contra la alternativa:
H, =3 tal que «a; #0

por medio de una anélisis de la varianza.

Resulta que al mismo tiempo se obtendra un contraste para la
hipdtesis nula:

Ho=pi=08=--=8;=0

contra la alternativa
H, =3j tal que 3; #0



ANOVA

Sumas de cuadrados

v

v

v

v

Explicada por A:
Explicada por B:
Residual:

Total:

SCE(A)=J> (i —y.)2 =J >, &F
SCE(B) =1>,(5 —9.)° =13, 5}
SCR= 32,32 (yij — Gi — G5 +§.)°
SCT =32, > (wij — 9.)°

Al igual que en ANOVA unifactorial, se verifica que:

SCE(A) + SCE(B) + SCR = SCT



Contraste ANOVA

Se contrasta por separado el efecto de cada factor:

Factor A:

HOEQ1:a2:...:aI:O
Hi=3i|a; #0
- SCE(A)/(I —1)
E : i =
stadistico de contraste A SCR/IL - (7 1)

Factor B:
HOE/Blz/BQ:...:BJ:O
Hi=3j8; #0

Estadistico de contraste: Fp = SCE(B)/(J — 1)

~ SCR/[(I — 1)(J —1)]



Tabla ANOVA

Fuente Suma de gl Varianza Estadistico F'  p-valor
cuadrados
SCE(A) S2
Factor A | SCE(A I-1 S? = Fp= -2
() 2= =g e
SCE(B) S2
Factor B | SCE(B J—1 S2 = Fg=-8
(8) 3= 2 B
i - 2 _ SR
Residual SCR (I-1)(J—-1) SE= T-DU=D
Total SCT 1J-1




Deasaldoras: resultados

ANOVA
Fuente de | S.C. gl M. Cuad. F p-val.  F-critica
Variacién
Mdquina 25,33 4 6,33 10,86  0,0026 3,84
Salinidad 40,00 2 20,00 34,29 0,0001 4,46
Error 4,67 8 0,58
Total 70,00 14

La eficiencia media no es la misma para todas las maquinas (p-valor = 0,0026).

i Qué ocurre si no controlamos por la salinidad?: ANOVA de un factor

ANOVA
Fuente de | S.C. gl M. Cuad. F p-val.  F-critica
Variacién
Maquina 25,33 4 6,33 1,418 0,2972
Error 44,67 10 4,46
Total 70,00 14

No se rechaza (p-valor = 0,30) la hipétesis de igualdad de medias de eficiencia en
cuanto a emisiones de COs.



Ejemplo: galletas de bajo contenido en grasa

A fin de determinar si tres marcas de galletas (1, I, I11) de bajo
contenido en grasa tienen porcentajes distintos, se analizan
muestras de cada una por cuatro analistas (A, B, C, D) diferentes.
Cada uno de ellos determina el porcentaje de grasa en una muestra
de cada tipo de galleta.

A B C D
| 8,16 8,67 7,91 893
Il 10,20 9,18 841 7,39
N 944 7,65 7,14 841



continta

A B C D| n b)) »2
I 8,16 8,67 7,91 8,93 4 33,67 284,07
1] 10,20 9,18 8,41 7,39 4 35,20 313,97
1] 9,44 7,65 7,14 8,41 4 32,65 269,51
n 3 3 3 3 [ 12
b)) 27,80 25,50 23,47 24,75 101,52
»2 259,74 217,96 184,44 205,40 867,55



continta

A B C D b)) »2 o

n
| 8,16 8,67 7,01 893 | 4 33,67 284,07 | —0,04
Il 10,20 9,18 8,41 739 | 4 3520 31397 | 0,34
11 9,44 7,65 7,14 841 | 4 32,65 269,51 | —0,30
n 3 3 3 3| 12
Y 27,80 2550 2347 24,75 101,52
Y2 259,74 217,96 184,44 205,40 867,55

B8 0,81 0,04 —-0,64 —0,21

» Sumas de cuadrados



continta

A B C D b)) »2 o

n
| 8,16 8,67 7,01 893 | 4 33,67 284,07 | —0,04
Il 10,20 9,18 8,41 739 | 4 3520 31397 | 0,34
11 9,44 7,65 7,14 841 | 4 32,65 269,51 | —0,30
n 3 3 3 3| 12
Y 27,80 2550 2347 24,75 101,52
Y2 259,74 217,96 184,44 205,40 867,55

B8 0,81 0,04 —-0,64 —0,21

» Sumas de cuadrados
» SCE(A) = 0,82365



continta

A B C D b)) »2 o

n
| 8,16 8,67 7,01 893 | 4 33,67 284,07 | —0,04
Il 10,20 9,18 8,41 739 | 4 3520 31397 | 0,34
11 9,44 7,65 7,14 841 | 4 32,65 269,51 | —0,30
n 3 3 3 3| 12
Y 27,80 2550 2347 24,75 101,52
Y2 259,74 217,96 184,44 205,40 867,55

B8 0,81 0,04 —-0,64 —0,21

» Sumas de cuadrados
» SCE(A) = 0,82365
» SCE(B) = 3,3053



continta

A B C D b)) »2 o

n
| 8,16 8,67 7,01 893 | 4 33,67 284,07 | —0,04
Il 10,20 9,18 8,41 739 | 4 3520 31397 | 0,34
11 9,44 7,65 7,14 841 | 4 32,65 269,51 | —0,30
n 3 3 3 3| 12
Y 27,80 2550 2347 24,75 101,52
Y2 259,74 217,96 184,44 205,40 867,55

B8 0,81 0,04 —-0,64 —0,21

v

Sumas de cuadrados
SCE(A) = 0,82365
SCE(B) = 3,3053
SCT = 8,6892

v

v

v



continta

A B C D b)) »2 o

n
| 8,16 8,67 7,01 893 | 4 33,67 284,07 | —0,04
Il 10,20 9,18 8,41 739 | 4 3520 31397 | 0,34
11 9,44 7,65 7,14 841 | 4 32,65 269,51 | —0,30
n 3 3 3 3| 12
Y 27,80 2550 2347 24,75 101,52
Y2 259,74 217,96 184,44 205,40 867,55

B8 0,81 0,04 —-0,64 —0,21

Sumas de cuadrados
SCE(A) = 0,82365
SCE(B) = 3,3053
SCT = 8,6892

SCR = 4,5603

v

v

v

v

v



continta

Tabla ANOVA

Variacién S.C. g Var. F F(0,05)  p-val

l.
Factor A 0,82365 2 04118 0,5418 5,1433 0,6077
Factor B 3,3053 3 1,1018 1,4496  4,7571 0,3190
Error 4,5603 6 0,7600
Total 8,6892 11

Conclusién: al nivel de significacion o = 0,05 no se puede afirmar
que ninguno de los factores influya en la media.



Andlisis post-hoc
Si se rechaza la hipdtesis nula de igualdad de medias
(1 = ag = -+ = ay = 0) se analizardn dos a dos las medias que
se crea oportuno comparar.
Ho = oy, = ay,

El contraste puede decidirse por medio del intervalo de confianza
para la diferencia de las medias:

1C—a(0;, — i) = (?Jn‘ — Uin- T t(1-1)(J-1);0/2 - SRV 2/J>

Se rechaza Hy cuando 0 ¢ IC;_,,.



Andlisis post-hoc

De igual forma, si se ha rechazado g1 =32 =--- =35 =0,
pueden platearse contrastes

Ho = B, = B

para los pares (ji,j2) que interesen. Se decide mediante el intervalo

IC1—a(Bj, — Bjy) = (@jl- — Jjo- T tI—1)(J=1);0/2 - SRV 2/1>



Método de Bonferroni

Si se plantean conjuntamente, con nivel de significacién ar, ¢
contrastes entre pares (i1,i2) de niveles del factor A, cada
contraste particular se realiza a un nivel de significacién o = ar/c.

Si se contrastan todos los pares posibles,

I(I—1)
-

CcC =



Ejemplo: maquinas desaladoras

Al haber rechazado la hipdtesis a1 = as = a3 = a4 = a5 =0, se
plantean los 10 contrastes «;, = v, al nivel de significacién
conjunto ar = 0,05.

» Cada contraste particular se hara al nivel de significacién
a = 0,005

> Se calula el término: tg.0.00251/0,58 - 2/3 = 2,38
(t8;0,0025 = 3,83)

» Se calculan las diferencias ;. — ¥i,.

» Cuando estas diferencias son (en valor absoluto) mayores que
2,38 se rechaza la igualdad de las medias



Tablas Bonferroni de SPSS

Comparaciones multiples

Variable dependients: EMISIONES

Bonferroni
Diferencia entre Intervalo de confianza al 55%.
(1) Calidad del agua (blogue) {J) Calidad del agua (blogue) medias (I-J) Error tip Significacidn Limite inferior ] _Limite suparior
Foca sal Foca sa
Bastante sa -2.0000"] 48305 010 -3.,1139 -.8881
Mucha sal ~+.0000" 48305 .000 -5.1139 -2.8861
Bastante sal Poca sal 2,0000" 45305 010 8861 3,1139
Bastante sa
Mucha sal -2.0000" 43305 010 -3,1138 -.3861
Mucha sal Poca sa 4.0000" 48305 .000 2,8861 5,1139
Bastante sa 2,0000" 48305 010 .8es1 3,113
Mucha sal

Basado en las medias observadas.

La diferencia de medias es significativa al nivel ,15.



Variable dependientz: EMIZIONES

Eonferroni

Comparaciones multiples

Diferencia entre

Intervalo de confianza al 95%.

Maguina V

medias (I-J) Errortip. |_Significacion |_Limite superior |
Maguina | Maguina |
Maguina II -3,3332" 62361 007 -5.7233 - 8433
Maguina Il -1.3333 82361 850 -3.7233 1.0667
Maguina IV -.6867 82381 1.000 -3.0567 1,7233
Maguina V -3.0000" 82361 013 -5,3800 -,5100
Maguina Il Maguina | 3.3333" 62381 0a7 0433 5,7233
Maguina I
Maguina I 2.,0000 82381 125 -,3800 4,3900
Maguina IV 2.6867" 82361 027 27687 5,0567
Méaguina V 3333 82381 1.000 -2,0567 2,7233
Maguina Il Maguina | 1.3333 82361 850 -1,0587 32,7233
Maguina II -2.0000 82381 125 -4.3800 3800
Maguina I
Maguina IV 6667 82361 1.000 -1,7233 3.06567
Maguina V -1.6867 ,62361 282 -4.0567 T23
Maquina IV Maguina | 6867 62361 1.000 -1,7233 3,0567
Maguina I -2.6867" 62361 027 -5.0667 -2767
Maguina Il -.6867 82361 1.000 -3.0887 1,7233
Maguina [V
Maguina V -2.3333 62361 057 0567
r:“.!aqu.na v Maguina | 3.0000" 82381 013 £,3000
Méaguina Il -.3333 ,82361 1.000 206567
Maguina 1l 1.6867 82361 252 4,0587
Maquina IV 23333 ,82361 057 4,7233
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Grafica de las MEDIAS

Salinidad MEDIAS
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Interaccidn

En los datos que siguen, se recogen los tiempos de remisién (en
minutos) de un cierto tipo de cefalea bajo tratamiento con dos
analgésicos.

Para cada analgésico se codifican por 0 y 1 el no suministrar o
suministrar una dosis del analgésico.

La tabla de la derecha recoge las medias para cada uno de los
grupos. Se observa que aparentemente cada analgésico por
separado reduce la media unos 55 a 60 minutos. Sin embargo el
suministrar conjuntamente los dos analgésicos no parece mejorar el
efecto.



Cefalea, datos y medias

Datos Medias
Analgésico Il Analgésico Il
0 1 0 1
73 24
68 23
_8 0 119 20 87,50 | 25,75 | 56,625
Z 97 36
2 49 20
< 26 49
1 2% o7 33,25 | 31,50 | 32,375
32 30
60,35 | 28,625 | 44,500




ANOVA de dos factores con interaccion

Al estudiar la influencia en una variable de los distintos niveles de
dos factores podemos encontrarnos con el fenémeno que se conoce
como interaccién entre los factores. En la literatura se encuentra
también la expresion sinergia.

Los efectos aditivos de cada uno de los niveles de los factores sobre
la media se ven incrementados (o decrementados) por la
intervencién conjunta de ambos factores.



Ejemplo

Efecto combinado de medicamentos
Si el efecto de pasar de la dosis A7 a la dosis Ay de un
medicamento se ha estimado en un decremento de la presién
arterial a1o y el efecto de pasar de la dosis By a la dosis By de un
segundo medicamento se ha estimado en un decremento de la
presion arterial byo.

Con efectos totalmente aditivos al pasar de una dosis combinada
A1Bi a una dosis combinada A, B> el decremento en la presidn
arterial seria de ajo + byo.

Sin embargo, en general esto no tiene por qué ser asi: habra una
interaccién entre los niveles de los factores y la reduccién real
serd de la forma a2 + b12 + ab(i2)(12)-



Diseno
Para detectar la interaccién se necesita mas de un resultado por
cada combinacién de niveles: Si tenemos i niveles del factor A, y J

niveles del factor B realizaremos K experimentos para cada par
(i,7), i € i, j € J. Diremos que tenemos K réplicas.

Descomposicién de la media

Yije = p+ o + B + (aB)ij + Usji
Con las ligaduras siguientes:

Z%‘:O; Zﬁjzo;

ici jeJ

Vj € J,Z(Q/B)ij =0; Vie in(aﬂ)ij =0

ici jeJ



Datos

Niveles 1 2 7 J Media
Yin | Yiz Yij1 Yin |
1 .. .. . . Y.
Yiig | Yok Yijk Yiik
Yij1 B
Yiik
Yiin | Y Yij Yin -
Yiik | Yiox Yiik Yirk
Media }_/.1. }_/.2. Y] Y/.J. Y




Hipdtesis del modelo

v

Normalidad: Las variables Y;;; tienen distribucién normal.

v

Homocedasticidad: La varianza de Y;;; es la misma para
cada (4,J,k).
Linealidad: La variable se descompone aditivamente.

v

v

Independencia: Las variables Y, son independientes.

Estas hipdtesis se pueden resumir mediante Uj;, ~ N(0,0).



Parametros

Parametros del modelo

My Ogy e ,@i,ﬂl,"' 75]7(045)117'” ,(CYB)Z'J,O'

El ndmero de parametros independientes es de iJ + 1:

W 1 parametro
o 1 — 1 pardmetros
Bj J — 1 pardmetros
(ap)ij (i —1)(J — 1) parametros

o 1 parametro



Notacidn:

B 1

Y = zJKZZXk:y]k
7 J

Yi.. = J%Zzywk
ik

1

ﬂ.j.: ﬁzzyz]k

ik

) 1
Yi= K D> Yish
k



Estimaciones

f= ..
652 = 172 - g
5] =Y —Y

. 1 _
O‘2 = 512% = m ;;%(ymk - yij~)2



ANOVA

Sumas de cuadrados

SCE(A) = JKZa
SCE(B) = IK Z B?
SCE(AB) = K Z Z aB)Z;
SCR = Z Z Ek: Yiik — Tij.)?
SCT= > ZJ: Zk:(y,.jk —7..)?
v J



Contrastes:

Interaccién

Ho = Vi,Vj, (af)ij = 0

Estadistico de contraste:

 SCE(AB)/(I—1)(J — 1)

Fab = =GR ITH(K = 1) (~ Flr-ny@-n,1(c-1))




Contrastes: Efectos principales

Inluencia del factor A

SCE(A)/(I — 1
SCRﬁL)]/((K - 1)) (~ Froa, i)

Estadistico de contraste: Fy =

Inluencia del factor B
Ho=pi=02=---=8,=0
Hi=3j:5;#0

SCE(B)/(J — 1)
= SR/ —1) 7 Fenieen)

Estadistico de contraste: Fg



Tabla ANOVA

Fuente Suma de C. gl Varianza F p-val
Factor A SCE(A) I-1 SCE(A)/(I —1) Fy DA
Factor B SCE(B) J—-1 SCE(B)/(J — 1) Fp PB
Interaccién SCE(AB) (I —1)(J—1) sce@B)/(I-1)(J—-1) Fap paB
Residual SCR I1J(K—-1) SCR/IJ(K —1)

Total SCT IJK —1

Observacién: Conviene atender primero al valor pap. Si este es
significativamente pequeio, podemos dar por terminado el anilisis:
afirmamos que los dos factores influyen en la media ya que hay
interaccion entre los factores y entonces, por lo general, no

tendra sentido comparar los efectos principales.



Ejemplo. Tratamiento de cefaleas

En los datos que siguen, se recogen los tiempos de remisién (en
minutos) de un cierto tipo de cefalea bajo tratamiento con dos
analgésicos.

Para cada analgésico se codifican por 0 y 1 el no suministrar o
suministrar una dosis del analgésico.

La parte central recoge las medias para cada una de las distintas
agrupaciones.

Se observa que aparentemente cada analgésico por separado
reduce la media unos 55 a 60 minutos.

Sin embargo el suministrar conjuntamente los dos analgésicos no
parece mejorar el efecto.



Los datos

Alfas, Betas, Alfabetas

Analgésico Il Medias Residuos

0 1 0 1 0 1

73| 24 —145 | —1,75

_ 68 | 23 . —19,5 | —2,75

5 0 1| 2 87,50 | 25,75 | 56,625 245 | _5.75

B 97 | 36 9,50 | 10,25

2 49 20 15,75 | —11,5
o

£ 26 | 49 —7,25 | 17,50

L 5% | o7 33,25 | 31,50 | 32,375 795 | 450

32 | 30 -1,25 | —1,50

60,375 | 28,625 | 44,500

(af)ij ;i
15,000 —15,000 | 12,125
—15,000 15,000 | —12,125
B; | 15875 —15,875




Sumas de cuadrados

Los valores de I, J, K son, respectivamente, 2,2, 4.
De esta forma las sumas de cuadrados se han calculado mediante:

SCE(1)=2x4(12,12524(—12,125)?)=2352,2
SCE(I1)=2x4(15,875%+(—15,875)? ) =4032,2
SCE(Ix11)=4(15,0002+(—15,000)2+(—15,000)2+15,000% ) =3600,0

SCR=((—14,5)2+++9,5% )4+ ((—11,5)2+-+(—1,5)2)=2245,5

SCT:[(732+682+1122+972)+(242+... )+~-~+(202+~~-+302)]—16-44,5002:12 230,0



Ejemplo: tabla ANOVA

SC gl Var F F0’05 p—val
SCE(1) 23522 1 23522 12,6 4,75 0,0040
SCE(Il) 40322 1 4032,2 21,5 4,75 0,0006
SCE(Ix 1) 36000 1 36000 19,2 475 0,0009
SCR 2245,5 12 187,1
SCT 12230,0 15

El p-valor 0,0009 nos permite rechazar la hipétesis nula de no
interaccion entre los factores Vi,j (af3);; = 0.

Por tanto, afirmamos que respecto del tiempo de remisién de la
cefalea, los dos analgésicos interactdan.



Andlisis post-hoc

Si en el contraste ANOVA se rechaza la igualdad de medias para
los distintos niveles del primer factor, haremos contrates a fin de
determinar para qué pares de medias podemos considerar que estas
son distintas. Utilizamos de nuevo el método de Bonferroni. En este
caso los intervalos de confianza para diferencias de las medias son:

Para el factor A

_ _ /[ 1
|C1,a(051'1 - aiz) = <yl1 — Yip- £ tIJ(K—l);a/2 - SR 2JI(>

Para el factor B

_ _ 1
ICi—a(Bjy — Bj) = (Z/m- = Uojo 11K -1):0/2 - SRA 2][()



Ejemplo (Eysenck - 1974). Estudio sobre la memoria verbal

Se seleccionaron al azar 50 personas mayores y 50 jévenes (factor
1: edad).

Cada grupo de edad se dividié al azar en 5 subgrupos de 10
personas. Todos los individuos recibieron una lista de 27 palabras.
Cada subgrupo (numerados del 1 al 5) recibié las siguientes
instrucciones (factor 2: método)

» 1 contar el n° de letras de cada palabra

» 2 rimar cada palabra con otra

v

3 (adjetivar): asignar a cada palabra un adjetivo

v

4 (imaginar): asignar una imagen a cada palabra

v

5 (recordar): memorizar las palabras

A los 4 primeros subgrupos no se les dijo que deberian recordar las
palabras. Finalmente, tras revisar la lista 3 veces, se recogi6 el n°®
de palabras recordadas por cada individuo (variable respuesta).



Datos

Factor2 Método

Factor 1
Edad

Contar Rimar | Adjetivar | Imaginar |Recordar
9 7 11 12 10
8 9 13 1 19
6 6 8 16 14
8 6 6 1 5
Mayores 10 6 14 9 10
4 11 11 23 1
6 6 13 12 14
5 3 13 10 15
7 8 10 19 1
7 7 11 11 11
8 10 14 20 21
6 7 11 16 19
4 8 18 16 17
6 10 14 15 15
Joévenes 7 4 13 18 22
6 7 22 16 16
5 10 17 20 22
7 6 16 22 22
9 7 12 14 18
7 7 11 19 21




Descriptivos

Variable dependiente: palabras recordadas

Estadisticos descriptivos

edad método | __Media__| Desv. tip. N
mayores  contar 7,00 1,826 10
rimar 6,90 2,132 10
adjetivar 11,00 2,494 10
imaginar 13,40 4,502 10
recordar 12,00 3,742 10
Total 10,06 4,007 50
jovenes  contar 6,50 1,434 10
rimar 7,60 1,855 10
adjetivar 14,80 3,490 10
imaginar 17,60 2,501 10
recordar 19,30 2,669 10
Total 13,16 5,787 50
Total contar 6,75 1,618 20
rimar 7,25 2,023 20
adjetivar 12,90 3,538 20
imaginar 15,50 4,174 20
recordar 15,65 4,902 20
Total 11,61 5,191 100

palabras recordadas

i

T T T T
contr rhvar adetve  maghar  recardir
matodo

edad
W mayores
B jvenes



Tabla ANOVA

ANALISIS DE VARIANZA

Origen de Promedio de

las Suma de los
variaciones = cuadrados g.l. cuadrados F p-valor
Edad 240,25 1 240,25 29,94 3,9814E-07
Método 1514,94 4 378,74 47,19 2,5301E-21
Interaccion 190,3 4 47,58 5,93 O|0002?927'l
Error 722,3 a0 8,03
Total 2667,79 99




Grupos de edad separados

Jévenes
ANOVA

palabras recordadas

Suma de Media

cuadrados gl cuadratica F Sig.
Inter-grupos 1353,720 4 338,430 53,064 ,000
Intra-grupos 287,000 45 6,378
Total 1640,720 49




Grupos de edad separados

Adultos

ANOVA
palabras recordadas
Suma de Media
cuadredos gl cugdrética F Sig.
Inter-grupos 351,520 4 87,880 9,085 ,000
Intra-grupos 435,300 45 9,673
Total 786,820 49




Bonferroni - jévenes

Comparaciones multiples

Variable dependiente: palabras recordadas

Bonfemani
Intervalo de confianza al
B85%

Diferencia de Limite
i1y metiov (3} metjov | medias (I-1) Emor tipico Sig. Limite inferior Superion
contar rimar -1,100 1,129 1,000 4,43 2,23

adjetivar 8,300% 1,129 L000 -11,63 4,97
imaginar -11,100¢ 1129 000 -14,43 -107
recordar =12 800¢ 1129 000 -16,13 -8.47
rimar cantar 1,100 1129 1,000 2,23 443
adjetivar -7.200* 1129 000 -10,53 -3.87
imaginar -10,000¢ 1,129 000 -13,33 6,67
recordar -11, 700 1,129 000 -15,03 -8,37
adjetivar contar B,300¢ 1,129 000 4,97 11,63
rimar 7.200¢ 1,129 L000 3,87 10,53
imaginar -2.800 1128 170 -6,13 .53
recordar -4,500* 1128 o0z -7,83 -1,17
imaginar  contar 11,100 1,129 000 T 14,43
rim.ar 10,000* 1,129 000 8,67 13,33
adjetivar 2,800 1,129 170 -3 6,13
recordar -1,700 1,129 1,000 -5,03 1,63
recordar contar 12 800* 1,129 000 9,47 16,13
rimar 11, 7o00* 1129 000 8,37 1503
adjetivar 4,500¢ 1129 ooz 117 783
imaginar 1,700 1129 1,000 -1,63 503

*. La diferencia de medias es significativa al nivel .




Bonferroni - adultos

Wariahle dependiente: palabras recordadas

Comparaciones miiltiples

Bonferroni
Intervalo de confianza al
Diferencia de Limite
() metmay  {J) metmay | medias (I-)) | Emor tipico Sig. Limite inferior | superior
contar rimar L1000 1,381 1,000 -4.01 4,21
adjetivar 4,000 1,381 061 4,11 Al
imaginar -6,400 1,391 000 -10,51 -2,29
recordar -5, 000" 1,381 008 -8,11 -89
rimar contar -, 100 1,391 1,000 -4,21 4,01
adjetivar =-4,100 1,381 Ra- -8.Z1 401
imaginar -6, 500 1,381 000 =238
recordar -5,100" 1391 006 -85
adjetivar contar 4,000 1,391 J0e1 811
rimar 4,100 1,381 081 821
imaginar -2,400 1,391 .913 1,71
recordar -1,000 1,391 1,000 3,11
imaginar contar 6,400 1,391 Reiil 10,51
rimiar 6,5007 1,381 000 10,61
adjetivar 2,400 1,391 913 6,51
recordar 1,400 1,381 1,000 5,51
recondar contar 5,000¢ 1,391 008 9,11
rimar 5,100" 1,391 006 9,21
adjetivar 1,000 1,381 1,000 511
imaginar -1,400 1391 1.000 271

*. La diferencia de medias es significativa al nivel .05,



ANOVA con tres factores

Modelo general: factores A, B, T".

Yijk = pta;+ B+ + (fBij) + (y) i+ (B7) ji + (aB7y)ijr + Usjr

i=1,....I; j=1,...,J; k=1,....K

Si los experimentos tienen réplicas utilizaremos un cuarto indice [
tanto para Y como para U.

El modelo puede simplificarse, por ejemplo eliminando los términos
de interaccidén entre los tres factores.

Estudiaremos solamente un disefio mas simple que denominamos
cuadrado latino.



Cuadrados latinos

>

El nimero de posibles combinaciones de niveles de los factores
crece rapidamente con el nimero de estos.

Si ademds se necesitan réplicas, el niimero total de
experimentos sera elevado.

Puede recurrirse a un diseno que reduzca el nimero total de
experimentos.

El disefo de cuadrados latinos para tres factores se utiliza
cuando el nimero de niveles I, J, K de cada uno de los
factores es el mismo (I = J = K) y no hay interaccién entre
ellos.

El disefio permite tener un experimento por cada combinacidn
de niveles de cualesquiera dos factores. En vez de realizar I3
experimentos, se realizan I2. Para I = 4, en vez de 64 se
realizan Gnicamente 16 experimentos.



Un cuadrado latino

Il
"
\Y

OO0 |T|w|lHF
Tl |aolo|w
o|lo|lw|alld>

Un SUDOKU es un ejemplo de cuadrado latino 9 x 9 en el cual se
pide una condicién extra: los 9 subcuadrados 3 x 3 también tienen
los 9 digitos no nulos.



Eleccidn del diseno

Asignacidn aleatoria de cuadrado latino y filas, columnas y letras a
los niveles de los factores.

DISENO DaToOS
AlB Y11(1) | Y12(2) | Y13(3)

C
B|C|A Yo1(2) | Y22(3) | ¥23(1)
ClA|B Ys31(3) | Ys2(1) | ¥Y33(2)

Para I = 3 el nimero total de disefos es de 12, pero crece
rapidamente con I: para I = 4 el ndmero total de disefios es de
576.



Origen del disefio. R. Fisher

Experimento agricola con [ tratamientos. Parcela rectangular
dividida en I x I subparcelas. Cada tratamiento una vez por fila y
por columna a fin de controlar efectos ocultos (iluminacién, falta
de homogeneidad del terreno, exposicidn a vientos, altitud,. . .).
En la figura: cinco tratamientos representados por tonos de verde.




Ejemplo

Un experimento real

A 5 x 5 Latin square laid
out at Bettgelert Forest in
1929 to study the effect of
exposure on Sitka spruce,
Norway spruce (Abetos),
Japanese’s larch (Alerce),
Pinus contorta and Beech
(Haya).

Photograph taken about
1945. Plate 6 from J. F.
Box, R. A. Fisher: The Life
of a Scientist, Wiley, New
York 1978.



Ejemplo

Contraste de la eficacia de 5 fertilizantes en el cultivo de avena. Se
aplican los 5 fertilizantes, se espera a que la avena madure; se
recolecta y mide la produccién por unidad de superficie para cada
fertilizante. Se controla el experimento por la parcela en la que se
utiliza cada abono. Incluso terrenos contiguos pueden variar en
fertilidad debido a miltiples causas (diferencias de humedad, uso
previo del terreno, orientacion, etc.) Se parcela el terreno
experimental en una reticula de 5 x 5 rectdngulos y en cada uno se
administra un fertilizante (etiquetados al azar A, B, C, D, E) segtin
el siguiente disefo de cuadrado latino:

MmO >N

A
B
C
D
E

>N mMmOwW
AX>TMmMOU
OwWX>X>Nm



Modelo
Yijey = 1+ i + Bj + v + Uiy Uijky ~ N(0,0)
i=1,...0;: j=1,....0; k=1,....1
Sa= 3 5= =0

Efecto fila: «;; efecto columna: 3;; efecto «letra»: ;.

Parametros

,u’al""7O‘Iaﬁla"'aBIa’Yl?"'aryI?O-

Ndmero de parametros libres: 31 — 1.



Estimacién de pardmetros

Estimacién

=7.0=7 Z Z Yij(
) B 3 1
& =Yi() "V T 7 Zyij(k)
/Bj = 37 Zym

Ve = g (k) — y Zyz]

@ I



Sumas de cuadrados

SCE(A)=1-> &}
SCE(B) =1 > p
SCE)=1-> 4

SCR = Z (yl](k)

ij



Tabla ANOVA

S.C. g.l. Var F
Efecto fila SCE(A) I-1 VA=SCE(A)/(I—-1) Va/S%
Efecto columna  SCE(B) I—-1 Ve=SCE(B)/(I—1) Vp/S%
Efecto letra SCE(T) I—1 Vp=SCE(I)/(I-1) Vr/S%
Residual SCR  (I-1)(I—-2)  S%=SCR/(I—1)

Contrastes

Ho=Vi, as =0; Ra={Fa>Fi_1-1)1-2sa}
Ho=Vj, 8;=0; Rp={FB>F/_1(_-1)1-2)a}

Ho=Vk, % =0; Rp={F> F/_1(_1)(1-2)a}



Ejemplo

Influencia de tres combustibles (a, b, c) en la emisién de éxidos de
nitrégeno. Se controla el experimento por vehiculo (I, II, 111) y por
conductor (1, 2, 3).

Datos y estimaciones:

1 2 3 Yi-() Q;
I |[2la | 26¢c | 20b | 2233 | 2,33 | 41 = 21,00 — 20,00 = 1,00

N || 23b | 26a | 20c || 23,00 | 3,00 |4, = 18,67 — 20,00 = —1,33
N || 15¢ | 13b | 16a || 14,67 | =533 | 43 = 20,33 — 20,00 = 0,33

90y | 19.67 | 21,67 | 18,67 | [20,00
B; || 0,33 ] 1,67 | —1,33




Contraste

Anova

Variable dependiente: emisiones

Suma de

cuadrados Media
Fuente tipo 111 gl cuadratica F Significacion
vehiculo 128,667 2 64,333 6,226 138
conductor 14,000 2 7.000 677 596
combustible 8,667 2 4,333 419 , FO5
Error 20,667 2 10.333
Total 172,000 8

Al nivel de significacién 0,05, no podemos afirmar que existan
diferencias significativas en emisién de éxidos de nitrégeno en
funcidn de los niveles de los tres factores considerados (p-valores:
0,138, 0,596, 0,705).



Diagnosis del modelo

Una vez realizado el andlisis, se pueden estudiar las residuos
obtenidos a fin de determinar si los requisitos previos del modelo
son razonables.

El andlisis se realiza de forma andloga al caso unifactorial.

» Andlisis exploratorio de los residuos por medio de diagramas
que permite ver si se alejan de alguno de los requisitos:
normalidad (histograma, diagrama P-P) homocedasticidad
(diagrama de dispersién por niveles).

» Contrastes de normalidad (por ejemplo, Kolmogorov-Smirnov)
y contrastes de homocedasticidad (prueba de Levene) —estos
contrastes podran determinar que alguno de los requisitos no
se cumple. Nunca se podra afirmar categdricamente que los
requisitos se cumplen.

Veamos los resultados que se obtienen en el ejemplo anterior de
Eysenck.



Ejemplo

Diagrama de cajas

Estadisticos descriptivos

Variable EEM nte: palabras recordadas edad
edad método Media | Desv. tip. N 1 = s
mayores  contar 7.00 1.826 10

rimar 6,90 2,132 10

adjetivar 1.0 2,494 10 b

imaginar 13,40 4,502 10 "

recordar 12.00 3,742 10 ﬁ

Total 10,06 4,007 50 i
jovenes  contar 6.50 1434 10 8

rimar 7.60 1,955 10 ]

adjetivar 14,80 3,490 10 f. 109 o

imaginar 17.60 2,501 10 2

recordar 19.20 2,669 10

Total 13.16 5.787 50 1
Total contar 6.75 1618 20

rimar 7.25 2,023 20

adjetivar 12.90 3,538 20 o

'mﬂﬂr'd"a' 1550 4174 ;3 comer omer aets  magow recous

recordar 1565 4,902 método

Total 1161 5,191 100




Frecuencia

200
Residuo estal
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indarizado para

200
palabras

Grafico P-P Normal de Residuo estandarizado para palabras
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