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Tema 1. Analisis de la varianza unifactorial

El problema

Se quiere analizar si una magnitud determinada tiene la misma
distribucién en varias poblaciones distintas, diferenciadas en el
anélisis por un solo factor.

Elementos

» Variable respuesta es la variable a explicar Y;.

» Factor o variable explicativa.

» Niveles (poblaciones, cualidades, grupos, tratamientos, ...
de la variable explicativa (factor). Nimero de niveles: I.
» Modelo:

Yi =wi+U =p+o;+U, (i=12,...,1)



Antecedentes

Estadistica (primer curso): contrastes «t»
» Comparan las medias de dos grupos

» Ahora compararemos las medias de n grupos

Ejemplo: Ejercicio de la asignatura «Estadistica»

6. Se tienen dos métodos, A y B, para determinar el calor latente de fusién del hielo. La siguiente

tabla da los resultados obtenidos (en calorfas por gramo de masa para pasar de -0.72°C a 0°C)
utilizando ambos métodos independientemente:

Método A

79.98 80.04 80.02 80.04 80.03 80.03 80.04 79.97 80.05 80.03 80.02 80.00 80.02
Método B | 80.02 79.94 79.98 79.97 79.97 80.03 79.95 79.97

Con un nivel de significacién del 10%, jexisten diferencias significativas entre los resultados medios
proporcionados por los dos métodos?

La variable respuesta es «Calor latente de fusién del hielo», el
factor «Método de determinacidn», el nimero de niveles es 1 = 2



Primer ejemplo

Proporcién de grasa en la leche de varias razas vacunas

REFERENCIA: Sokal, R. R. and Rohlf, F. J. (1981). Biometry, 2nd edition, San Fransisco: WH Freeman.
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En este ejemplo,

> la variable respuesta es «Proporcién de grasa en leche»,
> el factor, «Raza de la vaca»,

» el nidmero de niveles, 1 =5



Estadisticos descriptivos

Descriptivos

Contenido en grasa

Desviacion

N Media tipica Error tipico
Ayrshire 10 4,1540 ,24627 ,07788
Canadian 10 4,3890 ,26053 ,08239
Guernsey 10 5,0010 ,40831 12912
Holstein_Fresian 10 3,6760 ,31013 ,09807
Jersey 10 5,4520 ,50638 16013
Total 50 4,5344 ,72075 ,10193

» En la tabla vemos las estimaciones de las medias
» Contrastaremos si estiman o no la misma cantidad

» ;jPodemos afirmar que no todas estiman la misma cantidad?



Comparacioén visual

> La decisién debe tomarse atendiendo a la variabilidad
estimada de los datos

» El diagrama de cajas siguiente nos permite observar la
distancia entre las medianas (no las medias') de los grupos en
funcién de las dispersiones

Contenido en grasa
g

!los diagramas de cajas marcan el centro con las medianas no con las medias



Descripcién del modelo

Yi=pi+U=pta+U; i=12....1

> Y; respuesta de la variable en el i-ésimo nivel del factor

explicativo
» i = E(Y;): valor mediode Y; =p+a;; > a;=0
> u; se descompone como u; = p+«;; (i =1,2,...,1) donde

«; representa el efecto del nivel / sobre la media global u
» U; es la variacién aleatoria de Y;
» Supondremos que U; ~ N(0,0), por tanto Y; ~ N(uj, o)
» 02 =VarU; = VarY, igual para todo /.



Eleccidn de los niveles del factor

Dos formas de elegir los 1 niveles del factor:

Niveles fijos
Los tratamientos son seleccionados por el experimentador.
EJjEMPLO: Efecto sobre la presién arterial de distintos medicamentos: los

medicamentos son elegidos por el experimentador.

Niveles aleatorios

Los tratamientos se seleccionan al azar entre todos los posibles.
EJEMPLO: Efecto de un contaminante en las aguas de un lago. Se quiere estudiar si la
contaminacién es o no uniforme en todo el lago: se seleccionan al azar las 1 estaciones
de muestreo.

NoTa: En las propiedades estadisticas del Anilisis de la Varianza unifactorial no hay diferencia entre la seleccién

fija o aleatoria de los niveles.



Muestra aleatoria y datos

Muestra aleatoria

> Y es la j-ésima observacién dentro del /-ésimo nivel del
factor: i =1,2,...,1,j=1,2,...,n;.

» n; es el tamafio de la muestra en el nivel i. Si todas las
muestras tienen el mismo tamano el diseno es equilibrado.

» Numero total de datos: n=nm-+..+n
Las observaciones se realizaran al azar e independientemente unas

de otras.

Datos

» yjj resultado de la j-ésima observacién dentro del i-ésimo nivel
del factor explicativo



Muestra Datos

Factor 1 2 A I Factor 1 2 3 Total
Yi Y1 ... Ya 20 15 19
Yo Yo ... Yob 18 17 11
: : : 21 22 18
_ 22 24 22
Yan, : 19 17
. YInI 25
Yin, n; 6 4 5 15
1 1 1 ¥i. 20,83 | 19,50 | 17,40 | 19,33
. . v s? 6,167 | 17,67 | 16,30 | 12,42
sz 82 s?

Variables  Yjj~N(p;,0) independientes; i=1,..1; j=1,..,n; > ;nj=n.



Estimacién de pardmetros
Parametros desconocidos del modelo: py, ..., u, o; en total 1+ 1.

Estimaciones

1
i =y. = — ij> =1,...,1
=73 nizj:yj i

1 1 n;
A2 2 = \2
6% =Sk = n_IZZ(yU*YL)

i=1 j=1
Notas:

(m = 1)s?+ (2 —1)s3 + -+ + (m — 1)5?

n—1

> - 7 = (n — 1)s? Sk =
J

2. Z(Yij ) = <Z Y§> - niy?
j

J



Intervalos

Intervalos de confianza

— 1 ) I
ICl*Oz(:uI') = <y, - tnl;;LSR\/:7 yi-+ t"I;;SR\/:>

2 ) 5
X"ﬂ;% Xn*l;l—%



Requisitos de modelo

Requisitos

Normalidad: En cada nivel del factor la variable es normal.

2. Homocedasticidad: En cada nivel del factor la variabilidad es
similar

3. Linealidad: Los efectos de los factores sobre la variable son
aditivos

4. Independencia: Las observaciones a realizar son
independientes

Nota: Cualquier desviacién importante de estas caracteristicas del modelo puede conducir a conclusiones erréneas.



Residuos

Segtin el modelo Yj; = p; + Uy, el término Uj; es la parte aleatoria
de la variable, que se denomina residuo. Independientemente de i/, j
el residuo Uj; tiene distribucién N(0, o).

La diagnosis del modelo se realiza por medio del andlisis de las
estimaciones de los residuos de la muestra:

uj = Yij = ¥i.
NoTA: Es una estimacién ya que de cada dato yj; se resta el valor estimado de la media yi-, no la media p;.

Los n residuos son datos independientes procedentes de una
N(0,0).



Analisis de la varianza

Desarrollado por Ronald Fisher a partir de 1920.

Sir Ronald Aylmer Fisher (1890 - 1962)

Biografia de Fisher en MacTutor:
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk /Biographies/Fisher.html



Analisis de la varianza

Anilisis de la varianza: ANOVA

Para decidir si las medias de los grupos pueden considerarse no
iguales compara la variabilidad en los grupos con la variabilidad
entre los grupos.

(Y=Y.) = (-Y) 4+ (Yi-v)
Desviaciones: intra-grupos entre-grupos

Elevando al cuadrado y sumando resulta:

ZZ Yii = Y- ZZ Yij — Vi) 2+ ”iZ(}_/,‘. —)7..)2

i

que da una descomposicién de la variabilidad total (en términos
cuadraticos) como suma de la variabilidad residual més la
variabilidad explicada por el modelo.

TEOREMA: Al calcular el cuadrado de la suma desaparecen los dobles productos.



Términos

Términos para estudiar la variabilidad

SCE Suma de cuadrados explicada (variabilidad debida a
que hay distintos niveles del factor): m; >_;(yi. — y..)%.

SCR Suma de cuadrados residual (variabilidad interna
dentro de cada nivel): >, > (v — vi.)%.

SCT Suma de cuadrados total (variabilidad total de todos
los datos): >, > :(yij — ¥-)°.

SCT = SCE + SCR



El contraste

Contraste de igualdad de medias

Hipétesis nula: H=m=pmwp=-=u.
Hipdtesis alternativa:  Hy = 3i,j : pj # ;.

Se resuelve comparando la SCE y la SCR:

Tabla ANOVA

Fuentes de variacién | Sumas g I Varianza Test F p-val
i — 2 _ sc __ sCE-(n—1)
Explicada sce | 1 —=1| =% | F=Zan | P
Residual sck | n—1 | SE=3=
n—I
Total SCT n—1

NOTA: ANOVA con | = 2 es matematicamente equivalente al contraste «t» de Student para la igualdad de medias

con varianzas iguales.



Coeficiente de determinacién R?

i Qué proporcién de la variabilidad de los datos estd explicada por
el modelo?
Interpretamos el cociente

., SCE
T SCT

como la fraccién de la variabilidad de de los datos explicada por el
modelo. El resto a 1, es decir

SCR
SCT

serd la parte aleatoria de la variabilidad.



Casuistica

La hipétesis alternativa incluye una variedad amplia de resultados.
Por ejemplo, para | = 3 tendriamos 4 posibilidades:

» Las tres medias son distintas dos a dos.

» Dos medias son iguales y la tercera es distinta (puede ocurrir
de tres formas diferentes).

2 27

SN

I \\ f/ \\
W

Medias distintas Medias iguales
NoTA: Aunque légicamente estas son las cuatro Unicas posibilidades para la hipétesis alternativa cuando | = 3,

estadisticamente puede ocurrir que rechacemos, digamos ;11 = p3 pero no rechacemos (1 = pp y pp = p3.



Ejemplo

Consideramos los dos conjuntos de datos A y B siguientes:

(A) 45 53 63 (B) 10 12 95
35 46 62 80 21 15
41 51 61 15 91 40
39 50 54 55 76 90

Y. = 40 50 60 Y. 40 50 60
R? = 0,86 R? = 0,06




Diagramas de cajas

100009

80,00

a0 ?
ol B

20,00

Variable

Factor

Tablas ANOVA
(A) (B)

Origen S.C gl Var. F  p-val. F-crit. Origen S.C. g.l Var. F  p-val. F-crit.
Inter grupos 800 2 400 28,13 10,0001 4,26 Inter grupos 800 2 400 0,287 0,757 4,26
Intra grupos 128 9 14,22 Intra grupos 12542 9 1394

Total 928 11 Total 13342 11




Observaciones

El contraste ANOVA equilibrado (con iguales tamafios de las muestras) es bastante
fiable (robusto) al rechazar Hy incluso con desviaciones pequefias de los requisitos de
igualdad de varianzas o normalidad.

Si las varianzas son muy diferentes o se detectan serias desviaciones de la normalidad,
se pueden realizar transformaciones de la variable Y que podrian resolver el problema.
Por ejemplo tomando el log Y (si la variabilidad crece con los valores de Y) o alguna
potencia de Y.

Otra situacién irregular que debe detectarse es la existencia de datos anémalos
(outliers). En este caso habria que estudiar mds a fondo dichos datos y su posible
causa de anomalia.



Andlisis posteriores al rechazo de H,

Al rechazar Hy tenemos evidencia estadistica de que al menos una

de las u; es diferente de alguna de las otras pero jentre cudles hay
diferencia significativa?

Intervalos
Intervalo de confianza para la diferencia de dos medias:

1C—o(pi — pj) = |(Vi. = ¥j.) £ tope - SRy | — + —

~le




Contrastes

Contraste de hipdtesis sobre la igualad de dos medias al nivel de
significacion a:

Ho = pi = pj vs. Hi = pi # pj
R = —_—t > tn—l;a/2

Nota: Equivalente a rechazar Hy cuando el cero estd en el intervalo de confianza para la diferencia de medias.



Comparaciones miiltiples

Pruebas Post hoc

Si realizamos una comparacién (con el mismo nivel «) de todas las
posibles parejas de medias la probabilidad de que rechacemos
incorrectamente en alguno de los contrastes puede ser muy alta:
hasta 1 — (1 — )€ donde ¢ es el nimero de contrastes a realizar.
Si el factor tiene I niveles, el valor de ¢ sera:

(é) _ /.(/2— 1)

EJEMPLO: Si hay cinco niveles del factor, ¢ = 10, si hay 10, ¢ = 45.



Método de Bonferroni

El contraste multiple de Bonferroni fija un nivel de significacién
total at y realiza todos los contrastes de parejas con o = at/c.
Es importante sefialar que puede ocurrir que rechacemos Hp en
ANOVA y que al usar el método de Bonferroni no encontremos
diferencias entre ningin par de medias.

Carlo Emilio Bonferroni (1892 - 1960) John Wilder Tukey (1915 - 2000)



Ejemplo

Con los datos del dltimo ejemplo, en el que el p-valor del contraste
ANOVA fue 0,0001, los intervalos de confianza para la diferencia de
las medias, con una confianza global del 95 %, serdn

1Cos 94 (1—p12)= ((40750)12,96, /14,22(%+§)) =(-10£7,9)

Donde 2,96 = tg 0,008- En ninguno de los tres casos el intervalo
contiene a cero, por lo que se puede afirmar, con significacion
conjunta o = 0,05, que las tres medias son distintas dos a dos.



Otros contrates

El test de Bonferroni es muy conservador, sobre todo si ¢ es

grande.
Por ejemplo, si el factor tiene 5 niveles y fijamos ar = 0,05
tendremos que el o para cada contraste entre dos medias es 0,005.

Otros contrates multiples

Tukey bueno si el disefio es equilibrado

Scheffé atil en el caso de tamafios muestrales diferentes;
coincide siempre con ANOVA

Dunnett si hay un grupo de control

Duncan ....



Resumen
Modelo: Yj; ~ N(uj; 0?) independientes; i=1,..../; j=1., .., n;.

Vim0 i >ini=n ; y.=13 niyi.

fi=yi.= nll Z Yij s i=1,..,1; 5-2:5,’2_\,:ni, Z,ZJ(}’U*}_//f

(n—1)S2 (n—1)S2
1G—a(pi)= (}’: tth_ta/2 SR\/,%) ; IC1_Q(02)—< 2 R R )

2
Xn—l;a/2 Xn—l;l—a/2

Tabla ANOVA

Suma de cuadrados g.l. Varianza Estadistico

y v, SCE/(I-1
SCE=Yni(yi.—y.)* | 1—1 SCE F_ %
SCR=22 >0y — vi)? | n—1|S3=3R

n—I
SCT = 55,5y ~ v | n—1

¥ilni—1)s?
1G_a(pi—pj)= ( —yj.Et,_ lio/2 SF\H/ +%) ; S%:%



Ejemplo: Micorriza

Estudio sobre el intercambio de carbono entre drboles de distintas
especies a través de la micorriza.

Sobre un determinado nimero de parejas abedul papirifero (Betula
papyrifera) — abeto Douglas (Pseudotsuga menziesii) se introduce
CO, marcado con 13C 0 #C y se mide la transferencia neta de C
entre ellos en tres condiciones distintas para el abeto («Sombra»,
«Sol y sombra», «Sol») y las mismas para el abedul (pleno sol).
Fuente: Simard et al.; Nature 388 (997) pp. 579—582

(datos estdn recogidos en
http://www.zoology.ubc.ca/~whitlock/bio300/LectureNotes/ )



Modelo

Variable a explicar: transferencia media de C
Factor: Situacién del abeto
Niveles del factor: Sombra, Sombra parcial, Sol

Sombra Sol y sombra Sol

15,1 47 8,9
19,8 12,2 0,1
13,0 15,3 5,0
16,6 8,0 9,5

20,1 7,0 1.4




Descriptivos

Groups Count Sum Average Variance

Sombra 5 84,6 16,92 9,297
Sol y sombra 5 472 9,44 18,113
Sol 5 249 408 18,107




Tabla ANOVA

F critica al nivel de significaciéon o = 0,05

Source of Variation  SS df  MS F p—val Fecrit
Between Groups 364,01 2 182,00 12,00 0,00137 3,89
Within Groups 182,07 12 15,17

Total 546,08 14

Al nivel de significacién o = 0,05, se rechaza la hipdtesis nula de
igualdad de medias.

Conclusién
La media de la variable «transferencia de C» depende de la
situacién del abeto.

Cabe preguntarse para qué pares puede afirmarse que las medias
son diferentes.



Pruebas post-hoc

Error tipico en la estimacidon de la diferencia de las medias:

1 1 2
\/5,%(5 + g) = \/15,175 =305

Valor critico de t para un nivel de significaciéon conjunto de 0,05:

t12:0,008 = 2,801

Diferencias:
Diferencia Estadistico t
Sombra — Sol y sombra: 16,92 — 9,44 = 7,48 1,89
Sombra — Sol: 16,92 — 4,98 = 11,94 3,02
Sol y sombra — Sol: 9,44 — 4,98 = 4,46 1,13

Solamente podemos afirmar que las medias de absorcién de C son
distintas cuando el abeto se encuentra en las dos condiciones
extremas: «Sombra» vs. «Sol»



Ejemplo

Proporcion de grasa en la leche de varias razas vacunas

Sokal, R. R. and Rohlf, F. J. (1981). Biometry, 2nd edition, San
Fransisco: WH Freeman.



butterfat_short ANOVA

Ayrshire  Canadian Guemsey Holstein-F Jersey Anova: Single Factor

374 3.92 454 330 4.80

377 4.07 459 3.40 5.18 SUMMARY

4.08 429 464 355 5.18 Groups Count  Sum Average Variance

4.10 438 472 358 518 Ayrshire 104154 4154  0.0606

411 4.40 483 358 524 Canadian 104389 4389  0.0679

425 4.43 4.97 359 5.25 Guernsey 105001  5.001  0.1667

427 4.46 5.28 37 5.41 Holstein-Fresian 103676 3676  0.0962

437 4.47 530 379 5.75 Jersey 105452 5452 02564

4.41 4.62 539 3.83 5.98

4.4 4.85 575 2.43 6.55
ANOVA

10 10 10 10 10 Source of Variation SS df  MS F Pvalue  F critical
Between Groups 1962 4 4906  37.86  0.0000 258

415 439 5.00 368 5.45 Within Groups 583 45 0130
Total 2545 49

025 0.26 0.41 031 051

3

Residuos tipificados

Ayrshire  Canadian Guemnsey Holstein-F Jersey

-1.68 -1.80 -113  -121 -1.29 29
-156  -1.22 -1.01 -0.54
-0.30 -0.38 -0.88 -0.54
-0.22 -0.03 -0.69 -0.54 14
-0.18 0.04 -0.42 -0.42
0.39 0.16 —-0.08 —0.40
0.47 0.27 0.68 —0.08
0.88 031 0.73 0.59 o
1.04 0.89 0.95 1.04
116 177 183 217

T T T T
Ayrshire Canadian Guemsey  Holstein-Fresian Jersey




histogram

16811 ~18002 ~1.1290 ~12124 12876
08899 ~05371
—0.4063 —0.5371
03095 —05371
—0.3095 -0.4187
02773 ~0.3989
0.10963 -0.0829
036758 0.58849
0.49656 1.04270
11613 176946 183437 243122 216834
Lilliefors (Kolmogorov-Smirmov) Test Column 1
Alpha 0.05
Plalue 06997
Statistic 00744
N
Conclusion Possibly normal
3
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R
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Bonferroni

Ayrshire  Canadian
Guernsey
Holstein-Fi
Jersey
Canadian Guernsey
Holstein-Fi
Jersey
Guemnsey Holstein-Fi
Jersey
Holstein-Fi Jersey

Bonferroni
Ayrshire  Canadian Guernsey Holstein-Fi Jersey 2| t(45,0'0025)| error|
4.154 4.389 5.001 3.676 5.452 0.130] 2.95] 0.1610]

Intervalos de confianza conjunta 0'05 (Bonferroni)
( ) i

sig.
—0.235 -0.71 0.24 -
—0.847 -132 -0.37 *

0.478 0.0028 0.95 *
—1.298 =177 —-0.82 *
—0.612 -1.09 —0.14 *
—0.612 -1.09 -0.14 *
—1.063 -1.54 -0.59 *

1.325 0.85 1.80 *
—0.451 -0.93 0.02 -
-1.776 -225 -1.30
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