
VARIABLE REAL. 4o DE MATEMÁTICAS Curso 2015/16

HOJA 6 DE PROBLEMAS

Transformada de Fourier

1. Para una función f : Rn −→ R se define la traslación por y ∈ Rn como (Tyf)(x) = f(x−y),
la modulación por z ∈ Rn como (Mzf)(x) = e2πix·zf(x) y la dilatación por una matriz de
orden n no singular A como (DAf)(x) = f(Ax). Demostrar las siguientes identidades:

(a) (̂Tyf)(ξ) = (M−yf̂)(ξ);

(b) (̂Mzf)(ξ) = (Tz f̂)(ξ);

(c) (̂DAf)(ξ) = 1
| detA|(D(A−1)t f̂)(ξ).

2. (a) Sea f tal que f̂(ξ) = πe−2π|ξ|, ξ ∈ R. Demostrar que f(x) = 1
1+x2

, x ∈ R.

(b) Si f(x) = 1
1+x2

, x ∈ R, demostrar que (f ∗ f ∗ f)(x) = 3π2 1
9+x2

.

(c) Si g(x) = e10πix 1
9+x2

, x ∈ R, demostrar que ĝ(ξ) = π
3 e
−6π|ξ−5|, ξ ∈ R.

3. (i) Calcular la transformada de Fourier de la función u(x) = máx{1− |x|, 0} .

(ii) Demostrar que

ˆ
R

sen4x

x4
dx =

2

3
π.

4. Calcular la transformada de Fourier de ut(x) = e−2πt|x| , t > 0 y demostrar que, para
s, t > 0 se tiene:

(i)

ˆ
R

t

π

cos 2πxy

y2 + t2
dy = e−2πt|x| , (iii)

ˆ
R

ˆ
R

dy

(y2 + t2)(y2 + s2)
=

π

st(s+ t)
,

(ii)

ˆ
R

dy

(y2 + t2)2
=

π

2t2
, (iv)

(
t

π

1

y2 + t2

)
∗
(
s

π

1

y2 + s2

)
=

1

π

t+ s

y2 + (t+ s)2
.

5. Sean f(x) = χ[−1/2,1/2](x) y g(x) = (1− |x|)χ[−1,1](x). Demostrar que

f̂ (ξ) =
senπξ

πξ
y ĝ (ξ) =

(
senπξ

πξ

)2

.

6. Si λ > 0 y x ∈ R, calcular

ĺım
R→∞

ˆ R

−R

sen(λt)

t
eitx dt.

Sugerencia: Escribir sen(λt)/t como transformada de Fourier de una función caracteŕıstica, usar

Fubini, y después pasar al ĺımite. En el último paso quizás necesites usar
´∞
0

(senx)/x dx = π/2.

7. El siguiente ejercicio ilustra la relación entre decaimiento de f̂ y suavidad de f .

(i) Probar que si f ∈ Ckc (Rn) entonces f̂(ξ) = o(1/(1 + |ξ|)k) cuando |ξ| → ∞.

(ii) Probar que si f ∈ L1(R) y f̂(ξ) = O(1/|ξ|1+α) cuando |ξ| → ∞ (para algún 0 < α < 1),
entonces f es igual a.e. a una función de Hölder de orden α.

Sugerencia: En (ii) usar la fórmula de inversión para escribir f(x+ h)− f(x) como una integral y

estimar separadamente en los términos
´
|ξ|≤1,

´
1<|ξ|≤1/|h| y

´
|ξ|>1/|h| usando |eiθ−1| ≤ mı́n{|θ|, 2}.
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8. Demostrar que si f ∈ L1(Rn) y supp(f̂) ⊂ BR(0), entonces f ∈ C∞(Rn) y además

sup
x∈Rn

∣∣Dαf(x)
∣∣ ≤ (2πR)|α| ‖f̂‖1.

9. Sea f ∈ L1(Rn) con supp(f̂) ⊂ BR(0).

(i) Probar que existen funciones φ ∈ L1(Rn) tales que f = f ∗ φ.

(ii) Probar que f ∈ Lp(Rn) para todo 1 ≤ p ≤ ∞ y además se tiene

‖f‖p ≤ cpR
n/p′ ‖f‖1,

para alguna constante cp > 0.

Sugerencia: Escribir f̂ = f̂ φ̂, donde φ̂ ∈ C∞c vale 1 en la bola de radio R.

10. Sean f y g tales que |f(x)|, |g(x)| ≤ C/(1 + |x|)n+α, x ∈ Rn, α > 0. Demostrar que
|(f ∗ g)(x)| ≤ C ′/(1 + |x|)n+α.

Indicación. Dividir la integral que define f ∗ g(x) en dos trozos correspondientes a |y| ≤
|x|/2 e |y| > |x|/2.

11. Demostrar la desigualdad de Heisenberg : si f ∈ S(R), entonces(ˆ
R
x2|f(x)|2 dx

) 1
2
(ˆ

R
ξ2|f̂(ξ)|2 dξ

) 1
2

≥ 1

4π
‖f‖22.

Para f real, probar que se tiene igualdad si y sólo si f(x) = ae−bx
2
, con a ∈ R y b > 0.

Sugerencia: Integrando por partes, escribir
´
|f(x)|2dx = −

´
x(|f(x)|2)′dx, y después utilizar

Cauchy-Schwarz y Plancherel.

12. (Teorema de inmersión de Sobolev) Para α > 0 , α ∈ R , sea Hα(Rn) = {f ∈ L2(Rn) :
(1+|ξ|α)f̂(ξ) ∈ L2(Rn)} el espacio de Sobolev de orden α. Demostrar que si f ∈ Hα(Rn)
con α > n/2, entonces f ∈ C0

0 (Rn).

Indicación. Demostrar que f̂ ∈ L1(Rn).

Más avanzados

13. (i) Sea u ∈ L1(R). Demostrar que la serie
∑
k∈Z

u(x− k) converge en L1((−1/2, 1/2)) hacia

una función v cuyos coeficientes de Fourier (respecto de la base correspondiente al intervalo
[−1/2, 1/2]) son û(k).

(ii) Supongamos que u es continua y satisface las estimaciones

|u(x)| ≤ C(1 + |x|2)−1 , |û(x)| ≤ C(1 + |x|2)−1 ∀x ∈ R.

Demostrar que se verifica la fórmula de sumación de Poisson∑
k∈Z

u(x− k) =
∑
k∈Z

û(k)e2πikx,

donde las series convergen absoluta y uniformemente sobre cada intervalo acotado de R.

14. Sea FR(t) = R
(

senπtR
πtR

)2
si t 6= 0 y FR(0) = R el núcleo de Fejér en la recta real.

(a) Demostrar que si f ∈ C0(R), entonces f ∗ FR converge uniformemente a f cuando
R→∞.
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(b) Demostrar que si f ∈ Lp(R), entonces f ∗ FR converge a f en la norma de Lp(R)
cuando R→∞.

Indicación. Usar la función g del ejercicio 3 para demostrar que {FR}R>0 es una familia
de núcleos de sumabilidad cuando R→∞.

15. Sea Gt(x) = 1√
4πt
e−x

2/4t, x ∈ R, t > 0, el núcleo de Gauss en R. Demostrar que D0(Gt) =
√
t y D0(Ĝt) = 1

4π
√
t
, donde D0(f) es la dispersión de f ∈ L2(R) alrededor de x = 0, es

decir D0(f) =
(´∞
−∞ x

2|f(x)|2 dx
)1/2

/‖f‖2.

Indicación. Usar que ̂(e−πx2) (ξ) = e−πξ
2
.

16. Sean An y Vn el área y el volumen de la esfera unidad y de la bola unidad en Rn,
respectivamente. Usar el cambio a coordenadas polares en Rn, es decir,

´
Rn f(x) dx =´∞

0

(´
Sn f(rγ) rn−1 dσ(γ)

)
dr para probar que An = 2πn/2

Γ(n
2

) y Vn = πn/2

Γ(n
2

+1) , donde Γ(x) =´∞
0 e−ttx−1 dt.

Indicación. Usar que
´
Rn e

−π|x|2 dx = 1.

17. (a) Sea T > 0. Probar que existe ψ ∈ L1(R) tal que ψ ∗ f = f para toda f ∈ L2(R) con
supp(f̂) ⊂ [−T, T ].

(b) Probar que no existe ψ ∈ L1(R) tal que ψ ∗ f = f para toda f ∈ L2(R).

18. Sea f : [0,∞)→ C una función acotada. Se define su transformada de Laplace como

Lf(z) =

ˆ ∞
0

f(t)e−tz dt, z > 0.

(i) Demostrar que Lf es de clase C∞ en (0,∞) y ĺımz→∞ Lf(z) = 0.

(ii) Demuestra las siguientes fórmulas (dando condiciones apropiadas)

L
[
f(at)

]
(z) = a−1Lf(z/a), L[f ′](z) = zLf(z)− f(0), y L(f ∗ g)(z) = [Lf(z)][Lg(z)].

(iii) Encuentra una fórmula en términos de Lf para las expresiones

L[tf(t)](z), L[f ′′](z), L
[ˆ t

0
f(s)ds

]
, y

ˆ ∞
s
Lf(z) dz.

(iv) La definición de Lf(z) se puede extender como una función holomorfa en <z >
0. Llamando z = a + ib, escribe Lf(z) como una transformada de Fourier y encuentra
formalmente una fórmula de inversión para la transformada de Laplace.
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