
VARIABLE REAL. 4o DE MATEMÁTICAS Curso 2015/16

HOJA 3 DE PROBLEMAS

Espacios Lp. Sea (X,χ, µ) un espacio de medida, con µ medida positiva. Usaremos la
siguiente notación: Lp = Lp(X,µ) = Lp(X,χ, µ) y cuando 0 < p < +∞

‖f‖p = ‖f‖Lp = ‖f‖Lp(X,χ,µ) =

(ˆ
X
|f |p dµ

) 1
p

mientras, cuando p = +∞:

‖f‖∞ = ‖f‖L∞ = ‖f‖L∞(X,χ,µ) = ess sup
x∈X

|f(x)|

(recuerdo que) = ı́nf
{
M ≥ 0

∣∣∣ µ ({x ∈ X ∣∣ |f(x)| > M}
)

= 0
}

Finalmente, ponemos para todo E ∈ χ
 
E
fdµ =

ˆ
E
f

dµ

µ(E)
.

Recuerdo que ‖ · ‖p es una norma en Lp cuando p ≥ 1 , mientras es una casi norma cuando
0 < p < 1. En todo caso, Lp con p > 0 es un espacio métrico con respecto a la distancia
dp(f, g) = ‖f − g‖p . Lp es un espacio de Banach (normado y completo) si p ∈ [1,+∞].

Desigualdades integrales.

1. Recuerdo la Desigualdad de Jensen: Sea ϕ : R→ [0,+∞] , y sea f : X → R µ-medible. Si
µ(X) < +∞ y f ∈ L1. Entonces, la parte negativa [ϕ(f)]− ∈ L1 y es cierta la siguiente
desigualdad:

ϕ

( 
X
fdµ

)
≤
 
X
ϕ(f)dµ .

Probar que si ϕ es estrictamente convexa, se obtiene igualdad en la desigualdad de Jensen
si y solo si f es constante.

2. Usar la desigualdad de Jensen para probar las siguientes desigualdades:

a) Desigualdad entre media aritmética y geométrica: para todo 1 ≤ n ∈ N y todo xi ∈
[0,+∞) (

x1 · . . . · xn
) 1

n ≤ x1 + . . .+ xn
n

b) Desigualdad entre media aritmética y geométrica generalizada: para todo 1 ≤ n ∈ N
y todo αi, xi ∈ [0,+∞) con α1 + . . .+ αn = 1 se tiene que

xα1
1 · . . . · x

αn
n ≤ α1x1 + . . .+ αnxn

3. Probar la desigualdad de Hölder como consecuencia de la desigualdad de Jensen.

4. Probar que la desigualdad de Hölder
´
|fg| dµ ≤ ‖f‖p‖g‖p′ , con p′ = p

p−1 , es una igualdad

si y sólo si |f |p = λ|g|p′ c.t.p. para alguna constante λ > 0.
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5. Probar por inducción las siguientes generalizaciones de la desigualdad de Hölder:

a) Dados 1 < p1, p2, . . . , pn <∞ con fi ∈ Lpi , i = 1, 2, . . . , n, se cumple∣∣∣∣ˆ
X
f1 f2 . . . fn dµ

∣∣∣∣ ≤ ‖f1‖p1‖f2‖p2 . . . ‖fn‖pn , cuando
1

p1
+

1

p2
+ · · ·+ 1

pn
= 1 .

b) Dados p, q, r ∈ [1,∞] , probar que se cumple

‖fg‖q ≤ ‖f‖p‖g‖r , cuando
1

q
=

1

p
+

1

r
.

6. Sean p y p′ = p/(p−1) exponentes conjugados con 1 ≤ p <∞. Si f ∈ Lp(X,µ), demostrar
que

‖f‖p = máx

{∣∣∣∣ˆ
X
f ḡ dµ

∣∣∣∣ : ‖g‖p′ = 1

}
(Indicación: para demostrar ≥ usar la desigualdad de Hölder; para probar ≤ tomar g0(x) =
|f(x)|p−2f(x)/‖f‖p−1p cuando sea posible y g0(x) = 0 si f(x) = 0.)

7. (Desigualdad integral de Minkowski) Sean (X, µ) e (Y, ν) dos espacios de medida y sea
f : X × Y → C una función medible. Si 1 ≤ p ≤ ∞, f(· , y) ∈ Lp(X,µ) c.t. y ∈ Y y la
función y → ‖f(· , y)‖p pertenece a L1(Y, ν), demostrar que se cumple:∥∥∥∥ˆ

Y
f(·, y) dν(y)

∥∥∥∥
Lp(X,µ)

≤
ˆ
Y
‖f(·, y)‖Lp(X,µ) dν(y) .

(Nota: esta desigualdad se puede leer de la siguiente manera: la norma de una integral es
menor o igual que la integral de las normas)

(Indicación: usar el ejercicio anterior y la desigualdad de Hölder)

8. Interpolación de espacios Lp. Demostrar que si p0 < r < p1, y f ∈ Lp0(Ω, µ) ∩ Lp1(Ω, µ),
entonces f ∈ Lr(Ω, µ) y se tiene la desigualdad

‖f‖r ≤ ‖f‖1−ϑp0 ‖f‖
ϑ
p1 , donde ϑ ∈ (0, 1) queda definido por

1

r
=

1− ϑ
p0

+
ϑ

p1
.

9. Sea µ(X) = 1 y f y g dos funciones positivas y medibles con f(x)g(x) ≥ 1 c.t.p.. Usar la
desigualdad de Hölder para probar

1 ≤
(ˆ

X
f dµ

)(ˆ
X
g dµ

)
.

10. Probar que si µ(X) < ∞ , y 0 < p ≤ q ≤ ∞ , se tiene que Lq(X,µ) ⊂ Lp(X,µ) , como
consecuencia de la desigualdad:

‖f‖p
µ(X)

1
p

=

( 
X
|f |pdµ

) 1
p

≤
( 

X
|f |qdµ

) 1
q

=
‖f‖q
µ(X)

1
q

11. Demostrar con un ejemplo que si 0 < p < q ≤ ∞ y X = Br(0) ⊂ RN con la medida de
Lebesgue , la inclusion Lq(X,µ) ⊂ Lp(X,µ) , es estricta.

12. Probar que si µ(X) <∞ , tenemos que

ĺım
p→+∞

‖f‖p
µ(x)

1
p

= ĺım
p→+∞

( 
X
|f |pdµ

) 1
p

= ‖f‖∞

¿es cierto el resultado cuando µ(X) = +∞?
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13. Probar que si µ(X) = 1 , tenemos que:

a) Limite de ‖ · ‖pp cuando p va a cero. (con supp se entiende el soporte esencial de f .)

ĺım
p→0+

‖f‖pp = ĺım
p→0+

ˆ
X
|f |pdµ = µ(supp(f)) = µ

(
{x ∈ X

∣∣∣ f(x) 6= 0}
)

b) Limite de ‖ · ‖p cuando p va a cero.

ĺım
p→0+

‖f‖p = ĺım
p→0+

(ˆ
X
|f |pdµ

) 1
p

= exp

(ˆ
X

log |f |dµ
)

c) Probar la variación de los limites de arriba cuando µ(X) <∞ .

14. Desigualdad de Hölder al reves cuando p ∈ (0, 1). Probar que, si 0 < p < 1 y p′ =
p/(p− 1) < 0 , y f, g ≥ 0 , se tiene la desigualdad:

ˆ
X
f g dµ ≥

(ˆ
X
|f |pdµ

) 1
p
(ˆ

X
|f |p′dµ

) 1
p′

=

(ˆ
X
|f |pdµ

) 1
p

(ˆ
X

dµ

|f |
p

1−p

)− 1−p
p

15. a) Encontrar un espacio de medida (X,µ) y una función f ∈
⋂
p<r<∞ Lr \ Lp .

b) Encontrar un espacio de medida (X,µ) y una función f ∈
⋂

0<r<p Lr \ Lp .

Indicación: intentar con funciones de la forma f(x) = x−1/p en espacios de medida apro-
piados.

16. a) Encontrar un espacio de medida (X,µ) y una función f ∈ Lp \
⋃
p<r<∞ Lr .

b) Encontrar un espacio de medida (X,µ) y una función f ∈ Lp \
⋃

0<r<p Lr .

Indicación: intentar con funciones de la forma f(x) = x−1/p | log x|−2/p en espacios de
medida apropiados.

17. Usar la desigualdad de Hölder para probar:

ˆ π

0
x−1/3 senx dx < 3 .

Convergencia en Lp

18. Sean 1 ≤ p, p′ ≤ ∞ exponentes conjugados, p′ = p/(p− 1). Si fn → f en la norma de Lp y
gn → g en la norma de Lq, demostrar que fn gn → f g en la norma de L1.

19. En [0, 1) se consideran los intervalos diádicos Ij,k = [ j−1
2k

, j
2k

) con j = 1, 2, . . . 2k , k ∈ N .
Si f ∈ Lp((0, 1)) , 1 ≤ p <∞, y

fk(x) =

2k∑
j=1

( 
Ij,k

f(y) dy

)
1Ij,k

(x) ,

demostrar:

a) ‖fk‖p ≤ ‖f‖p .
b) Si f ∈ Cc((0, 1)), ‖f − fk‖p → 0 cuando k →∞ .

c) Si f ∈ Lp((0, 1)), ‖f − fk‖p → 0 cuando k →∞ .
(Usar que Cc((0, 1)) es denso en Lp((0, 1)) ).
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20. Encontrar f, fn ∈ Lp([0, 1]), n = 1, 2, 3, . . . , 1 ≤ p <∞ tales que

a) ‖fn − f‖Lp → 0 cuando n→∞.

b) {fn(x)}n es una sucesión no convergente para todo x ∈ [0, 1].

21. a) Demostrar que si u ∈ L1(R), entonces
∑
k∈Z

u(x− k) converge en L1((0, 1)).

¿Es cierto el mismo resultado en L2(R)?

b) Demostrar que si u ∈ L2(R), entonces
1

N

N∑
k=0

u(x− k) converge a 0 en L2((0, 1)).

¿Es cierto el mismo resultado en L1(R)?

22. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio normado. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(i) X es completo;

(ii)
∑∞

n=1 ‖xn‖ <∞ implica
∑∞

n=1 xn converge en X.

23. Considerar L2((0, 1)), pero dotado de la norma ‖ · ‖1. ¿Es completo el espacio resultante?

Espacios de sucesiones
Cuando X = N y µ es la medida de contar µ(n) = 1, definimos `p(N) = `p := Lp(X,µ) .

24. a) Sea p ∈ [1,∞). Se puede caracterizar `p de la siguiente manera:

`p := {{an}∞n=1 :

( ∞∑
n=1

|an|p
)1/p

<∞}

Comprobar que `p con la norma ‖{an}‖`p =

( ∞∑
n=1
|an|p

)1/p

es un espacio de Banach.

b) Cuando p = +∞, se define

`∞ := {{an}∞n=1 : sup
n
|an| <∞}

Comprobar que `∞ dotado de la norma ‖{an}‖`∞ = sup
n
|an| es un espacio de Banach.

25. Si p ∈ [1,∞), demostrar que para todo a, b ≥ 0 se tiene (a+ b)p ≥ ap + bp.

26. Si denotamos por ej la sucesión de `p que vale 1 en la j-ésima entrada y 0 en el resto,
demostrar que para todo s = {sj} ∈ `p se tiene

∑∞
j=1 sj ej = s en norma `p. ¿Es cierto el

resultado en `∞?

27. Deducir que, si p ∈ [1,∞), entonces
(∑∞

n=1 an
)p ≥∑∞n=1 a

p
n.

28. Si 1 ≤ p1 < p2 ≤ ∞, demostrar que `p1 ⊂ `p2 y ‖{an}‖`p2 ≤ ‖{an}‖`p1 .

29. Demostrar con un ejemplo que `p \ (∪r<p`r) 6= ∅.

30. Sea c0(N) el espacio de sucesiones a = {an}∞n=1 tal que ĺımn→∞ |an| = 0. Demostrar que
si 0 < p < ∞ se cumple que `p(N) es un subespacio denso de c0(N), dotado éste con la
norma ‖ ‖∞.

31. Supongamos que a = {an}∞n=1 es una sucesión de números reales positivos con la propiedad
de que

sup{
∞∑
n=1

anbn : ‖b‖2 = 1} = S <∞

Demostrar que a ∈ `2 y ‖a‖2 = S.
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Más avanzados

32. Sea c0 el conjunto de las sucesiones de números complejos {ξk} tales que ĺım ξk = 0, dotado
de la topoloǵıa de la norma del supremo. Demostrar que (c0)

∗ = l1.

33. Probar que (`∞)∗ 6= `1.

34. Probar que Lp(RN ) y `p, 1 ≤ p <∞, son separables.

35. Probar que `∞ no es separable. ¿Es separable L∞(R)?

Sugerencia: el conjunto E = {(ak) : ak = 0 ó 1} es no numerable y cumple ‖a − b‖`∞ = 1,

∀ a 6= b ∈ E .
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