VARIABLE REAL. 4° DE MATEMATICAS Curso 2014/15

HOJA 6 DE PROBLEMAS

1.

t

Transformada de Fourier

Para una funcién f : R — R se define la traslacién por y € R"™ como (T}, f)(z) = f(z—vy),
la modulacién por z € R como (M, f)(x) = €*™@* f(z) y la dilatacién por una matriz de
orden n no singular A como (Daf)(z) = f(Az). Demostrar las siguientes identidades:

() (Ty))(€) = (M_yf)(&);
(b) (M=)(€) = (T-f)(©);
() (Daf)(€) = raaray(Dea-1y ))(E).

(T,1)
(

(a) Sea f tal que f(f) = e~ 27kl ¢ € R. Demostrar que f(z) = H%’ z eR.
(b) Si f(x) = ng,a:eR demostrar que (f * f * f)(z) = 372 9+m2
(c) Sig(z) = lomxﬁ, x € R, demostrar que §(¢§) = ge—b’ﬂ\ﬁ 5l ¢ eR.

. (i) Calcular la transformada de Fourier de la funcién w(z) = méx{1 — |z[,0} .
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(ii) Demostrar que N T g = o,
R 1'4 3
. Calcular la transformada de Fourier de wu;(z) = e 2% ¢ > 0 y demostrar que, para
s,t > 0 se tiene:
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- Sean f(x) = x[-1/2,1/2 () ¥ 9(z) = (1 — |z[)x[-1,1(2). Demostrar que
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Sugerencia: Escribir sen(At)/t como transformada de Fourier de una funcién caracteristica, usar
Fubini, y después pasar al limite. En el dltimo paso quizds necesites usar fooo(sen x)/xdx =m/2.

. El siguiente ejercicio ilustra la relacién entre decaimiento de fy suavidad de f.

(i) Probar que si f € C*(R") entonces f(&) = o(1/(1 + |£])¥) cuando |€] = oo.

(i) Probar que si f € LY(R) y f(€) = O(1/|£|'+*) cuando |¢| — oo (para algtin 0 < o < 1),
entonces f es igual a.e. a una funcién de Hélder de orden a.

Sugerencia: En (ii) usar la férmula de inversién para escribir f(x + h) — f(x) como una integral y
. p . 0 .
estimar separadamente en los términos flilﬁl’ f1<‘§‘§1/‘h| y f\§\>1/\h| usando |e*? —1| < min{|d|, 2}.



8. Demostrar que si f € L'(R") y supp(f) C Bg(0), entonces f € C®°(R") y ademds

sup |[D*f(x)] < (27 R)*||f||x.
zeR”

9. Sea f € L'(R™) con supp(f) C Bg(0).
(i) Probar que existen funciones ¢ € L*(R") tales que f = f * ¢.

(ii) Probar que f € LP(R™) para todo 1 < p < oo y ademas se tiene

I£llp < e RYP' || f1,

para alguna constante ¢, > 0.
Sugerencia: Escribir f: f(ﬁ, donde <£ € C° vale 1 en la bola de radio R.

10. Sean f y g tales que |f(z)],]g(z)] < C/(1 + |z])"T*, x € R", a > 0. Demostrar que
[(f xg)(@)| < C"/(1 + [=])"F.

Indicacion. Dividir la integral que define f * g(x) en dos trozos correspondientes a |y| <
(/2 e |y > [=[/2.

11. Demostrar la desigualdad de Heisenberg: si f € S(R), entonces

([ Pdm) ([ \2d§> > Ly

Para f real, probar que se tiene igualdad si y sélo si f(z) = ae‘bx2, cona€Ryb>0.

Sugerencia: Integrando por partes, escribir [ |f(z)|*dz = — [(|f(z)|*)'dz, y después utilizar
Cauchy-Schwarz y Plancherel.

12. (Teorema de inmersién de Sobolev) Paraa >0, a € R, sea H*(R") = {f € L*(R") :
(1+]£]%) f(€) € L2(R™)} el espacio de Sobolev de orden a.. Demostrar que si f € HY(R")
con a > n/2, entonces f € CJ(R™).

Indicacién. Demostrar que f € L1(R™).
Mas avanzados
13. (i) Sea u € L'(R). Demostrar que la serie Y u(x — k) converge en L'((—1/2,1/2)) hacia

keZ
una funcién v cuyos coeficientes de Fourier (respecto de la base correspondiente al intervalo

[—1/2,1/2]) son u(k).
(ii) Supongamos que u es continua y satisface las estimaciones
(@) < C(L+ o)™, Ja(2)| < CL+ o)~ Va € R.

Demostrar que se verifica la formula de sumacion de Poisson

> u(x—k) = ak)e*™

kEZ keZ
donde las series convergen absoluta y uniformemente sobre cada intervalo acotado de R.
14. Sea Fr(t) =R (%)2 sit# 0y Fr(0) = R el nicleo de Fejér en la recta real.

(a) Demostrar que si f € Cp(R), entonces f * Fr converge uniformemente a f cuando
R — o0.



15.

16.

17.

18.

(b) Demostrar que si f € LP(R), entonces f * Fr converge a f en la norma de LP(R)
cuando R — oo.

Indicacion. Usar la funcién g del ejercicio 3 para demostrar que {Fgr}r>0o es una familia
de ntcleos de sumabilidad cuando R — oo.

Sea Gi(z) = ime_a’z/‘“, x € R, t > 0, el nicleo de Gauss en R. Demostrar que Dy(Gy) =
Vty Do(é\t) = ﬁ, donde Dy(f) es la dispersiéon de f € L?(R) alrededor de z = 0, es

decir Do(f) = (%, #2172 dz) " 17

—

Indicacion. Usar que (e=™%) (¢) = e

—7r§2'

Sean A, y V, el drea y el volumen de la esfera unidad y de la bola unidad en R™,

respectivamente. Usar el cambio a coordenadas polares en R™, es decir, fRn f(z)dx =

_ an/2 /2
15" (Jgn fF(ry) ™t do()) dr para probar que A, = 21,(? y Vo = Ne=st donde T'(z) =
[ ettt dt
0 .
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Indicacion. Usar que fRn e el dp = 1.

(a) Sea T' > 0. Probar que existe 1 € L*(R) tal que ¢ * f = f para toda f € L?(R) con

supp(f) C [T, T].
(b) Probar que no existe ¢ € L'(R) tal que 1 * f = f para toda f € L?(R).

Sea f : [0,00) — C una funcién acotada. Se define su transformada de Laplace como

Lf(z)= /000 ft)e =dt, z>0.

(i) Demostrar que Lf es de clase C* en (0,00) y lim, o, Lf(2) = 0.

(ii) Demuestra las siguientes férmulas (dando condiciones apropiadas)
L[f(at)](2) = a ' Lf(z/a), LIf(z) = 2Lf(2) = F(0), v L(f * 9)(2) = [LF(2)][Lg(2)].

(iii) Encuentra una férmula en términos de Lf para las expresiones

t 00
chrele. £, L[ sy [ et
(iv) La definicién de Lf(z) se puede extender como una funcién holomorfa en Rz >
0. Llamando z = a + ib, escribe Lf(z) como una transformada de Fourier y encuentra
formalmente una férmula de inversiéon para la transformada de Laplace.



