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NOMBRE: D.N.I.:

Este examen consta de cuatro preguntas y una más opcional que se usará solo
para subir nota. La duración es de 2 horas y 30 minutos.

1.- (2,5 puntos) Dado a0 = 1 se define por recurrencia an =
√
an−1 + 1 para n = 1, 2, 3, . . .

a.- Probar que la sucesión {an}n aśı definida es monótona creciente.

b.- Probar que la sucesión {an}n está acotada superiormente, por ejemplo por 4.

c.- Concluir de lo anterior que es convergente y encontrar su ĺımite.

2.- (2,5 puntos) Sea f(x) = 2 + 4 lnx para x > 0.

a.- Demostrar que la ecuación f(x) = x tiene al menos dos soluciones.

b.- Probar de hecho que la ecuación tiene exactamente dos soluciones.

3.- (2,5 puntos) Determinar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impro-
pias:

A :

∫ ∞
0

dx

x2 +
√
x

; B :

∫ ∞
0

ex

(ex − cosx)2
dx.

4.- (2,5 puntos) Definimos la función

F (x) =

∫ x2

0

1− cos t

t
dt.

a.- Calcular el valor de los ĺımites: ĺımx→0
F ′(x)
x ; ĺımx→∞ F ′(x).

b.- Probar que ĺımx→∞ F (x) =∞.

5.- (Opcional )

a.- En el ejercicio 4 anterior, encontrar el valor de F ′′(0).

Mostrar además que F (x) ≤ 1
4x

4, para 0 ≤ x ≤ 1.

b.- Calcular las siguiente primitiva:∫
x ln

(√
1 + x2

)
dx.
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1.- a.- Encontrar los valores de a, b, c y d de forma que el polinomio P (x) = a+bx+cx2+dx3

cumpla

ĺım
x→0

x · arctanx− P (x)

x3
= 0.

b.- Sea g una función dos veces derivable y supongamos que

ĺım
x→1

g(x)− 2− 3x− x2

(x− 1)2
= 0.

Encontrar los valores de g(1), g′(1) y g′′(1).

2.- Determinar si existen los siguientes ĺımites y, en caso afirmativo, encontrar su valor:

A : ĺım
x→+∞

xsen(1/x); B : ĺım
x→0+

d2

dx2

(
e−1/x

)
.

2


