Universidad Auténoma de Madrid Algebra

Ingenieria Informatica
HOJA 6. Espacios vectoriales y aplicaciones lineales.

1) Se considera el espacio vectorial real R3.
i) {Son los vectores (1,2,3),(1,1,1) combinacién lineal del sistema S = {(1,0,1), (0,2,2)}?
ii) Calcular z e y, si es posible, para que el vector (1,2, x,y) sea combinacién lineal de los vectores
(1,2,0,2) y (1,1,2,3).

2) Estudiar si las siguientes familias de vectores del espacio vectorial real R? son linealmente indepen-
dientes.

1) {(1,2,1),(1,0,1),(2,3,2)}.
ii) {(17 07 0)7 (27 17 1)7 (07 17 1)7 (17 _17 _1)}’
3) Decide si el vector (1,0, 1,0) es combinacién lineal del sistema {(1,1,0,1),(1,0,1,1),(1,0,0,—1)} C R*

4) Estudiar si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de R*.
i) A= {(3x2, 2, x4 + x2,24) | X2, 24 € R}.
ii) B = {(21, %2, 3, 24) | ¥1 - 22 = O}.
iii) C = {(x1, 22,21, 22) | 21 = 1}.
iv) D ={(z1,21,21,71) | x1 € R}.
v) E = {(z1,29,x3,24) | 1 = t,x9 = t, 23 = 2t, x4 = 5t,t € R}.

5) Sea S el subespacio de R3 generado por {(1,2,1),(1,0,1),(2,3,2)}. Expresa a S como el conjunto de
soluciones de un sistema homogéneo.

6) Halla las coordenadas de los vectores (1,2,3) y (1,1,0) respecto de labase B = {(1,—1,2),(0,1,1),(1,0,4)}
de R3.

7) Halla una base y calcula la dimensién de los siguientes subespacios vectoriales de R
T1—x2+x3—24=0

Tr] — Ty = 0

T3 — Ty4 = 0

1 —x4=0

a) Wli

T1— 29 +ax3—2x4=0
x1—$2—2x3—x420

b) Wy : {
8) Halla una base de los siguientes subespacios vectoriales:
a) S C R* generado por el conjunto de vectores {(1, —1,0,0), (2,0, —1,—1),(1,0,0,—1), (1, 1,1, —1)}.
b) S € R? generado por {(1,-1,0),(1,0,-1),(2,-1,-1),(-1,-1,2)}.
9) Sea U el subespacio de R* generado por (1,1, —1,2) y (—1,2,3,3). Sea V el subespacio de R* generado
por (1,7,3,12) y (—4,5,1,1). Sea W =U + V.
a) Halla una base de W.
b) Halla un sistema ecuaciones de W con el menor nimero de ecuaciones.
¢) Demuestra que (2,—3,5,7) ¢ W.
d) Demuestra que el vector w = (27,0,27,57) estd en W. Hallauw € U y v € V tales que w = u + v.



10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

Sean S; y Sy los subespacios de R* del ejercicio ?7?.
(a) Halla una base de S; NSy y de S1 + Sy. Comprueba la férmula de Grassmann.

(b) Halla un sistema ecuaciones de S N'Se y de S; + S con el menor nimero de ecuaciones.

Sea a € R. Sean U y V los siguientes subespacios de R*:

1+ 229 —2x3+224 = 0 V- 3x1+x2+2x4 = 0
201 +x9o+ax3—24 = 0 " —ri+taxz3tary = 0

a) Halla los valores de a para los que U NV # {0}. Para esos valores, calcula una base de UNV y un
sistema de ecuaciones de U NV con el menor nimero de ecuaciones.

b) Para a = —4, hallauw € U y v € V tales que (3,1,-2,2) = u + v.

Estudiar cudles de las siguientes aplicaciones son lineales entre los espacios vectoriales dados, para
aquellas que sean lineales escribe la aplicacién en forma matricial:

fi: R® — R? dada por fi(v) = Av con A € R fijo.
f2: R? — R? dada por fa(v) = vg — v con vg € R? fijo.

: R? = R? dada por f3(x1, 2, x3) = (21,1, 23).

f1: R® = R® dada por fy(z1,22,23) = (2§ — 23,0,0).

f5: R = R? dada por fs(x1, 29, 23) = (x1 + 29 + 3, 21 + T2, 23).
f6: R3 — R2 dada por f6($1,$2,I3) = ($1 — Z2,T1 + :133).
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Sea f:V — W una aplicacién lineal. Halla la matriz de f sabiendo que:
a) V:R2a W =R, f(l,O)ZQ, f(0a1>:1
b) V =R% W =R2?, f(1,0) = (2,0), £(0,1) = (1,1).

Decide en cada caso si existe o no una aplicacién lineal con las propiedades que se indican.
a) T:R* — R? T(1,-1,1) = (1,0) y T(1,1,1) = (0, 1).

b) T:R? —R?,  T(y)=p (i=1,2,3) con

ar = (1,-1), a2 =(2,-1), ag = (=3,2), B1 =(1,0), B2 =(0,1) y B3 = (1,2).

Se consideran las aplicaciones lineales f: R?® — R? dada por f(z1, zo,z3) = (r1+z2+x3, 21+ T2, T3)
y g:R® = R? dada por g(x1,x0,23) = (z1 — 22, 71 + 23).

a) Siendo V el subespacio ((1,—1,0),(1,1,1)) calcular f(V) y g(V). Calcular también f~1(0,0,0)

y f7H(2,2,1).
b) Calcular f~1(W), siendo W = {(z1, 72, 73): 71 = 3\, 13 = 2\, 23 = A\, A € R}.

Las siguientes matrices determinan aplicaciones lineales de R™ en R™ para diferentes n,m > 0. Para
cada una de ellas, halla una base del nicleo, las ecuaciones de la imagen y comprueba la formula de
las dimensiones (n = dimension del niicleo 4+ dimensién de la imagen).

1 11 0 0 0 1 2 3 1 2 -1
vi) | 0 1 1 |; wii) ( 0 0 > ;i) ( 0 3 ) ; i) 45 6 ); ) 01 3
0 01 7T 8 9 1 3 2



