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Tema III.1. Matrices. Determinantes. Sistemas de ecuaciones lineales.

Matrices:

• Matrices de orden m por n con elementos en R: Mm×n(R). Matrices cuadradas: Mn(R). Subma-
triz. Diagonal principal de una matriz cuadrada. Matriz identidad. Matriz nula.

• Tipos de matrices: matriz fila, columna, diagonal, simétrica, escalonada, escalonada reducida.

• Operaciones con matrices: suma, multiplicación; inversa de una matriz, multiplicación de un
escalar por una matriz, traspuesta de una matriz: At. Operaciones elementales por filas (por
columnas) en una matriz.

Determinantes: det : Mn(R)→ R : A 7→ det(A) := |A|;
A = (A1|A2| · · · |An), donde Aj es la j-ésima columna de A, det(A1|A2| · · · |An) := det(A).
Propiedades:

(1) det(In) = 1;

(2) det(A) = 0 si A tiene dos columnas iguales;

(3) det(A1|A2| · · · |kAj | · · · |An) = k det(A1|A2| · · · |An);

(4) det(A1|A2| · · · |Aj + d | · · · |An) = det(A1|A2| · · · |An) + det(A1|A2| · · · | d | · · · |An).
Menor de una matriz, menor complementario del elemento aij : Mij ,
adjunto del elemento aij : Aij , matriz adjunta de A: Adj(A).

(5) det((aij)i,j=1,...,n) =
∑n

j=1 aijAij .

(6) det(A) = det(At)

(7) Las operaciones elementales por filas (o columnas) en una matriz no cambian el valor del deter-
minante, salvo el signo.

(8) det(AB) = det(A) det(B).

Sistemas de ecuaciones lineales:

• Sistema compatible (SC ) y sistema incompatible (SI ), sistema compatible determinado (SCD);
Sistema homogéneo, sistemas equivalentes, operaciones elementales en un sistema.

• Método de Gauss y método de Gauss-Jordan.

◦ Forma matricial de un sistema: AX = b, donde A ∈ Mm×n(R), X ∈ Mn×1 y b ∈ Mm×1.
Matriz del sistema: A; matriz ampliada del sistema (A|b).

◦ Formas escalonadas y escalonadas reducidas de una matriz, pivote de una forma escalonada,
Rango de una matriz (número de pivotes de una forma escalonada) rg(A).

• Teorema de Rouché-Frobenius:

AX = b es


SCD ⇐⇒ rg(A) = rg(A|b) = n;

SCI ⇐⇒ rg(A) = rg(A|b) < n;

SI ⇐⇒ rg(A) < rg(A|b).
• Resolución simultánea de sistemas. Cálculo de la inversa de una matriz.

• Teorema del rango: El rg(A) es el orden del mayor menor no nulo.
Propiedades:

◦ La operaciones elementales por filas (o columnas) no cambian el rango de una matriz;

◦ rg(A) = rg(At);

◦ A ∈Mn(R), rg(A) = n⇐⇒ existe la inversa de A.



Tema III.2. Espacios vectoriales y aplicaciones lineales.

Espacios vectoriales.

• Espacio vectorial real (R-e.v.): Rn; vectores: u, v, w, . . . , vector nulo: 0, escalares: a, b, c . . . ;λ, µ, . . . .

• Combinación lineales de vectores (c.l.); sistema de vectores; sistema de vectores linealmente
dependiente (l.d.) y linealmente independiente (l.i.); Prop.: si S es l.d. entonces existe un vector
de S que es c.l. del resto de los vectores.

• Subespacios (vectoriales).
W es subespacio del espacio vectorial V :⇐⇒ 0 ∈W y ∀a, b ∈ R,∀u, v ∈W, au+ bv ∈W.
Propiedades:

◦ si W es subespacio de V entonces W es espacio vectorial;

◦ subespacio generado por un conjunto S : 〈S〉;
◦ si v 6∈ 〈S〉 y S l.i. entonces S ∪ {v} l.i.;

◦ ecuaciones de un subespacio, formas de dar un subespacio, paso de una forma a otra;

• Base (la base de V = {0} es ∅).
◦ Coordenadas de un vector respecto de una base.

◦ Teorema 1. Sea V un R-e.v. y S ⊆ V. (1) Si S genera V entonces existe una base de V
contenida en S; (2) si S es l.i. entonces existe una base de V conteniendo a S.

◦ Teorema 2. (1) Todo espacio vectorial tiene una base; (2) todas las bases de un espacio
vectorial tienen el mismo cardinal.

◦ Dimensión. Prop.: Si W es un subespacio V y dim(W) = dim(V) entonces W = V.

• Operaciones con subespacios.

◦ Intersección y suma de subespacios. Suma directa.

◦ Fórmula de Grassmann: dim(W1 + W2) = dim(W1) + dim(W2)− dim(W1 ∩W2).

Aplicaciones lineales: V1 y V2 R-e.v. y f : V1 → V2 aplicación lineal. Endomorfismo, isomorfismo.
Propiedades:

1. f(0V1) = 0V2 ;

2. f

(
m∑
i=1

aivi

)
=

m∑
i=1

aif(vi);

3. f queda determinada conociendo las imágenes de los vectores de una base de V1;

4. Si W1 es subespacio de V1 entonces su imagen (f(W1)) es subespacio de V2, en particular la
imagen de f (Im(f)) es subespacio de V2;

5. Si W2 es subespacio de V2 entonces su contraimagen (f−1(W2)) es subespacio de V1, en particular
el núcleo de f (Nuc(f) = f−1(0)) es subespacio de V1;

6. Fórmula de las dimensiones: Si dim(V1) = n entonces dim(Im(f)) + dim(Nuc(f)) = n.

Sea A ∈ Mm×n(R). La aplicación lineal determinada por A es f : Rn → Rm, f(X) = AX, ∀X ∈ Rn.
Asociados a A tenemos tres subespacios:

• Subespacio columna (subespacio de Rm): Im(f) = 〈{A1, A2, . . . , An}〉, donde Aj es la j-ésima
columna de A;

• Subespacio nulo (subespacio de Rn): Nuc(f), conjunto de soluciones del sistema AX = 0;



Tema III.3. Diagonalización.
Sea A ∈Mn(R).

Si existe una matriz diagonal D ∈Mn(R) y una base B = {v1, . . . , vn} de Rn tales que A = PDP−1,
donde P = (v1| · · · |vn), se dice que A es diagonalizable y que B diagonaliza A (y a tal P se le llama
matriz de paso).

Los vectores no nulos v ∈ Rn para los que exista λ ∈ R tal que Av = λv se llaman vectores propios (o
autovectores) de A.

Los λ ∈ R para los que exista un vector propio v tal que Av = λv se llaman valores propios (o
autovalores) de A.

Teorema. Toda matriz real simétrica es diagonalizable.

Prop. i) λ valor propio, dim((A−λI)X = 0) ≤ multp λ. ii) Si A ∈Mn(R) y A tienen n valores propios
6= 0 entonces A es diagonalizable.

iii) A es diagolizable sii (a) |A−λI| = 0 tiene todas sus raices en R y dim((A−λI)X = 0) = multp λ.

Cálculo de una base B diagonalizante (si existe):

1. Se hallan los valores propios: Λ = {λ ∈ R : det(A − λIn) = 0}, donde In es la matriz identidad
de Mn(R).

2. Para cada valor propio λ, se halla una base Bλ del siguiente subespacio de Rn (que se llama
subespacio propio de A asociado a λ): (A− λIn)X = 0.

3. Sea B la unión de las bases obtenidas en 2:

B =
⋃
λ∈Λ

Bλ.

Si B es base de Rn (basta demostrar que B tiene n elementos), entonces A es diagonalizable y
B diagonaliza A. Si B no es base de Rn entonces A no es diagonalizable.

Diagonalización de endomorfismos.

Sea f es un endomorfismo de Rn. Se dice que f es diagonalizable si la matriz de f , A, lo es; los valores
propios, los vectores propios y los subespacios propios de f son los correspondientes de A. Por ejemplo,
el núcleo de f –si no es trivial– es el subespacio propio de f asociado al valor propio 0.


