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TEMA I1.1. ARITMETICA DE ENTEROS.

= El anillo de los enteros: Va,b,c € Z,

asociativa (a+b)+c=a+ (b+c); asociativa (a-b)-c=a-(b-c);

conmutativa a-+b=10b-+a; conmutativa a-b=1"b-aq;
neutro a—+0=a; unidad a-1=ua;
opuesto a+ (—a)=0; distributiva a-(b+c¢)=a-b+a-c.

» Divisibilidad. alb < 3Im € Z tal que ma = b.

e Prop.:Va,b,c,m,n € Z, i) cla y ¢|b = c¢/ma + nb; ii) alby blc = alc; iii)alb y bla = |a| = b
e Teorema de la division: Ya,b € Z,b # 0, Jc,r € Z 1nicos, tales que a = bc+r y 0 < r < |b|.

e Maximo comun divisor (med): med(a,0) = |a| y si a,b # 0, med(a,b) =d < dlay dlby d es
méximo con estas condiciones.

e Prop.: Sib # 0, med(a,b) = med(b, a) = med(£a, £b) = med(b,r) donde a = be+ry 0 <r < |b|.
e Identidad de Bezout: Ya,b € Z, si d = mcd(a,b) entonces existen x,y € Z tales que d = ax + by.

e Propiedades del mcd: Va,b,m,d € 7Z,

i) mla y m|b = m|mecd(a,b); ii) med(a,b) =d=a=ad'dyb=1"Vd con med(a',b') =1;

iii) Teorema de Euclides 1:  albc y med(a,b) =1 = alc.
e Numeros coprimos. Minimo comin multiplo (mem): a,b # 0, mem(a, b) = min{m € N : a|m y bjm}.
e Numeros primos: p € N es primo si p > 1 y los tinicos divisores de p son +1 y +£p.

o Prop.: Sea p primo. Ya # 0, el med(a,p) es 1 o p; si plab y p no divide a a entonces p|b.
o Teorema de Fuclides 2. Existen infinitos nimeros primos.

o Teorema fundamental de la aritmética. Ya # 0,+1 existen unos Unicos primos pi,...,Ps
tales que p1 < -+ < psy a==£p]*---pis.

= Ecuaciones diofanticas.
Conjunto S de soluciones de la ecuacién azx + by = ¢ con a,b,c € Z no nulos. Sea d = mcd(a,b).
Si d no divide a ¢, S = (). Si d divide a ¢: 12 se hallan o/, V', ¢ € Z tales que a = a/d, b =b'd y ¢ = d;
2¢2 se hallan z(, y; € Z tales que a'z( + b'y(, = 1; 32 se hallan zg, yo € Z tales que a’zo + b'yp = ¢;
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TEMA I1.2. CONGRUENCIAS.
»a=b(n). Z,=1{0,1,2,....,.n—1}. a+b=a+b, a-b=ab.
» Las unidades de Z,: U(Zy,) = {m € Zy: A € Z, tal que m -l = 1} = {m € Z,: m y n coprimos}.

» La ¢ de Euler: p(n) = card(U(Zy,)).

e Prop.: Sipes primo =p—1 ) = p™m—p™ L. sim y n son coprimos p(mn) = ¢(m)p(n).
p pesp pp)=p—Lypp p—=p y p 2 plm)e

e Teorema de Euler: Sean a,n € Z coprimos, con n > 1. Entonces a¥(™) =1 en Z,.

s Ecuaciones en Z,: ax = b en Z,,.

e Si el med(a,n) no divide a b, la ecuacién no tiene solucién.

e Si d =mecd(a,n) divide a b hay d soluciones: Tg, o +n/,...,20 + (d — 1)n/, donde n = n’d y x
es la primera componente de una solucién (zg,yp) de la ecuacién ax — ny = b en Z.



