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PROLOCO

Este libro ha sido redactado durante los anos en que he ejercido la do-
cencia de Algebra Lineal del primer curso de la Licenciatura y del Grado
de CC. Fisicas y ha sido completado para cubrir los cursos cuatrimestrales
de Algebra y Geometria del primer curso de la Licenciatura y del Grado de
CC. Matematicas en la Facultad de Ciencias de la Universidad Auténoma
de Madrid.

El material es adecuado también para los primeros cursos de las inge-
nierias.

El curso estd escrito tratando de expresar de la manera mas sencilla
posible sus conceptos, teoremas y demostraciones, basandose solamente en
los conceptos previos de Bachillerato. Ademés es autocontenido, estando
detalladas las demostraciones de forma logica y rigurosa. Y motivada cada
etapa de la teoria por problemas tedricos de los que surge.

Al principio de cada capitulo se encuentran introducciones que preparan
para la comprension de los conceptos correspondientes. Con el mismo obje-
tivo he realizado dibujos, que facilitan la comprensién de los razonamientos.
Dicha comprensiéon puede irse afianzando al realizar los numerosos grupos
de ejercicios intercalados, que tienen un orden progresivo en dificultad,
pudiéndose resolver algunos de dos formas. Hay muchos problemas tipo
resueltos. Al final de todos los capitulos de este volumen, excepto el de
determinantes, hay problemas resueltos de los propuestos por la autora en
los examenes.

Ademés de los programas de las asignaturas y al hilo de ellos, he anadido
otros trabajos originales mios, en este volumen:

Caracterizacion de las matrices invertibles.

Una introduccion geométrica a los determinantes.

Una demostracion sencilla y corta de la regla de Cramer.

Aplicaciones de la teoria de espacios vectoriales a la independencia del
numero de escalones de la matriz escalonada procedente de una matriz
dada, al calculo del rango de una matriz y a la obtencion de las ecuaciones

cartesianas de un subespacio.

Espacio vectorial cociente.



Estoy agradecida a Isabel Contreras Caballero y a Isabel Garcia Contre-
ras, quienes me han facilitado las instrucciones para adaptarme al formato

del libro.

Lucia Contreras Caballero. Profesora Titular Numeraria Jubilada.
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NUMEROS COMPLEJOS.

Introduccion.

Los distintos tipos de nuimeros han ido apareciendo en la historia del
hombre progresivamente, segtin las necesidades de las actividades que rea-
lizaba y son estudiados hoy también progresivamente desde la escuela pri-
maria a la Universidad.

Debido a la necesidad de contar las cabezas de ganado surgieron los
numeros naturales, (que son todos positivos) con los que se puede sumar;
los nimeros enteros, (que pueden ser positivos o negativos e incluyen al
cero) sirven para indicar los intercambios de mercancias y dinero; con ellos
se puede sumar y restar. La multiplicacién es una forma mas rapida de
hacer una suma de sumandos iguales y entonces se plantea el problema
de hacer la operacion inversa a la multiplicacion que es la division, pero
esta operacion no siempre tiene solucién con nimeros enteros, por lo que
se crearon otros numeros llamados fraccionarios o racionales.

Los niimeros enteros se caracterizan por el hecho de que cualquier ecuacion
de la forma x + a = b tiene soluciéon cuando los niimeros que aparecen en
ella son enteros.

Los nimeros fraccionarios se caracterizan por el hecho de que cualquier
ecuacion de la forma ai;x + a = b tiene soluciéon cuando los nimeros que
aparecen en ella son fraccionarios y a; # 0.

Hay otro conjunto de nimeros en los que también la ecuacion a;x+a = b
tiene solucién si a; # 0, son los nimeros reales que se construyen como
limites de sucesiones de numeros fraccionarios. Los niimeros reales incluyen
a los fraccionarios. La ecuacién anterior es una ecuacién de primer grado
con una incégnita, que también se puede escribir ajx+ag = 0. Nos podemos
plantear el problema sobre si una ecuacién mas general: a,z" + a,_ 12" 1 +
-+ a1x + ag = 0 tiene siempre solucién cuando los niimeros que aparecen
en ella son reales. La respuesta es que no y para obtener respuesta positiva
tenemos que construir otro conjunto de nimeros que se llama nimeros
complejos y se designa por C.

Hay ejemplos de ecuaciones de segundo grado que no tienen solucion
real. La ecuacién més simple que no tiene solucién real es 22+ 1 = 0. La
ecuacién general de segundo grado, de la forma ax? + bx + ¢ = 0 tiene la
—bj:\ém

a

solucion x = pero si b?> —4ac < 0 no encontramos ningtin ntiimero

real para .



Lo asombroso es que escribiendo por ¢ un nimero imaginario que sa-
tisfaga 2 + 1 = 0, encontramos ntmeros, llamados complejos, que son
soluciones de todas las ecuaciones de segundo grado planteadas. Ya que
si b> — 4ac < 0, tenemos Vb? — dac = iv/4ac — b?> que tiene un sentido
imaginario. Entonces, el conjunto de los niimeros soluciones de todas las
ecuaciones de segundo grado que se pueden plantear es el conjunto de los
—b 4 Vb?—dac
2a 2a

real o imaginario. Este es el conjunto de los nimeros complejos en el que
i> = —1 por ser ¢ solucién de la ecuacién 22 + 1 = 0. Los representaremos,
en general, como a+bi, donde a y b son ahora nimeros reales cualesquiera.
El conocimiento de las propiedades de las operaciones de los niimeros com-
plejos amplia la cantidad de ecuaciones que podemos resolver. Es muy
importante y sorprendente el teorema fundamental del algebra que afirma
que cualquier ecuacién de grado n con coeficientes complejos tiene siempre

al menos un nimero complejo como solucion.

binomios de la forma donde el segundo sumando puede ser

Haciendo ingeniosas combinaciones con los coeficientes de la ecuacion de
tercer grado, del Ferro y Tartaglia encontraron la forma general de sus solu-
ciones, que ha pasado a la historia como férmula de Cardano. La resolucion
de la ecuacion de cuarto grado fué reducida a la solucion de la ecuacién de
tercer grado por Ferrari. Pero el problema es mucho mas dificil si el grado
de la ecuacion es mayor, no estando claro ni siquiera que la ecuaciéon tenga
solucién. En este sentido, la importancia de los niimeros complejos, de
los que hemos hablado en la introducién, y del Teorema Fundamental
del Algebra demostrado por Gauss estriba en que afirma que cualquier
ecuacion de grado n con coeficientes complejos tiene siempre al
menos un nimero complejo como solucion. Este teorema afirma la
existencia de la solucion pero sigue quedando el problema de cémo encon-
trarla efectivamente. Durante mucho tiempo, los matematicos estuvieron
buscando una férmula general para todas las ecuaciones de un cierto grado
expresada por raices de expresiones racionales de sus coeficientes, hasta
que un matematico llamado Abel demostré que esta forma general expre-
sada por radicales comun para todas las ecuaciones de un cierto grado no
existia a partir de grado 5. Mas tarde, otro matematico llamado Galois
encontrd las condiciones necesarias y suficientes que han de verificar los
coeficientes de la ecuacion para que sus soluciones se puedan expresar por
radicales. Adn hoy no todas las ecuaciones estan resueltas y en eso trabajan
los algebristas.

Sin embargo, se puede demostrar y lo demostraremos mas adelante que,
debido a las propiedades de los ntimeros complejos, si los coeficientes de



la ecuacién son reales las soluciones complejas aparecen por parejas conju-
gadas de la misma multiplicidad. Y de aqui, que toda ecuacién de grado
impar con coeficientes reales tiene al menos una solucién real.

El Algebra es el estudio de la resolubilidad de las ecuaciones; en cuanto
que las ecuaciones se resuelven haciendo operaciones con los coeficientes
que aparecen en ellas, el dlgebra es también el estudio de las propiedades
de las operaciones que podemos hacer con esos niimeros.

En este capitulo repasaremos algunos resultados de bachillerato, los ge-
neralizaremos y ademas estudiaremos ciertas propiedades de los niimeros
complejos que nos serviran para ampliar la cantidad de ecuaciones que
sabemos resolver.

Recordemos resultados de Bachillerato sobre las ecuaciones de grado n:
Las soluciones enteras de una ecuacion de grado n con coeficientes enteros
deben ser divisores del término independiente.

Veamos por qué: Sea a,z" + a,_ 12" '+ +a12 + ap = 0 una ecuacién
de grado n donde todos los a; son enteros y sea a una solucion entera de la
ecuacion. Entonces,

ana" +ay 10" - Fajatag = 0= a,a" +a, 18"+ --+aa = —ap,

de donde
(ana™ ' 4+ a, 10" 2+ -+ a1)a = —ap;

como todos los numeros del paréntesis son enteros, la ultima expresion
indica que la soluciéon a divide a ay.

Esta regla nos permite muchas veces encontrar las soluciones enteras de
una ecuacién de grado n por tanteo, ya que el nimero de divisores de un
numero fijado es finito. Y se puede utilizar para ecuaciones con coeficientes
fraccionarios, una vez que hemos quitado los denominadores.

En Bachillerato se estudia también la regla de Ruffini, que es un algo-
ritmo para hallar P,(a) y los coeficientes del polinomio cociente Q,,_1(x).

Este algoritmo es un método para obtener el resto P,(a) = aya" +
anp_1a" 1 4+ -+ 4+ aja + ag resultante de dividir P,(x) por x — a, consis-
tente en lo siguiente:

Se colocan en una fila los coeficientes a,, a,_1, a9, --- a1, aygy
debajo de ésta, a la izquierda el nimero a y se hace una linea horizontal:
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an  GpG ~+ ap_q apa” V- +ay apa”+ -+ aja+ ag

Se suma 0 a a,, y se pone debajo de la linea horizontal a la altura de a,,; se
multiplica por a, se pone a,a debajo de a,_1 al que se suma, obteniéndose
debajo de la linea horizontal a,a+a,_1; de nuevo, se multiplica este namero
por a, se coloca debajo de a, o y se suman los dos nimeros, obteniéndose
ana®+ a,_ja+ a,_o debajo de la linea horizontal; se va repitiendo el mismo
proceso con las sumas que se van obteniendo debajo de la linea horizontal,
teniéndose a la altura de a; la suma a,a” ! +a,_1a" 2+ --+asa+ay, que
multiplicada por a y sumada a ag da: a,a"+a,_1a" '+ - -+asa’+ajat+ay =
P,(a). Segin lo demostrado anteriormente, este niimero es cero si y sélo si
el polinomio considerado es divisible por z — a.

Ademads, los nimeros obtenidos debajo de la linea horizontal son los coe-
ficientes de los términos de mayor grado de los restos sucesivos obtenidos al
hacer la divisién del polinomio P, (z) por z — a; por ello son los coeficientes
de las potencias de z en el polinomio cociente Q,,_1().

Por ejemplo, la ecuacién z* — 1023 + 3522 — 50z + 24 = 0 puede admitir
como soluciones los divisores de 24, entre ellos esta el 3; para ver si el 3
es efectivamente una solucion aplicamos la regla de Ruffini para hallar el
resto de la division del polinomio dado por x — 3:

1 —10 35 —50 24
3) 0 3 -21 42 -2

1 =7 14 =8 0

Habiendo salido cero el ultimo nimero de abajo a la derecha, el resto de
dividir el polinomio por  — 3 es cero y el cociente es 23 — 7z + 14z — 8.
Efectivamente, una solucion de la ecuacion es 3.

Apliquemos estos conocimientos en los Ejercicios:

1.1.1. Resolver utilizando la regla de Ruffini las ecuaciones:

1—X 1 3
2t — 22% — 1322 4+ 142 +24 = 0. 1 2—-)X -2 |=0.
0 13-\
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1.1.2. Resolver las ecuaciones siguientes:

2t — 1322436 =0. 2°%— 142* + 492> — 36 = 0.

La regla de Ruffini se puede generalizar a soluciones fraccionarias:
Regla de Ruffini para soluciones fraccionarias.

Se puede generalizar a las soluciones fraccionarias el resultado 1) de-
mostrado para las soluciones enteras de una ecuacién de grado n con co-
eficientes enteros, encontrandose que 3) si un nimero racional M /N
irreducible es solucion de la ecuacion de grado n con coeficientes
enteros, M debe ser divisor del término independiente y N debe
ser divisor del coeficiente del término de mayor grado.

Demostracion: Sustituyendo la solucién M/N en la ecuacién dada te-
nemos:

M M M
Q)"+ ana Q)" g = 0=
M" Ml M
= Uy + An1 +dai——+ay=0

Nn Nn—l N
donde quitando denominadores y sacando factor comtun tenemos

apM"™ + ap  M" N+ +a MN" 1 = —qyN" =
= M(a,M" '+ a, M" >N+ -+ a;N" ') = —qyN".

Como todos los nimeros son enteros y M no tiene factor comin con N, se
llega a que M divide a ay.
También tenemos:

—a,M" = a,  M"IN + -+ g MN" 1 4 qoN" =
= —a,M" = N(ap_1M" ' +-- -+ aMN" 2 + qoN" 1)

donde, debido a que todos los ntmeros son enteros y a que N no tiene
ningun factor comun con M, se llega a que N divide a a,,.

La regla de Ruffini también se puede utilizar con las raices fraccionarias.

Conviene practicar esta generalizacion en los Ejercicios:
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1.2.1. Resolver las ecuaciones:

a) 62 — 5z +1=0.
b) 122" — 402% + 27z — 5 = 0.
c) 242° — 262 +9x — 1 = 0.
d) 122° — 322% + 252 — 6 = 0.
e) 62"+ 72° — 32> — 3 +1=0.

Numeros Complejos.

Veremos ahora los Niimeros Complejos, cuyo conocimiento nos permitira
la resoluciéon de mas ecuaciones:

Se llama expresion bindémica de un niimero complejo a la forma a + b,
donde a y b son numeros reales, en la cual a es la parte real y b es la parte
imaginaria. El conjugado de un nimero complejo z = a + ib es Z = a — ib.

Los nimeros complejos se pueden sumar como binomios:

(a+1ib) + (c+id) = (a+c) +i(b+d)

y pueden comprobarse facilmente, utilizando las propiedades de los niimeros
reales, (lo cual se recomienda como ejercicio), las propiedades de la suma:

a) Asociativa.

b) Tiene elemento neutro: 0+i0 (un elemento que sumado a cualquier
otro lo deja igual).

¢) Todo numero complejo tiene elemento opuesto respecto a la suma:
(el elemento opuesto de uno dado es el elemento que sumado con él da el
elemento neutro).

d) Conmutativa.

La existencia de la suma con las propiedades antes enumeradas se resume
en una frase: Los numeros complejos son un grupo aditivo conmutativo.

Los numeros complejos también se pueden multiplicar como binomios
donde % = —1.

(a +1b)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + be)

y puede comprobarse, también utilizando las propiedades de los niimeros
reales, que el producto es:

a) Asociativo.

b) Tiene elemento neutro (1=14-0i).

c¢) Todo elemento distinto del cero tiene elemento inverso.

12



d) Es conmutativo.

La existencia del producto con las propiedades antes enumeradas se re-
sume en la frase: Los numeros complejos distintos de cero son un grupo
multiplicativo conmutativo.

De las propiedades anteriores, sélo voy a comprobar aqui que todo
numero complejo distinto de cero tiene inverso.

Inverso de un nimero complejo.

Si buscamos el inverso x + ¢y de un nuimero complejo a + ib, buscamos
un numero tal que

(a+1ib)(x+1y) = 1 es decir, un numero tal que (ax —by)+i(ay+bx) = 1.

Si el nimero fuera real: z = a, de a~'a = 1 tenemos que 27! = a7 !
Si el nimero fuera imaginario puro: z = ib, de —ib~'ib = 1 tenemos que
2l = —ip L

Podemos suponer en lo que sigue que el niimero no es real ni imaginario
puro, es decir, que a # 0 # b.

Como dos numeros complejos son iguales cuando tienen la misma parte
real y la misma parte imaginaria, ha de ser:

ar —by = 1
br +ay = 0

. a’r —aby = a
(S’LCL%O, b?éO) bQZU—f—CLby: O
de donde (a2 + b2)$ = a. Aqui podemos despejar x por ser a’® + b? £ 0, ya
que estamos suponiendo a # 0, b # 0. Entonces x = a/(a* + V7).

También, ha de ser:
abr — b’y = b
abr +a’y = 0
de donde (a® + b*)y = —b, de donde despejando: y = —b/(a® + b?).
Hemos obtenido que el inverso de a + ib, es (QQ—}#)(a —1b), siempre que
a + bt sea distinto de cero. Compruébese que esta féormula es valida para

los casos particulares hallados al principio, en los que el nimero era real o
era imaginario puro.

Para dividir z; por 2o (si 29 # 0) multiplicamos z; por el inverso de z,.

Por un procedimiento similar de igualar partes real e imaginaria pode-
mos hallar, dado un niimero complejo ¢ + di otro nimero complejo a + bi
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que elevado al cuadrado dé ¢ + di. Con ello, podemos resolver todas las
ecuaciones bicuadradas en el conjunto de los nimeros complejos.

e) Ademas el producto es distributivo respecto a la suma (debe compro-
barse).

La existencia de la suma y del producto con las propiedades antes enu-
meradas se expresa en otra frase: Los numeros complejos son un cuerpo
conmutativo.

Otros cuerpos ya conocidos son los conjuntos de los niimeros racionales
y de los nimeros reales.

Ahora se puede comprobar como Ejercicios:

1.3.1. Comprobar que, en el cuerpo de los niimeros complejos, tienen
tantas soluciones como su grado, las ecuaciones siguientes:
> —x+1=0.
2 —V3r+1=0.
22° +42® — 3z +9 = 0.

2t — 2 322 +4r —4=0.

28+ 4t + 522 +2=0.
4

- —2=0.
et —r—1=0.
6 + 22 + 222 —4dx +1=0.
6x° + 5xt + 423 + 422 — 22— 1 = 0.

P4+t —r—1=0.

6zt + 23+ 1122 +20 —2=0

122 + 2 + 1122 +2-1=0
6z — 112° + 102> — 11z +4 =0
4t + 423 — 1122 + 42— 15=0
4ot + 162° + 3122 + 642 +60 =0
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1.3.2. Factorizar los polinomios igualados a cero en las ecuaciones ante-
riores y en las siguientes:

x5—2:c4—|—2x3—4:132—|—a:—2:0.
6zt + 722 — 322 -3z +1=0.

sttt +1=0.
2 42+ 627 + 62+ 923+ 9% + 4 +4=0.

Observar que algunos polinomios no son totalmente factorizables en bi-
nomios de grado 1 con coeficientes reales. Cuando se admiten los coefi-
cientes complejos, o bien hay tantos factores como el grado de la ecuacion,
o bien llamando al niimero de veces que se repite un factor, multiplicidad
de ese factor, la suma de las multiplicidades de los factores de primer grado
es igual al grado de la ecuacion.

1.3.3. Demostrar que en un cuerpo, se tiene b-0 = 0, para todo b.
1.3.4. Demostrar que en un cuerpo, si a # 0, ax =0 = x = 0.

1.3.5. Probar que en un conjunto de niimeros que sea un cuerpo, la
ecuacion a;x + a = 0 tiene solucion unica si a; # 0. No tiene solucién si
a; =0 y a # 0. Tiene infinitas soluciones si a; = 0 = a.

Recordemos que se llama conjugado del nimero complejo z = a+1ib
al nimero a — b que se representa por Z = a —¢b. Utilizando la notacién de
conjugado de un nimero complejo, hemos obtenido anteriormente respecto

a su inverso que: z ! = @E.

Se puede representar el nimero complejo a + ib como el punto del plano
que tiene coordenadas cartesiamas (a, b). Entonces, el punto correspondien-

te al conjugado de un numero complejo es el punto simétrico respecto al
eje OX.
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a+ib

a-1b

Por el teorema de Pitdgoras, el nimero a® 4 b? es el cuadrado de la
longitud del vector con origen en el origen de coordenadas y extremo en el
punto. Esta longitud se llama mdédulo del niimero complejo y se representa

por |z|. Entonces, podemos escribir: 271 = #E De donde se deduce

también |2|? = 2Z.

Para hacer operaciones con los niimeros complejos se proponen los
Ejercicios:

1.4.1. Hallar los siguientes nimeros complejos en forma bindmica:

1+ 2 (1+%V(1+%P (14 24)3
1—20" "1—2i" 7 (2—14)3" (2—2i)%

1.4.2. Hallar un nimero complejo en forma bindémica: a + bi tal que
(@a+bi)? =1+

1.4.3. Resolver la ecuacién z* — 222410 = 0 en el cuerpo de los niimeros
complejos.

1.4.4. Resolver la ecuacién 22 — (1 + i)z +4 = 0 en el cuerpo de los
numeros complejos.

(1+2i)(1 — 20),

1.4.5. Demostrar

a) 21+ n=21+2%
b))z Zm=2-%
1.4.6. Demostrar:

a) [z] = |2]

b) |21 - 2| = |21]|22]

¢) |21+ 22| < fa1] + |22

16



Propiedades de las soluciones de las ecuaciones.

A)

Utilizando el ejercicio 1.4.5. anterior se obtiene que las soluciones
complejas de una ecuacion con coeficientes reales aparecen por
parejas conjugadas:

Sea apx" + ap_12" ' + - + a1z + ap = 0 una ecuacién de grado n
donde todos los a; son reales y sea z una soluciéon compleja de la ecuacion.
Entonces,

2"+ ap 12"V Faiztag=0=

— a2 +a, 12" 1+ otz tag=0 =
A2+ Ty 12" T+ 4aZz+a =0 = a,2"+a, 12" '+ - +a1Z+ay =0

donde se ve que también Z es solucion de la ecuacion.

B)

El nidmero a es solucién de la ecuacién: a,z"+a,_ 12" '+ -+ax+ag =
0, si y sélo si el binomio = — a divide al polinomio a,z" + a,_ 12" "+ - +
a1z + ag. En efecto, llamando P,(x) a este polinomio y dividéndolo por
x — a obtendriamos:

P,(z) = Qu_1(x)(x — a) + R(x)

pero R(x) = R es un nimero por ser el grado del resto menor que el grado
del divisor. Sustituyendo ahora el valor a en la expresién de la division,
tenemos:
P,(a)=Q, 1(a)(a—a)+ R=R

lo que nos dice que el resto de esta division es cero si y soélo si a es solucion
de la ecuacién dada, teniéndose asi que el polimomio P,(x) es divisible por
x—a siy sélo si a es solucién de la ecuacion P,(xz) = 0. Con lo que conocida
una solucién de una ecuacion, esta queda reducida a otra de grado menor,
presumiblemente mas facil (Q,—1(x) = 0).

No podemos demostrar ahora con los conocimientos que tenemos el teo-
rema fundamental del algebra, pero si podemos ver consecuencias suyas:

C)

Todo polinomio con coeficientes complejos puede factorizarse en binomios
de primer grado con coeficientes complejos.

En efecto, dado un polinomio P,(x), con coeficientes complejos, al tener
la ecuacién P,(x) = 0 siempre solucién en los nimeros complejos por el teo-
rema fundamental del algebra, existe z1, tal que P,(z) = (v — 21)Qn-1(2),
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donde el grado del cociente @),,_1(x) es n—1. Este nuevo polinomio cociente
puede factorizarse igualmente por el teorema fundamental del algebra,
obteniéndose P,(z) = (z — z1)(x — 22)@n—2(x). El grado del polinomio
cociente puede seguir siendo rebajado hasta 1, en cuyo momento, habre-
mos factorizado el polinomio dado en n binomios de primer grado, algunos
de los cuales se pueden repetir.

Observando que los binomios de primer grado que factorizan un poli-
nomio se pueden repetir y llamando multiplicidad de cada raiz z; al ex-
ponente de x — z; en la factorizacion de P,(z), vemos que la suma de las
multiplicidades de las soluciones reales y complejas de una ecuacion

de grado n con coeficientes complejos es igual al grado de la ecuacion.

También se define la multiplicidad de una raiz z; de un polinomio P,(z)
como el numero n; tal que P,(z) = (x — 2;)"Q;(z) donde Q;(z;) # 0.

D)

Si la ecuacién es de grado impar con coeficientes reales, alguna solucion

ha de ser real.

Veamos primero que las raices complejas no reales de un polinomio con
coeficientes reales, aparecen con la misma multiplicidad que sus conjugadas:

Si P,(z) = 0 es una ecuacién con coeficientes reales y 2z y Z; son dos
soluciones conjugadas, siendo z; = a + ib; al ser P,(z) = (z — 21)@Qpn-1(x)
se tiene:

0= Pn(z_l) = (Z_l - Zl)anl(Z_l) = _2bZQn71(Z_1)

donde b # 0, por lo que @,,_1(Z1) = 0, siendo @,_1(x) divisible por = — Z;
entonces,

Pulw) = (2 = 21)(z — ) Qn-2(2) =
= (z — (a+bi))(z — (a = bi))Qn-2(z) = [(z — a)* + 1| Qu2(2)

El polinomio @,_2(x) debe tener todos sus coeficientes reales, porque
P.(x) y (x — a)? + b? los tienen reales, por ello, si Q,_»(x) tiene una raiz
compleja no real también tiene a su conjugada. Lo mismo ocurrre con los
sucesivos cocientes de Q,_ok(x)por (x — 2z1)(z — Z1), de ser divisibles por
xr — z1, por ello la raiz z; aparece tantas veces como la raiz z;.

Entonces, si todas las raices del polinomio, de grado impar, fueran com-
plejas no reales, la suma de sus multiplicidades seria par, no coincidiendo
con su grado, por tanto, tiene que haber al menos una soluciéon real.

E)

Si un polinomio de grado n se anula para mas de n valores distintos

el polinomio es el polinomio nulo, (todos los a; son nulos). (De donde si
el polinomio no es nulo y es de grado n, no se puede anular para méas de n
valores de la variable).
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En efecto, cogiendo n valores distintos {#;}ic(1.., que anulen al poli-
nomio, por ser P,(x1) =0, P,(z) es divisible por x — x1, es decir, P,(z) =
Qn_1(x)(x — z1). Si x9 # x1 anula al polinomio, P,(x2) = 0 implica que
Qn-1(x2)(x2 — 1) = 0, lo cual a su vez implica que @, _1(z2) = 0, por
lo que Qn-1(7) = Qu2(z)(x — 22), y Po(x) = Qu-2(z)(x — 22)(x — 1)
Repitiendo el mismo procedimiento con n raices distintas, llegamos a que
podemos expresar:

Po(x) = Qo(z — xn)(x — 2p—1) -+ (& — 32) (& — 71)

donde )y es un nimero, que debe ser igual a a,. Cogiendo un valor mas:
(Zn41), que anule al polinomio, suponiendo que existe, tenemos:

0= Pn(xn—i—l) = afn(xn—i—l - xn)(xn—&—l - xn—l) T (xn—i—l - xl)

donde por estar en un cuerpo y ser todos los paréntesis distintos de cero,
ha de ser a, = 0. Por la misma razon, a,_; = 0 y asi sucesivamente hasta
el ag. (Un polinomio igual a una constante se anula para algin valor de x
sélo si esta constante es cero).

F)

Con un razonamiento analogo se puede demostrar que encontradas k
raices de un polinomio, cuya suma de multiplicidades es igual al grado del
polinomio, no puede haber otra raiz mas.

En efecto, una vez escrito:

Pyx)=(x —2)"(x — 29)"? - - (x — z)"*a, donde ¥n;=n, y a,#0
si hubiera otra solucién mas: z,.1, se tendria:
0= Pu(2n11) = (21 — 21)" (21 — 22)" -+ (2011 — 21) ™ an

Por ser los numeros complejos un cuerpo, el producto de una serie de
factores es cero si y sélo si alguno de los factores es cero, por lo que z,.1
debe coincidir con alguno de los z; anteriores.
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Forma trigonométrica y forma polar de un niimero complejo.

La forma bindémica de los nimeros complejos es adecuada para la suma,
pero para la multiplicaciéon hay otra forma més adecuada que es la forma
polar.

Ademas, para expresar de formas analogas entre si las soluciones de la
ecuacion " — 1 =0 = 2" = 1 vamos a utilizar la forma trigonométrica y
la forma polar de un nimero complejo.

Ya hemos dicho que los niimeros complejos se pueden poner en corre-
spondencia con los puntos del plano. Para ello, trazamos en el plano dos
rectas perpendiculares, una horizontal y la otra vertical, llamamos O (ori-
gen) al punto interseccién de las dos rectas e introducimos una unidad de
medida. Entonces al nimero complejo a + ib puede asociarse el punto P
que esta a distancia "a” unidades de medida del eje vertical y ”b” unidades
de medida del eje horizontal. Al mismo tiempo podemos dibujar un vector
con origen O y extremo P. Por el teorema de Pitagoras la longitud de este
vector coincide con el moédulo del niimero complejo. El vector esta perfec-
tamente determinado también por su longitud y por el &ngulo que hace con
la direccion positiva de uno de los ejes; vamos a escoger el eje horizontal y al
angulo que forma el vector con este eje le llamamos argumento del médulo
complejo. Hemos llegado a otra determinacion de un nimero complejo por
su moédulo y su argumento que da lugar a la forma trigonométrica y a la
forma polar.

a+ib

La forma polar del nimero complejo a + ib es el simbolo re® donde r
es el médulo y ¢ es el argumento del nimero complejo. (El médulo 7 es
siempre positivo).

Es de observar que cuando r» = 0, cualquiera que sea ¢, el nimero es el
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cero. Y que re'® = rel®27) e decir, todos los nimeros complejos con el
mismo r y argumentos diferenciandose en un multiplo de 27 coinciden.

Dado que a = rcos¢ y b = rseng, el numero complejo es también a+1b =
r(cos¢ +iseng), siendo ésta la forma trigonométrica del niimero complejo.
Se ve que tang = b/a. La forma trigonométrica y la forma polar dan la
relacién e = (cos¢ + iseng).

Otros ejercicios para la familiarizacion con estas formas son:

1.5.1. De los ntiimeros complejos enunciados a continuacién calcular su
modulo y su argumento y escribirlos en forma trigonométrica y en forma
polar.

1 V3 V3 1
5 + 1 5 9 + 22

1.5.2. Comprobar que cualquier nimero complejo tiene el mismo moédulo
que su conjugado y que su opuesto. ;Cnual es la relacién entre los argumen-
tos de un nimero complejo, su conjugado y su opuesto?

1.5.3. Suponiendo conocidos el médulo y el argumento de un ntimero
complejo, hallar el moédulo y el argumento de su inverso.

1+, 1—i, —1—4

Las formas trigonométrica y polar nos pasan de la naturaleza puramente
algebraica de los nimeros complejos a su representacion geométrica, lo cual
va a revertir en el descubrimiento de mas propiedades de dichos ntimeros.

Por ejemplo, la expresién de la multiplicacién de niimeros complejos se
simplifica:

Sean z; = 1€ = ri(cosd+iseng;) y 2o = 1€ = ry(cospy+isends) y
multipliquémoslos segun la regla que tenemos para multiplicarlos en forma
bindémica:

1€ P ree'?? = 2129 = r1(cospr + isengy) - ro(cosps + isengy) =

(r1co8p11r2c08Py — r1SENGITSENDS) + 1(T1COSDIT9SEN D + 11 SEND1T2C0SDy) =
r172(Ccosprcosps — sengisengs) + irira(cosprsengs + sendicosps) =
= r119(cos(¢1 + ¢2) +isen(¢r + @) = riroc!(P1102)

Donde vemos que la multiplicaciéon de nimeros complejos dados en forma
polar o trigonométrica se hace multiplicando sus médulos y sumando sus
argumentos. Debido a ello, la asociatividad del producto se demuestra
mucho mas facilmente utilizando la forma polar.
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Otros ejercicios son:

1.6.1. Demostrar utilizando la forma binémica y la forma polar de los
nimeros complejos que:

a) El producto de un nimero por su conjugado es un nimero real.

b) El cociente de un ntimero por su conjugado es de médulo 1.

Observar que la demostraciéon usando la forma polar es mas corta.

¢) Comprobar los resultados anteriores en los cédlculos siguientes:

3+ 4
3 —4i’
d) Utilizar los resultados anteriores para calcular:

VI B E A Reif
g Ty Ny T

(1+2i)(1 — 20),

(

1.6.2. Probar la asociatividad de la multiplicacion de niimeros complejos
usando su expresion en forma polar y comparar la simplicidad del calculo
respecto del que hay que hacer para demostrarla en forma bindémica.

La potenciacién sale también beneficiada de esta forma simple de mul-
tiplicar en forma polar. Segun lo visto:

S (T@i(b)n — pleind — Tn(COS(n¢) + ZS@?”L(?’L¢))

de donde se obtiene la férmula de Moivre:

cos(ng) + isen(ne) = (cosp + iseng)"

en la que desarrollando el ssegundo miembro por el binomio de Newton y
separando partes reales e imaginarias tenemos expresiones para cos(n¢g) y
sen(ng) en funcién de cos¢p y seno.

Otra repercusién geométrica de la forma polar de un nimero complejo
se pone de manifiesto si observamos lo que ocurre al multiplicar ntimero de
modulo 1 por otro nimero complejo dado:

eigb . reia _ rei((b—i—a)

Vemos que el resultado es un niimero complejo del mismo maédulo resultante
de girar el nimero complejo dado un angulo ¢.
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Por tanto,
la operacion geométrica giro se expresa algebraicamente como una
multiplicacién por un nimero complejo de modulo 1.

i(2-+i)

2+1

Radicacion.

La extraccion de raices también se hace mucho mas facilmente cuando
los nimeros vienen dados en forma polar.

Extraer las raices n-ésimas de un niimero complejo z es hallar los niimeros
x tales que ™ = z, es decir, resolver la ecuacion " —z = 0. Si z es real, esta
ecuacién, por ser de coeficientes reales, tiene las raices complejas por pare-
jas conjugadas, es decir, las raices complejas de un nimero real aparecen
por parejas conjugadas.

Las soluciones de la ecuacién 2" — z = 0 (z # 0) tienen multiplicidad 1:
vamos a ver que no pueden tener multilicidad mayor o igual que 2:

Si z; fuera una solucién de multiplicidad n, se podria escribir z" —
z = (v — 21)?’Q,_2(x), entonces, derivando, tendriamos nz" ! = 2(z —
21)Qn_o(z) + (z — 21)%Q),_»(x), que al sustituir = por z;, da nz{*
imposible si n > 1.

Al ser cada raiz de multiplicidad 1, debe haber n raices distintas.

)

Veamos cémo se obtienen:

Dado z = ||, un niimero complejo x es raiz n-ésima de z si 2" = 2, es
decir, escribiendo 2 = e’ en forma polar, si r"e® = |z|e*, pero también
sirne™? = |z]e@F2M) § ¢ = | z|e@TR2T) | cualquiera que sea k, para lo
cudl es suficiente que ™ = |z| y n¢ = o + k2w, cualquiera que sea k.
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La condicién r™ = |z| siempre tiene solucién porque |z| es positivo pero
puede tener dos soluciones reales para r si n es par, de las cuales sélo
cogemos la positiva porque el médulo es siempre positivo. Pero lo mas
importante es que debido a la no unicidad de la expresion polar de un
numero complejo, cuando k varia, tenemos distintas posibilidades para ¢
de la condicion n¢ = a + k27. Lo que nos da para ¢ las soluciones:

([ pp= ¢
gr= L+
< gp= 2+ 2Z
P3 = %+32§
« 21«
Tt T

Para el valor de r = +1{/|z| hay n posibles argumentos, (ya que ¢,
es equivalente a ¢g), por lo que hay n raices complejas de cada nimero
complejo dado.

Las raices n-ésimas del nimero complejo 1 tienen modulo 1 y argumentos
k2m /n, donde k varia de cero a n—1. El conjunto de estos n niimeros con la
operacién multiplicacién es un ejemplo de grupo multiplicativo finito. Sus
puntos correspondientes determinan un poligono regular de n lados con un
vértice en el punto (1,0). Cada raiz determina también un giro del plano
de dangulo k27 /n Estos giros del plano dejan invariante cualquier poligono
regular de n lados con centro en el origen. Dos de estos giros se pueden rea-
lizar sucesivamente, lo cual da un giro que se llama composicion de los dos
giros. La operacién composicion de giros corresponde a la multiplicacion
de los nimeros complejos que los representan. Por ello, el conjunto de los
giros que dejan invariante un poligono regular con centro en el origen es
un grupo multiplicativo finito.

Se proponen los siguientes Ejercicios: donde se pide hacer los calculos en
forma polar.

1.7.1. Calcular en forma polar y en forma binémica los siguientes nimeros
complejos:

V=4, Vi, Vi, .

Comprobar que los resultados son los mismos.
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1.7.2. Calcular en forma bindémica y en forma trigonométrica los si-
guientes nimeros complejos:

VI+i, V—2+2i

Comparando las expresiones determinar el valor de cos(m/8) y cos(371/8).
Comprobar que cos?(m/8) + cos?(37/8) = 1. ;Por qué?

1.7.3. Expresar las siguientes raices en forma binémica utilizando la
forma trigonométrica corres-pondiente y el ejercicio anterior.

V=16, /=8, </—27i, /16i.

1.7.4. Hallar las raices cuartas de —i y representarlas graficamente.

1.7.5. Hallar las raices quintas de la unidad. Senalar cuales son las raices
que son conjugadas entre si.

1.7.6. Hallar las siguientes raices:

¥ @4_2'1’ 0 1+Z£
2 2 2 2

. Como estan relacionadas entre si?
1.7.7. Resolver en el cuerpo de los nimeros complejos las ecuaciones:

% +1=0,
2% +22% +1=0,
O+ 4+1=0,
29+ 22t + 222 +1 =0,

3z" + 2% + 62 + 227 + 62+ 2 =0.
20 —ab 4+ Azt + 223+ 20 —1=0
20"+ 2t 44zt + 223+ 20 4+1=0
4a® — 25 — 8% + 223 + 422 —1=0
20+t — 23 — 2+ 2 +1=0

Comprobar que la suma de las multiplicidades de las soluciones comple-
jas (entre ellas las reales) de cada ecuacion es igual a su grado.

1.7.8. Habiendo comprobado que (x" 142" 242" 34+ - 4x+1)(z—1) =
2" — 1, demostrar que

a) La ecuacién z* + 23 + 22 + 2 + 1 = 0 no tiene ninguna solucién real.

b) La ecuacién 2" +z" "1 +2""2+- ..+ 2+1 = 0 no tiene ninguna solucién
real si n es par y tiene exactamente una solucién real si n es impar. ;Cual
es la solucién real si n es impar?
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c¢) Las raices (n + 1) — ésimas de la unidad que no coinciden con 1, son
soluciones de la ecuacién 2" + 2" '+ 2" 24+ ...+ +1=0.
1.7.9. Resolver en el cuerpo de los nimeros complejos las ecuaciones:

42— —1=0,
7 6 _
4+ —xz—1=0,
20 +at + ¥ 42t —1=0,
62° + 52° +dxt + 42 + 422 — 20 — 1 = 0.

Comprobar que la suma de las multiplicidades de las soluciones comple-
jas (entre ellas las reales) de cada ecuacion es igual a su grado.

1.7.10. Deducir de la féomula de Moivre

a) Las férmulas del coseno del angulo triple y del seno del angulo triple.

b) Las férmulas andlogas para el angulo quintuple.

1.7.11. Hallar cos(m/12) calculando la raiz de ¢”/% utilizando las formas
bindémica, trigonométrica y polar de los niimeros complejos y comparando
los resultados.

1.7.12. Comprobar que las raices de orden n de la unidad y por ello los
giros que dejan invariante un poligono regular de n lados con centro en el
origen y un vértice en 1, son un grupo multiplicativo conmutativo.

Otros ejemplos y problemas se pueden encontrar en el capitulo 1 del
libro [A], en el apéndice A2 de [G] en el capitulo 20 de [S].

Soluciones de 1.2.1: a) 1/2,1/3, b) 1/2,1/3,5/2, ¢) 1/2,1/3,1/4, d) 1/2,
2/3.3/2. e) 1/2,1/3,—1(doble).

Soluciones de las cinco tltimas ecuaciones de 1.3.1: —1/2,1/3, V2, —iV2;

—1/3,1/4,i,—i; 1/2,4/3,i,—i; 3/2,—=5/2,i, —i; —3/2, —5/2, 2, —2i.
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PROBLEMAS RESUELTOS DE LOS PROPUESTOS EN EXAMENES
DE ALGEBRA LINEAL I.

1. Resolver en el cuerpo de los nimeros complejos la ecuacion:

628 + 52° + 4zt +42° + 422 — 22 —1 =0

Solucién:

Como 2 divide a 6 se puede ver por la regla de Ruffini si 1/2 es
raiz del polinomio, y comprobado que si es, queda como cociente del
polinomio dado por (x — 1/2): 62° + 8x* + 823 + 822 + 8z + 2.

También 3 divide a 6 (coeficiente del término de mayor grado del
cociente del polinomio dado por (x — 1/2)). Se puede comprobar por
la regla de Ruffini que —1/3 es raiz del cociente y que el nuevo cociente
al dividirlo otra vez por (z + 1/3) es:

62 + 62° + 622 + 62 +6 =6(a* + 2> +2* + 2+ 1)

Por tanto, las soluciones de la ecuaciéon dada son 1/2, —1/3 y las raices
de (z*+ 23+ 22 + 2+ 1).

Multiplicando éste polinomio por x — 1 se obtiene z° — 1 cuyas raices
son las soluciones de la ecuacién 2’ = 1, que son las cinco raices de
la unidad en el cuerpo de los nimeros complejos. La raiz real x = 1
de este polinomio es distinta de las otras cuatro, pero corresponde al
factor x — 1 que hemos introducido al multiplicar por (z — 1), por tanto
no es raiz de (z* + 23 + 22 + 4+ 1). Las otras cuatro raices son:

27 j4m s ; 87
61?767’5 7625 ’625

Por tanto, las soluciones de la ecuacion dada son

Obsérvese que son 6, igual al grado del polinomio.

2. Encontrar las soluciones reales y complejas de la ecuacion

32"+ a8+ 62t +22° +60+2=0
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Solucién:

Se puede probar por la regla de Ruffini que —1/3 es raiz del polinomio
primer miembro de la ecuacién dada y que su cociente por x + 1/3 es

32° + 62° + 6 = 3(2° + 22° 4+ 2) = 3((2”)* + 22° + 2) = 0.

Entonces, las soluciones de la ecuacién dada son _71 ademas de las
raices del polinomio

(%) + 22° + 2.
La ecuacién (z3)? + 223 + 2 = 0 es también y* + 2y + 2 = 0, donde
y = 23
Las soluciones de esta tltima ecuacion se pueden hallar por la férmula
de la ecuacién de segundo grado y se obtiene:

g1 =—1+1i=12e"1" yy=—1—i=+2e1"
Por tanto, las soluciones que se obtienen para x son:
De 2% = \/562%”,

6 j 3 6 j1L 6 ;19
T = \/561127r To = \/562127T T3 = \/562127r

y de

-5
23 = \/2ehi™,
6 i 6 iBa 6 iZln
x4:\/§el2 1:5:\/5612 x6:\/§el2

ademas de %1

. Demostrar:

a) Si un polinomio con coeficientes reales tiene una raiz compleja
z, también el nimero conjugado Z es raiz del polinomio. Ademas, la
multiplicidad de z como raiz del polinomomio es igual a la multiplicidad
de Z.

b) Si z es una raiz del polinomio 1 + z + a? + -+ + 2" = X7 2
el nimero inverso de z es también raiz del polinomio con la misma
multiplicidad que z.
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Solucién:

a) El nimero z es raiz de un polinomio si se obtiene cero al sustituirlo
en la expresion del polinomio. Si sustituimos Z en la expresiéon del
polinomio dado obtenemos el niimero complejo conjugado del obtenido
al sustituir z, por ser reales los coeficientes del polinomio, pero como
era cero, por ser z raiz del polinomio, sigue siendo cero, por lo que z
es también raiz del polinomio.

La multiplicidad de la raiz z coincide con el niimero de veces que x—z
aparece en la factorizaciéon del polinomio. Si z es raiz del polinomio,
este es divisible por x — z y por lo anterior, también lo es por x — Z.
Entonces, el polinomio dado es divisible por el producto (z — z)(z —Z),
que es otro polinomio de grado 2 con coeficientes reales, por el que es
divisible el polinomio dado.

El cociente del polinomio dado por el polinomio (x — z)(x — %)
es otro polinomio con coeficientes reales en el que si otro z aparece
como raiz, también aparece como raiz otro zZ. Con lo cual se tiene que
Z aparece como raiz tantas veces como aparece z siendo iguales sus
multiplicidades.

b) Si z es una raiz del polinomio 1+ x + 2?4 -+ + 2" = X7 2’ es
también raiz del polinomio

A+zt+a’+Fa) (e —1) = L) (e —-1)=2""~1

y por tanto solucién de la ecuacién z"™! = 1, cuyas raices son todas

de médulo 1 en el cuerpo de los nimeros complejos. Esto implica que
todas las raices del polinomio considerado son de médulo 1 y por ello
sus inversas coinciden con sus conjugadas.

Por el apartado a) y por lo anterior, las inversas de las raices del
polinomio, también son sus raices.

. Utilizando la aritmética de los nimeros complejos en forma polar y en

forma bindmica, calcular cosg.

Solucién:

T

Como cos% — isenS

(cosg + Z’sen%)z =
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Llamando a = cosZ

g, b= seng por comodidad, se tiene

de donde

lo que implica

; V2 N 2 V2
= — or tanto a“ — = —
PR 1622 2

lo que da las siguientes implicaciones:

, 1B V2

l—— =22 — 8¢'—1 = 28a% = 4a>V2 = 8a'—4v24>—1 = 0.
8a? 2 2
Ecuacién bicuadrada con solucién a? = @, de donde cosg es la

raiz positiva del nimero @ ya que el dngulo 7/8 estd en el primer
cuadrante.

30



Referencias.

[A1]. Algebra Lineal y aplicaciones. Jorge Arvesi Carballo, Renato
Alvarez Nodarse, Francisco Marcellan Espanol. Ed. Sintesis 1999.

[A2] La Matemaética: su contenido, métodos y significado. A. D. Alexan-
drov, A. N. Kolmogorov, M. A. Laurentief y otros. Ed. Alianza Universi-
dad. 1981.

[D]. El Universo de las Matematicas. Willian Dunham. Ed. Pirdmide.
1994.

[G1] Matemaéticas 1 Bachillerato. Carlos Gonzalez Garcia. Jesus Llorente
Medrano. Maria José Ruiz Jiménez. Ed. Editex. 2008.

[G]. Algebra Lineal con aplicaciones. Stanley I. Grossman. Ed. McGraw-
Hill. 1992.

[S]. Algebra Superior. M. R. Spiegel. Ed. Mc Graw Hill 2000.

31



32



MATRICES. SUS OPERACIONES.

Introduccién.

Definiciéon: Una matriz es una disposicion rectangular y entre paréntesis
de numeros; Es por tanto, una tabla de ntimeros entre paréntesis y tiene un
determinado niimero de filas, que llamamos m y un determinado niimero
de columnas que llamamos n. Entonces se dice que la matriz es m X n.

Puede ser de niimeros positivos, de niimeros enteros, de ntimeros raciona-
les, de nimeros reales o de niimeros complejos.

Las tablas aparecen bastante en la vida cotidiana. P. ej. la tabla de valores de compra
y venta de distintas monedas con una fija (sea ésta el euro), es una tabla de tantas filas
como monedas consignemos y de dos columnas. Otro ejemplo es la tabla de porcentaje
de composicion de unos alimentos determinados segin los hidratos de carbono, grasas
y proteinas; ésta es una tabla de tantas filas como alimentos hayamos listado y tres
columnas. Las presiones y temperaturas de un conjunto de n gases forman una tabla
de dos filas y n columnas. Las tablas se transforman en matrices cuando sus datos son
utilizados para calculos.

Una matriz de una fila y una columna es un nimero entre paréntesis.

La derivada de una funcién real de variable real es un nimero, y se generaliza a la
derivada de una funcién real de varias variables por una matriz de una fila y varias
columnas, cada una de las cuales es una derivada parcial. De especial interés en fisica son
las derivadas de una funcién real de tres variables, que se llaman gradientes y son tres
nimeros entre paréntesis.

Un punto de R? se representa por tres coordenadas entre paréntesis, lo
cual es una matriz 1 x 3. Algunas veces, para comodidad de calculo, un
vector de R? se representa por los ntimeros en columna; entonces es una
matriz 3 X 1.

En algebra lineal aparecen las matrices m x n al expresar de forma global
los sistemas de ecuaciones lineales de m ecuaciones con n incognitas. Para
ello se define el producto de matrices.

También se utilizan para expresar las aplicaciones llamadas lineales y los
productos escalares. Y para relacionar distintos sistemas de coordenadas
en el mismo espacio vectorial.

Ciertas operaciones del conjunto de nimeros que aparecen en la matriz
se trasfieren a operaciones con las matrices pero no siempre con las mismas
propiedades que las operaciones de los niimeros de los que estan formadas.
Nuestro objetivo en este capitulo es definir y estudiar dichas operaciones.
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Operaciones en el conjunto de las matrices.

Si representamos por K un conjunto de numeros, se representa por
M (K) el conjunto de las matrices de m filas y n columnas que tienen
numeros de ese conjunto. Cada sitio de la matriz se llama entrada. Intro-
ducimos la notacién general de una matriz: se escribe

A= (aij)ie{l,?,...m},j€{1,2,---n}

donde a;; es el nimero que ocupa el lugar de la fila iy la columna j. Cuando
estan claras en el contexto, las variaciones de i y de j, no se especifican por
sencillez de escritura.

Si KC tiene un producto, cualquier matriz puede multiplicarse por un
nimero del conjunto del que estd formada. Si A = (a;;) € Mpxn(K) y
s € KC, se define s - A = (sa;j).

Este producto verifica:

Si K tiene unidad (1): 1- A=A

Es distributivo si el producto de K es distributivo respecto a una suma:
(s+t)-A=s-A+t-A

Hay asociatividad mixta si I es asociativo: (st)- A =s-(t-A)

Si en el conjunto I hay una suma, también ciertas matrices se pueden
sumar, pero para eso tienen que tener el mismo nimero de filas y de colum-
nas. La suma no es una operacién en el conjunto de todas las
matrices sino en M,,,,(K) cuando se han fijado m y n.

Entonces, se define:

Si A = (ay)icqi.myjefi.ny € Muan(K) v B = (bij)icqi..m}ljef1.n} €
Man(IC), A+ B = (aij + bij)ie{l...m}je{l...n} € Man(’C), Se propone
comprobar como ejercicios que

2.1.1. La suma es asociativa si la suma en K lo es.

2.1.2. La matriz cero (que tiene cero en todos los sitios), es elemento
neutro para la suma si cero es el elemento neutro de K respecto a su suma.

2.1.3. Si cada elemento de I tiene elemento opuesto respecto a la suma,
cada matriz tiene elemento opuesto.

Recordando la definicion de grupo, los ejercicios 2.1.1., 2.1.2., y 2.1.3. se
expresan conjuntamente afirmando que si KC es un grupo aditivo, M., (K)
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lo es.

Se puede comprobar también como ejercicio que si C es un grupo aditivo
conmutativo, M, , (k) también lo es.

Ademas la suma es distributiva respecto al producto por los elementos
de ICsilo es en K. Compruébese como ejercicio que s-(A+B) = s-A+s-B.

Estas operaciones con todas las propiedades enumeradas se dan p. ej.
en Mix3(R) que coincide con el espacio de los vectores y por analogia,
la estructura de M,,»,(K) con estas dos operaciones con las propiedades
enumeradas se llama espacio vectorial.

Para pasar a otra operacién entre matrices llamada producto, observe-
mos que una matriz fila 1 X n y una matriz columna n X 1 se pueden
multiplicar niimero a nimero:

n
(a1j)jeqrny - (bi)icfrmny = Zalk - b1
k=1
dando otro nimero.

Esto es lo que se hace para calcular el producto escalar de dos vectores
de R3: se coloca uno de los vectores en fila y el otro en columna y se
multiplican niimero a nimero.

Es también lo que se hace para calcular lo que tenemos que pagar en una compra
multiplicando la matriz fila de los precios de los articulos que hemos comprado por la
matriz columna de las cantidades que hemos comprado de cada uno de ellos.

Observemos también que una matriz A € M,,«,(K) puede escribirse
como superposicion de filas:

o como yuxtaposicion de columnas:

B:(ChCQv”' 7071)

Si las filas de A tienen el mismo numero de elementos que las columnas
de B, A y B se pueden multiplicar multiplicando las filas de A por las
columnas de B, siendo
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n n
(AB);j =F,-C; = Z a;rby; que escribiremos Z A, By
k=1 k=1
Este producto es una operacién que va de M., (K)x M, (K) a
M« (K). Para que sea operacion en M,,,(K), ha de ser m = n.
Podemos decir, por tanto, que las matrices cuadradas tienen otra op-
eracion, el producto, con las siguientes propiedades:

a) El producto es asociativo si el producto en K lo es: A(BC') = (AB)C.
En efecto, vamos a ver que el nimero de la entrada (i,j) de A(BC) es el
mismo que el nimero de la entrada (i,j) de (AB)C:

Suponiendo que A € M5, (K), B € Myxu(K), C € Mxs(K).

n u

(A( ZAM (BC)i ZAZk ZBMC;J => > Au(BuCy)
k=1

k=1 l=1

u n

((AB)C)ij =) (AB)uCy = z“: () AiB)Cyj = ZZ (AirBri)Cij

=1 =1 k=1 =1 k=1

Comparando las dos expresiones finales se puede ver que contienen los
mismos sumandos debido a la propiedad asociativa del producto en IC. La
diferencia esta solamente en la forma de agruparlos:

En el primer sumatorio agrupamos en primer lugar los del mismo Kk,
sumamos los A;;(ByCi;), para todos los valores posibles de ‘I’ y luego
volvemos a sumar estas sumas para todos los valores posibles de ‘&’

En el segundo sumatorio agrupamos en primer lugar los del mismo 1,
sumamos los (A;;Byi)Ci;, para todos los valores posibles de ‘&' y luego
volvemos a sumar estas sumas para todos los valores posibles de ‘I’;

Pero la forma de agruparlos para la suma no importa debido a su propiedad
conmutativa.

Representaremos las matrices cuadradas n x n con elementos de K por
M, (K).

Se indica como ejercicios la demostracion de

2.2.1. b) El producto es distributivo respecto a la suma de matrices si
el producto de K lo es respecto a la suma.

Como todavia no hemos comprobado que el producto sea conmutativo
y de hecho no lo es, la distributividad tiene dos facetas, a la derecha y a la
izquierda:

A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC
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2.2.2. ¢) El producto es asociativo respecto al producto por los elementos
de IC si el producto en K lo es.

s(AB) = (sA)B, (AB)s = A(Bs)

Pero existen matrices distintas de cero que no tienen inverso respecto a
la multiplicacion. Para ello véase como ejercicio:

2.2.3. Dada la matriz
A= 10
- \10

Comprobar que no existe una matriz B tal que AB =1 = BA.

El conjunto de las matrices cuadradas de orden n con elementos de un
cuerpo es un grupo aditivo conmutativo respecto a su suma. Respecto al
producto no constituyen un grupo multiplicativo ni aun prescindiendo de la
matriz cero, porque existen matrices no nulas que no poseen inversa segun
el ejercicio 2.2.3; por esto no son un cuerpo; la estructura de grupo aditivo
con un producto asociativo y distributivo se denomina anillo. Ademas,
el elemento unidad del cuerpo permite construir el elemento unidad del
conjunto de las matrices cuadradas de orden n respecto a la multiplicacion
que es la matriz que tiene 1 en todos los elementos de la diagonal y ceros
en el resto. Por eso, se dice que M,,(K) es un anillo unitario.

Nos damos cuenta de que el producto en general no es conmutativo al
ver que una matriz fila y una matriz columna del mismo nimero de ele-
mentos son multiplicables en los dos sentidos distintos pero en un sentido
el producto es un numero y en otro sentido el producto es una matriz
cuadrada de orden igual al nimero de elementos de las matrices dadas.

Se puede comprobar como ejercicios la no conmutatividad de matrices
cuadradas y otras propiedades peculiares:

2.2.4. Siendo A y B las matrices dadas a continuacion calcular los pro-
ductos AB y BA cuando sea posible y comparar los resultados.

oa=(41) s=(38) wa=(32) #=(i %)

5 50 12
B=1|1 60 d)A:(234>B: 10
1 86 44

c) A=

[eoING2 BN \V]
— O
S WO
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;Seré cierta para las matrices cuadradas la relaciéon (A + B)? = A? +
2AB + B*?

2.2.5. Comprobar que el producto de dos matrices puede ser nulo sin
que lo sean ninguno de los factores, hallando los productos AB siendo A y
B las matrices dadas a continuacion:

pae(11) 0 (2) wan(18) o ()

gas(so) 5-(8) wa-(10) B (1)

. Es cierto que AB =0 = BA = 07 Comprobarlo.
2.2.6. Hallar la forma general de las matrices 3 x 3 de niimeros reales o
complejos que conmutan con

OO =
O~
_ = O

2.2.7. Hallar matrices 2 x 2 de niimeros reales, tales que su cuadrado es
—1.

2.2.8. Hallar matrices A € Msy,s de numeros reales, distintas de la
identidad y tales que A% = A.

2.2.9. Siendo

11

2 —4 F

A= 01 :(01,02),3:(4 5)2(1?;)
11

Comprobar que AB = C1F} + CyF5
Generalizar este resultado para matrices de dimensiones multiplicables.

2.2.10. ;Qué transformacion tiene lugar en la matriz C dada a conti-
nuacién cuando la multiplicamos a la derecha o a la izquierda por la matriz
D diagonal dada también a continuacion:

C = D =

— N O

—2
0
1

o= O
O OO
S = O
o OO
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.Cuales son las matrices diagonales que conmutan con todas las demas?

2.2.11. Demostrar que si una matriz no es diagonal, no conmuta con
todas las demas. Deducir de este ejercicio y del anterior la forma de las
matrices que conmutan con todas las demas.

2.2.12. Multiplicando las dos matrices A y B dadas a continuacién,

240
A=150 3 B =
010

— N O
_ O N
O = O

Comprobar que:

a) La primera fila del producto AB es la suma de las filas de B multi-
plicadas por los nimeros de la primera fila de A considerados como coefi-
cientes.

b) La primera columna de AB es la suma de las columnas de A multi-
plicados por los ntmeros de la primera columna de B considerados como
coeficientes.

. Qué ocurre analogamente con las demas filas y las demas columnas del
producto?

2.2.13. Se llaman matrices elementales las obtenidas de la matriz iden-
tidad, haciendo una de las siguientes transformaciones:

a) Permutacion de filas.
b) Suma a una fila de otra fila multiplicada por un nimero.

¢) Multiplicacién de una fila por un nimero distinto de cero.

Escribir todas las matrices elementales de tamano 3 x 3.

Escoger una matriz cualquiera de nimeros y comprobar que al multi-
plicar esta matriz por otra elemental colocando a la izquierda la matriz
elemental, se realiza en la matriz escogida, la transformaciéon que habia
tenido lugar en la identidad para obtener la matriz elemental. Generalizar
el resultado.
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La trasposicion es otra aplicacién definida en el conjunto de las ma-
trices con imagen en este mismo conjunto que hace corresponder a una
matriz A = (aij)ie{1,2,.m},je{12,.n}, la matriz representada por 'A: A =
(bij)icf1,2,.m},je{1,2,..m} donde b;; = aj;. Lo que hacemos es modificar la
disposicién de los niimeros cambiando filas por columnas.

La trasposicién no es siempre una operacion en M,,,.,(R), ya que asocia
a elementos de M., (R), elementos de M,,,,(R). Para que una aplicacién
sea operacién en un conjunto, tiene que quedarse en ese conjunto, para lo

cual ha de ser M, xn(R) = Myum(R), es decir, m = n.

La traspuesta de la matriz suma de otras dos matrices es la suma de las
traspuestas de las matrices dadas.

En cuanto a la relaciéon del producto con la trasposicién tenemos la

siguiente igualdad:
'(AB) = 'B*A

ya que

(t(AB))]Z = (AB)ZJ = Z AikBk‘j = Z Bijik = Z(tB)]k’(tA)kz = (tB ’ tA)ji
k k k

Tipos de matrices.

Entre las matrices cuadradas de niimeros reales se definen Las matrices
simétricas son las que coinciden con su traspuesta, para lo cual han de ser
cuadradas (m=n): la matriz A = (a;;) es simétrica siy sélo si a;; = a;j; Vi, j;
también se escribe si y s6lo si A = 'A.

Las matrices antisimétricas son las que coinciden con la opuesta de su
traspuesta, para lo cual también han de ser cuadradas: la matriz A = (a;;)
es antisimétrica si y sélo si a;; = —aj;, Vi, j; también se escribe A = —'A.

Compruébese como ejercicios que

2.3.1. Una matriz antisimétrica tiene nulos todos los elementos de su
diagonal principal.

2.3.2. Una matriz a la vez simétrica y antisimétrica es una matriz nula
(que tiene 0 en todos los sitios).

2.3.3. Comprobar que:

a) Dada una matriz cuadrada A, la matriz (A + 'A) es una matriz
simétrica.

b) Dada una matriz cuadrada A, la matriz
antisimétrica.

1

5(A —"A) es una matriz
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c) Toda matriz cuadrada se puede escribir como suma de una matriz
simétrica y otra antisimétrica.

Entre las matrices cuadradas de nimeros complejos se definen las matri-
ces hermiticas como las matrices que verifican a;; = a;;, Vi,j (A=1A). Y
las matrices antihermiticas como las matrices que verifican a;; = —aj; Ve, j
(A= —TA)

Compruébese como ejercicios que

2.4.1. Una matriz hermitica tiene todos los elementos de su diagonal
principal reales.

2.4.2. En una matriz antihermitica son imaginarios puros todos los ele-
mentos de la diagonal principal.

2.4.3. Una matriz a la vez hermitica y antihermitica es una matriz nula.

2.4.4. Toda matriz cuadrada compleja se puede escribir como suma de
una matriz hermitica y otra antihermitica.

2.4.5. Comprobar que el producto de matrices simétricas no siempre es
una matriz simétrica realizando el producto AB en el caso a):

1 01 100
a) A=10101], B=1020
1 01 003
Sin embargo, si es simétrico en el caso:
1 41 001
by A=[(434 ], B=|010
1 41 100

Comprobar que en el caso a) BA="AB) y en el caso b) BA = AB,
2.4.6. Demostrar que dadas A y B, dos matrices simétricas, A y B
conmutan si y solo si su producto es una matriz simétrica. Encontrar
matrices simétricas que conmuten y matrices simétricas que no conmuten
distintas de las del ejercicio anterior.
2.4.7. Si A es una matriz simétrica y B es una matriz antisimétrica, A
y B conmutan si y sélo si su producto es una matriz antisimétrica.
2.4.8. Demostrar que toda matriz simétrica 2 x 2 de nimeros reales o
complejos que conmute con
11
01

41
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2.4.9. Demostrar que toda matriz simétrica 3 x 3 de nimeros reales o
complejos que conmute con

OO =
O~
—_ -

es un multiplo de la identidad.

Otros subconjuntos importantes de las matrices cuadradas son:

Las matrices diagonales: Son aquellas en las que a;; = 0 siempre que
© # j. Son en ellas nulos todos los elementos situados fuera de la diagonal
del cuadrado que va del angulo superior izquierdo al angulo inferior derecho
(que se llama diagonal principal).

De las matrices diagonales la mas importante es la identidad que tiene
1 en todos los elementos de la diagonal.

También son importantes entre las matrices cuadradas las matrices trian-
gulares superiores: Son en ellas nulos todos los elementos que se encuentran
debajo de la diagonal principal. Por tanto, aquellas en las que a;; = 0 siem-
pre que 7 > j.

Anélogas a éstas son las matrices triangulares inferiores: Son en ellas
nulos todos los elementos que se encuentran encima de la diagonal principal.
Por tanto, aquellas en las que a;; = 0 siempre que ¢ < j.

Obsérvese que una matriz a la vez triangular superior y triangular infe-
rior es una matriz diagonal.

2.5.1. Comprobar que la traspuesta de una matriz triangular superior es
triangular inferior y reciprocamente.

2.5.2. Demostrar que:

a) El producto de matrices diagonales es diagonal.

b) El producto de matrices triangulares superiores es triangular superior.

c¢) El producto de matrices triangulares inferiores es triangular inferior.

Debido al ejercicio 2.4.5, las matrices simétricas de orden n no son un subanillo de las
matrices cuadradas de orden n, (porque el producto de dos matrices simétricas puede no
ser simétrica). Sin embargo, debido al ejercicio 2.5.2 las matrices diagonales de orden n
forman un subanilo unitario del anillo unitario de las matrices cuadradas de orden n y
lo mismo ocurre con las matrices triangulares superiores de orden n y con las matrices
triangulares inferiores de orden n.
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Las matrices que tienen distinto ntumero de filas que de columnas se
llaman matrices rectangulares. En ellas m # n.

Pasando ahora a las matrices rectangulares m x n, otro subconjunto
importante de ellas son las matrices escalonadas: Se llaman asi porque en
ellas se puede trazar una escalera por debajo de la cual todos los elementos
son nulos, siendo no nulos los elementos de sus esquinas y recorriendo esta
escalera filas y columnas de manera que no baja més de una fila en cada
escalon; de manera més precisa, a la izquierda y debajo del primer niimero
distinto de cero de cada fila, los niimeros son todos ceros. Matematicamente
se puede expresar asi: (a;;) es escalonada si para cada fila i existe una
columna k; tal que los niimeros de esa fila anteriores a la columna k; son
nulos: a;; = 0 si j < k; y los términos de las filas posteriores situados en
dichas k; columnas son también nulos: a;; =0 si 1 > 4,5 < ;.

0[1 2 34 5 6 0/1 23456
0 0/|2 3 4 5 6 0 0]2 3 4 5 6
0 00 04 56 000 04 5 6
000 0 0|5 6 000 02 5 6
000 00 O0O0 0O 00 00 O0O0
" matriz escalonada ~ Tnatriz no escalonada

Las matrices escalonadas m x n, donde m y n son fijos, no forman un
grupo aditivo respecto a la suma de matrices.

Se puede comprobar que toda matriz cuadrada y escalonada es triangular
superior:

S O O3 W W
O OO = &

o O O O O
S O O O N

- ~

matriz escalonada cuadrada y triangular superior
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Para ello obsérvese como es una matriz escalonada con nimero minimo
de ceros (véase la matriz anterior). Aunque tuviera mas ceros seguiria
siendo triangular superior.

Se puede ver también que en una matriz cuadrada escalonada la ultima
fila tiene un elemento distinto de cero, si y sélo si el primer escalén esta en
la primera columna y cada escalén tiene longitud de una columna. Ya que
en otro caso, al ir recorriendo los escalones, agotamos antes las columnas
que las filas, quedando la ultima fila completa debajo de la escalera. (Véase
la matriz a continuacién).

S O O O O
S O O O N
S O O OoOlWw W
S O Ok = &~
S O |t Ot Ot Ot
S| O O O O

N\ -

matriz escalonada cuadrada con escalon de dos columnas.
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PROBLEMAS RESUELTOS DE LOS PROPUESTOS EN EXAMENES
DE ALGEBRA LINEAL I.

o~ (39)

;Es cierto, para cualquier matriz A, que (D + A)? = D> + 2DA + A??

Si no es cierto, encontrar una matriz A que no lo verifique.

1. Siendo

Si es cierto, dar una demostracion correcta del resultado.

Solucién:

Calculemos (D + A)*> = (D + A)(D + A) = D*+ DA+ AD + A%
Para que

(D+ A)? =D+ DA+ AD + A*> = D* + 2DA + A*
debe ser AD = DA.

Para ver si se cumple AD = DA cogemos una matriz general 2 x 2, A
y hacemos las dos operaciones anteriores y comparamos los resultados:

pa=(o2) (2 a)= (s m)
o= () (42)-(: 2)
(£4)-(:2)

Para que lo sea: b =2by ¢ = 2¢, lo que no es cierto si b # 0 6 ¢ # 0.

Deberia ser:

Una matriz A para la que no es cierto el resultado es:

(02)

Se puede comprobar haciendo las operaciones.

Como no es cierto, no se puede dar una demostraciéon correcta del
resultado general escrito al principio.
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2.

Encontrar las inversas de

(h2) (6 7)

Solucion:

Multiplicando a la izquierda ( 8 (2) ) por una matriz general ( CCL Z >:

(G)(29)-(22)

vemos que el resultado ha sido multiplicar la primera fila por 3 y la
segunda fila por 2.

La matriz inversa de la primera multiplicada a la izquierda por el pro-
ducto anterior ha de dar la matriz general fijada al principio. Para ello
tenemos que dividir en el producto anterior, la primera fila por 3 y la
segunda fila por 2. Se comprueba que eso sucede cuando multiplicamos
a la izquierda por

/3 0, 30\ [1/3 0
01/2) " \o2) T\ 01/2)

. L 10 : a b
Multiplicando a la izquierda, g 1 ) poruna matriz general e d )

10 a b\ a b
6 1 cd) \ 6a+c 6b+d

vemos que el resultado ha sido sumar a la segunda fila la primera
multiplicada por 6. La matriz inversa de la primera multiplicada a la
izquierda por el producto anterior ha de dar la matriz general fijada.
Para ello ha de restar a la segunda fila la primera multiplicada por —6.

Podemos comprobar que eso sucede cuando multiplicamos a la
izquierda por

10, 1o\ [/ 10
—6 1) "% 61 “\ -6 1)
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METODO DE GAUSS Y REDUCCION DE GAUSS-JORDAN.

Introduccion.

Los sistemas de ecuaciones lineales aparecen frecuentemente en proble-
mas elementales de otras ciencias y de la vida corriente. Como ejemplo se
enuncian aqui varios problemas de esos:

1. Averiguar si los planos de ecuaciones:

m= —y+z=2, m= 3x+6y+z2=-5, m3= 20+4y—22=-3
tienen un punto comun.
Sol: pto comuin: 1/8(21,—17,—1)

2. Determinar si en R? las rectas siguientes se cortan:

L . =4 2= = -1

2 +3y +z =5 _ T vy =2
y —z =

Sol: no se cortan.

3. Ajustar la reaccién:
xIO3Na + ySOsHNa — 2zSO4Nas + uSO,HNa + vHy0 + wis

Sol: x = 2w,y = bw, z = 2w, u = 3w, v = w.

4. En la red de trafico del dibujo de la pagina siguiente, se conocen las
cantidades de coches que circulan en dos entradas y en algunos tramos. Se
desea conocer las cantidades de coches que circulan en todos los tramos.
Se podria colocar un contador en cada tramo desconocido, entonces harian
falta nueve contadores, sin embargo, se puede demostrar que dos contadores
son suficientes, porque los traficos en los distintos tramos estan relaciona-
dos. Demuéstrese.
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Resolver un sistema de ecuaciones lineales es hallar, cuando es posible,
todos los valores de las incognitas que satisfacen todas las ecuaciones del sis-
tema. Supondremos que los coeficientes de las incégnitas en las ecuaciones
son reales o complejos. La teoria que vamos a desarrollar vale siempre que
los coeficientes estén en un cuerpo.

Si no es posible encontrar esos valores, el sistema se llama incompatible.
Si es posible encontrarlos, distinguimos el caso en que estos valores estan
determinados univocamente, llamando al sistema compatible determinado,
del caso en que hay infinitos valores, llamandolo entonces compatible inde-
terminado.

En Bachillerato se han visto los métodos de eliminacion, reduccion y
sustitucién para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Cada sistema
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concreto puede resolverse o verse si es incompatible usando uno de es-
tos métodos. El Método de Gauss es una combinacién sisteméatica de
los métodos de eliminacién y sustitucion valida para todos los sistemas.
Habiendo garantia de poder decidir si un sistema dado cualquiera es in-
compatible o compatible y resolverlo en este caso, por dicho método.

Algunas veces sélo interesa saber si el sistema es incompatible, compat-
ible determinado o compatible indeterminado, sin llegar a resolver efecti-
vamente el sistema. Veremos que esto también se puede hacer, estudiando
la evolucion de los sistemas en la primera parte (eliminacion) del método
de Gauss.

Método de Gauss.

Si el sistema esta formado por una séla ecuaciéon con una incognita que
es de la forma ax = b, sabemos que tiene solucion tnica si a tiene inverso
(lo cual es equivalente, cuando a estd en un cuerpo, a que a sea distinto de
cero); tiene infinitas soluciones cuando a = b = 0; es incompatible cuando
a=0yb#0.

Si el sistema es de una ecuacién con mas de una incognita, es de la forma
a11T1 + - - - + a1,x, = by; éste es indeterminado o incompatible, siendo éste
ultimo el caso cuando todos los coeficientes de las incognitas son nulos sin
serlo el término independiente.

La idea es, entonces, ir reduciendo la complejidad de un sistema con
varias ecuaciones y varias incognitas a la simplicidad de un sistema con
una ecuacion.

Lo cual se puede hacer pasando a primera ecuaciéon una que tenga coe-
ficiente a1y de 7 distinto de cero, dividiendo por ay; dicha ecuacién (que
se puede hacer porque aj; # 0) y restando a las siguientes ecuaciones la
primera multiplicada por el coeficiente de x1 en cada ecuacion. Asi hemos
eliminado la incognita 1 en las ecuaciones posteriores a la primera y éstas
dan un sistema de una ecuacion menos con una incoégnita menos. Repi-
tiendo el procedimiento, llegamos hasta un sistema de una ecuacion, que
sabemos resolver o ver si es incompatible.

Veamos un ejemplo: resolvamos por el método de Gauss el siguiente
sistema:

16

T +2x9 4wz 214
2331 —T9 — X3 — X4 =
—2:61 +Zo +2333 —Ty = 2
2:62 +3£3 +xy4 17

|
|
\"
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Empezamos eliminando la incognita x; de las ecuaciones segunda y ter-
cera sumando a estas ecuaciones la primera multiplicada adecuadamente
por los nimeros —2, 2. Podemos hacerlo porque el coeficiente de z; en la
primera ecuacion es distinto de cero. Entonces pasamos a

1 +2£C2 +x3 +2$4 16
—5$2 —3333 —5374 —39
Sr9 +4xz +3x4s= 34

209 +3x3  +x4 = 17

Asi encontramos dentro del sistema dado un subsistema de tres ecuaciones
con tres incognitas, formado por las tres ultimas ecuaciones, mas simple
que el dado y que una vez resuelto nos daria la solucion del sistema dado
considerando también la primera ecuacién.

En este subsistema de tres ecuaciones podemos pasar a otro subsistema
de dos ecuaciones con dos incognitas, eliminando la incégnita x, de las
dos ultimas ecuaciones sumando a éstas la primera multiplicada adecuada-
mente, ya que el coeficiente de x5 en la primera ecuacion del subsistema es
distinto de cero.

Pero como tendriamos que multiplicar la primera ecuacién por —1/5 para
conseguir que el coeficiente de x5 sea 1 y luego multiplicar adecuadamente
para eliminar los coeficientes de dicha x5 en las restantes ecuaciones y de
este modo surgirian fracciones, vamos a utilizar otro camino que también
consiste en multiplicar una ecuacién por un nimero y sumar otra ecuacion
multiplicada por un nimero: vamos a multiplicar la primera ecuacion del
subsistema por —1 y le vamos a sumar la ultima multiplicada por —2,
pasando a:

To —3x3 +3r4= O
Srg +4x3 +3x4 = 34
20y +3x3 H4x4= 17

Hemos conseguido que el coeficiente de la incégnita o sea 1 en la primera
ecuacién. Ahora multiplicando esta ecuaciéon por —5 y sumanddsela a
la segunda ecuacién y luego multiplicando la primera ecuacién por —2 y
sumandosela a la tercera ecuacion tenemos:

) —3.T3 +3.CL’4 =5
1923 —12z24 = 9
9$3 —5$4 =7

donde podemos percibir un subsistema de las dos tultimas ecuaciones con
las dos ultimas incognitas. De este subsistema, restando a la penultima
ecuacion la ultima multiplicada por 2, obtenemos:
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T3 —2334: -9
9%3 —5$4: 7

y asi eliminamos facilmente la incégnita x3 de la dltima ecuacion pasando
a

13z4 = 52

donde aparece al final una ecuacion con una incognita. Resuelta esta
ecuacion podemos ir resolviendo los subsistemas de dos y tres ecuaciones
que se han ido hallando resolviendo progresivamente una ecuacién mas y
llegar a la solucion del sistema dado. En efecto, la tdltima ecuacién da
x4 = 4, que sustituida en x3 — 2z4 = —5 da x3 = 3, lo cual sustituido en
To—3x3+3xr4 = b daxy = 2y todo esto sustituido en x1+2x9+2x3+2x4 = 16
da x; = 1, teniendo el sistema resuelto por el método de Gauss.

s —2£L’4= —5}

Si el sistema hubiera sido:

2.%2 +3£C3 +x4 = 17

201 —X9 —T3 —XT4= —7
—2331 “+x9 —|—2£E3 —Ty = 2
r1 +2x9 4x3 +2x4= 16

donde el coeficiente de la primera ecuacion en la primera incégnita es cero,
pasamos a un sistema donde este coeficiente es distinto de cero, intercam-
biando ecuaciones.

Veamos otros ejemplos donde se va viendo los subsistemas formados
eliminando sucesivamente las incognitas hasta llegar a una ecuacion.

2)
6xy +12x3 =18 1 —X9 +x3 =0
85L’1—|— 6562 =9 85(31 —|—6.CL"2 =9
Tri1— X9 +r3 =0 6xy +12x3 =18
Ty —X9 +x3 =0 r1 —x2 Hx3 =0
141‘2 —8373 =5 14332 —8.1'3 =5
6ry +12x3 =18 Ty +2x3 =3
r1 —ry “4x3 =0 Ty —T2 +x3 = 0
) +2.’L’3 =3 9 —|—2$3 = 3
14332 —81'3 =5 —36333 = =37
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Como la ultima ecuacion es compatible, el sistema es compatible y como
también es determinada, podemos despejar x3 en la ultima ecuacion y
sustituyendo en la segunda ecuaciéon despejar x,, también determinada.
Obtenemos z; de la primera ecuacién al sustituir los valores de las otras
incégnitas; el sistema resulta compatible determinado.

Se obtiene x3 = 37/36, x9 = 17/18, 1 = —1/12.

3)
r1 +3ry —x3 +ra= 1 r1 +3ry —x3 Hra= 1
—2:61 +Z9 —|-3£L"3 =7 7562 +x3 +2£C4 = 9
i) —Xy = 0 i) —Ty4 = 0
r1 +3x9 —x3 x4 =1 r1 +3x9 —x3 x4 =1
I9 —Ty4 = 0 i) —XTy4 = 0
Trxy +x3 +2x4 =9 r3 +9r4 =9

Este sistema también es compatible por serlo la ultima ecuacion. Pero
como ésta es indeterminada, el sistema es indeterminado. Despejamos x3
en funcién de x4 en la iltima ecuacién, xo en funcién de x4 en la pentiltima
ecuacion y luego sustituimos xo y x3 en la primera ecuacion y obtenemos:
r3 =9 —9x4, o = x4, v1 = 10 — 1324, x4 puede ser cualquiera.

Pero, aunque la dltima ecuacion sea compatible determinada, el sitema
puede ser incompatible indeterminado, como ocurre en los ejemplos 4) y
5) siguientes:

4)
r1 +3r9 —x3 +x4= 1 r1 +3r9 —x3 Hrsa= 1
—2%1 +T9 —|—9$3 =7 7$2 —|—7$3 +2£L’4: 9
T2 +T3 —Ty = 0 T +x3 —T4 = 0
r1 +3x9 —x3 Hx4 =1 r1 +3xr9 —x3 44 =1
Ty +x3 —x4 =0 Ty +x3 —x4 =0
Try +7x3 +2x4 =9 924, =9

Por ser la tultima ecuacion compatible, el sistema es compatible. En
este caso, x4 estd determinado en la ultima ecuacién, pero al sustituir
el valor de z4 en las ecuaciones anteriores, la peniltima ecuacion queda
indeterminada por lo que el sistema es indeterminado. Despejando o en
funcion de z3 y sustituyendo en la primera ecuaciéon tenemos las soluciones:
ry =1, 9 =1— 23, x1 = —3 + 4x3, 3 puede ser cualquiera.
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r1 3y —x3 4rs= 1 r1 +3ry —x3 Hrs= 1
—25[71 +Z9 —|-25133 =7 7[1?2 +25L’4 = 9
T9 —r4= 0 T9 —r4= 0

r1 +3r9 —x3 x4 =1 r1 +3x9 —x3 44 =1

) —Ty = 0 ) —XTy = 0

7$2 +2£L’4 =9 95(34 =9

De nuevo el sistema es compatible por serlo la iltima ecuacién. Tanto
ésta, como la penultima ecuacion salen determinadas, pero al sustitir x4
y Ty en la primera ecuacion, obtenemos una ecuacién con dos incognitas
que es indeterminada (tiene infinitas soluciones) por lo que el sistema es
compatible indeterminado.

Sus soluciones son:

ry =129 =1,21 = x3 — 3, 3 puede ser cualquiera.

Por 1ultimo, veamos un sistema incompatible.

6)
T +3$2 —xI3 +T4 = 1 e —|—3$2 —xI3 +T4 = 1
—2331 +I9 +2$3 —9$4 =7 7%2 —7%4 =9
o —x4= 0 T2 —z4= 0
T +3£L‘2 —x3 +r4 = 1 1 +3£L‘2 —x3 +r4 = 1
) —Xy = 0 9 —Ty4 = 0
Tx9 —Txy =9 Ox9 +0xs =9

Aqui la ultima ecuacion es incompatible, esto es suficiente para que el
sistema sea incompatible.

Debido a que cuando encontramos una primera ecuaciéon de un subsis-
tema con coeficiente cero en la primera incognita la intercambiamos con
otra que tiene coeficiente distinto de cero en esa incégnita, la incompati-
bilidad es relegada a la ultima ecuacion.

Se puede conseguir que el coeficiente de la primera incognita sea 1 uti-
lizando coeficientes primos entre si de dicha incognita en otras ecuaciones.
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Recapitulando, el método de Gauss es una combinacion ordenada de
los métodos de eliminacién y sustitucién y garantiza nuestra capacidad de
decision sobre el caracter de un sistema porque consiste en la reali-zacion
de sucesivas etapas con las ecuaciones del sistema de manera que se van
formando subsistemas de una ecuaciéon menos y una incégnita menos (como
minimo) hasta llegar a un sistema de una séla ecuacién, cuyo cardcter
hemos visto que sabemos decidir. (El caracter sistematico del método de
Gauss lo hace preferible a la hora de ejecutarlo por ordenador).

Entonces, si la iltima ecuacion es incompatible, el sistema es incompat-
ible.

Si la ultima ecuacién es compatible, se ve facilmente si ésta es deter-
minada o indeterminada. Si es indeterminada, el sistema es indetermi-
nado. Si es compatible determinada, despejando la incégnita en la tltima
ecuacion conseguida y sustituyendo regresivamente en las anteriores, obten-
emos otro sistema equivalente con una incognita menos y al menos una
ecuacion menos, en el cual el caracter de la ultima ecuacién nos diria que
el sistema es indeterminado si esta ecuacion fuera indeterminada; pero si
dicha ecuacién es determinada, para ver el caracter del sistema tenemos
que repetir el procedimiento de sustitucion regresiva y seguir asi hasta que
quede alguna ecuacion indeterminada en cuyo caso el sistema sera indeter-
minado o que todas las ecuaciones hayan resultado determinadas en cuyo
caso el sistema es determinado y hemos ido obteniendo sus soluciones. Si
el sistema es indeterminado, podemos despejar en las ecuaciones indeter-
minadas la primera incognita que aparezca en ellas con coeficiente distinto
de cero, en funcion de las siguientes y sustituyendo regresivamente obtener
un subconjunto de incégnitas despejado en funcién de otro subconjunto de
incégnitas que pueden variar libremente.

La formacion de subsistemas de al menos una incégnita menos y al menos
una ecuacion menos puede hacerse con las siguientes etapas:

1) Pasar a primer lugar una ecuacién que tenga coeficiente distinto de
cero de la primera incognita.

2) Sumar a las restantes ecuaciones la primera multiplicada adecuada-
mente para que el coeficiente de la primera incégnita en ellas salga cero.
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3) Considerar las ecuaciones excepto la primera como un subsistema que
no tiene la primera incégnita y repetir las etapas 1) y 2) anteriores para
la siguiente incognita que no tiene coeficiente nulo en todas las ecuaciones.
Si todas las ecuaciones tuvieran coeficientes nulos de las incognitas pero
quedara alguna con término independiente distinto de cero (el sistema seria
incompatible) se reducen todas las ecuaciones incompatibles a una sola por
etapas analogas a la 2) anterior para los términos independientes.

4) Para resolver el sistema (en el caso en que sea compatible) se despeja
la incognita que aparezca con coeficiente distinto de cero en primer lugar
en la ultima ecuacién, (si esta ultima ecuacion tiene varias incégnitas, en
funcién de las restantes) y se sustituye en las demds ecuaciones con lo que
se reduce en uno el numero de ecuaciones del sistema obtenido y se repite
el proceso hasta agotar las ecuaciones. Al final, tendremos los valores de
las incognitas si el sistema es compatible determinado o un subconjunto de
incognitas despejado en funcion de las otras, que seran independientes y
podran tomar cualquier valor si el sistema es compatible indeterminado.

Las etapas 2), 3) y 4) pueden realizarse porque cada coeficiente tiene
inverso.

Desmenuzando el tipo de operaciones que hacemos, las etapas 1), 2) y 3)
del método de Gauss se hacen realizando en las ecuaciones de un sistema
lo que llamamos

Operaciones Elementales en un sistema:

1) Intercambio de las ecuaciones.

2) Suma de una ecuaciéon multiplicada por un nimero a otra ecuacién
distinta.

3) Multiplicacién de una ecuacién por una constante distinta de cero.
(Para despejar las incognitas).

Estas operaciones son suficientes para su resolucion. Cualquier operaciéon
elemental en un sistema lo transforma en otro equivalente.
Ejercicios:

3.1.1. Utilizar el método de Gauss para determinar el caracter de cada
uno de los sistemas enunciados a continuacién y resolver los que sean com-
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patibles:

ry +x2 Fwz= 6 T, —Ty +x3 —2=
CL) X1 +2332 +3.CU3 = 14 b) 2331 +.CE'2 —3 1=
2r, —my —r3= =3 —r1 +2ry +3r3 +3= 0
T +2x9 +x3 +2x4= 0 r1  Fre +x3 try = 1
C) —x1 —219 a3 +2x4= 0 d) r1 +2x9 4wy 214 = —1
3r1 +x9 +2x3 —x4= 0 —x1 —2wg —wz —2x4= 1
1 +x2 +x3 Fx4= 0
—ra = 1
—2 ﬁi +§§ = 1 T~y 213 2ry= 1
°) 201 —19 twz= 2 f) —vm —xe -3 +2x4= —6
Sr; +2x9 —x3= 5 2x1  +x9 223 Hz4= 0

—2331 —3$2 +3x3 —T4 = -9

3.1.2. Hallar los valores de los parametros «, 8 y v para que se verifique
A - A" = I siendo A la matriz:

7T —4 «
A=1/9 -4 B -8
-y =8 1

3.1.3. Hallar e y f en la matriz

1 e 4
(-1 73)

para que exista una matriz A de tamano 2 x 2 que multiplicada a la

izquierda por
320 d 1 e 4
21 4 © -1 738

Sol 3.1.1:

a)ry =129 =203=3;b) x1 = 1,29 = —1,23 = 0;

c) x1 =21y =2k, x9 = —xy = —k,x3 = =214 = =2k, x4 = k;
d) r=—1l—-13=—-1—-0a,29=—24=—0,23 = 0,14 = [3;
e) incompatible ; f) x1 = 1,29 = 2,23 = —1, 14 = —2;
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Sol. 3.1.2: a=—-4, =1, v=4.
Sol. 3.1.3: e=3, f=4.
Operaciones elementales en una matriz.

Lo que importa al resolver un sistema son los coeficientes de las incognitas
y los términos independientes. Ellos foman la matriz de los coeficientes y
la matriz ampliada del sistema. Un sistema se puede escribir en forma ma-
tricial: AX=Db donde A es la matriz de los coeficientes de las incégnitas, X
es la columna de las incégnitas y b es la columna formada por los términos
independientes.

Los ejemplos 2), 3), 4), 5) dados anteriormente serian:

0 6 12 T 18 13 -1 1 N 1
8 6 0 z = 5]:;| -21 3 0 2 =17
1 -1 1 T3 0 01 0 —1 3 0
Xyq
13 -1 1 1 1 13 -1 1 11
21 9 0 2= 7]:l 21 2 o0 2=
01 1 —1 3 0 01 0 —1 3
Ty Ty

Llamamos matriz ampliada del sistema a la matriz A|b. Las matrices A
y Alb van evolucionando, al irse realizando las operaciones elementales en
el sistema, cuando se usa el método de Gauss.

Las transformaciones que tienen lugar en la matriz de un sistema cuando
se realizan operaciones elementales en él, se llaman operaciones elementales
en la matriz. Se obtienen asi tres tipos de operaciones elementales en
matrices que corresponden a los tres tipos de operaciones elementales en el
sistema.

Llamamos Operaciones Elementales en una matriz a:

1) Intercambio de las filas de la matriz.

29
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2) Suma de una fila de la matriz multiplicada por un nimero a otra fila
de la matriz.

3) Multiplicacién de una fila por una constante distinta de cero.

La evolucién de las matrices en los ejemplos 2), 3), 4), 5) y 6) ha sido:

2)
0 6 12| 18 1 -1 1 0 1 -1 1 0
8 6 0 51 =8 6 0 51— 0 14 -8 o | =
1 -1 1 0 0 6 12| 18 0 6 12| 18
1 -1 110 1 -1 170 1 -1 1 0
0O 14 8}/5]—=(10 1 2|3 |—=1]10 1 2 3
0O 1 2|3 0 14 =8| 5 0 0 =36| —37
3)

13 -1 11 13 -1 11

-21 3 0, 7]—=(07 1 2|9 ]|—

01 0 —-1]0 01 0 -1]0

13 -1 1]1 13 -1 1]1

o1 0-1]0)—=(101 O0-1]0

o7 1 219 00 1 919
4)

13 -1 1]1 13 -1 1|1

-21 9 O0|7|—={(07 7 2]9|—=

01 1 -1]0 01 1 -1]0

13 -1 1]1 13 -1 1|1

o1 1 -1{0}—=(01 1-1}0

o7 7 219 00 0 919
5)

13 -1 1]1 13 -1 1|1

-21 2 O0|7|—={({07 0 2|9 ]|—=

01 0 -1]0 01 0 -1]0



13 -1 1|1 13 -1 11
o1 0-1]0)—=(101 0-1]0
o7 0 2|9 00 0 919
6)
13 -1 11 13 -1 1|1
-21 2 -9, 7] —-=(07 0-7]9]—
01 0 -1]0 01 0 —-1]0
13 -1 11 13 -1 1|1
o1 0-1]0)—=(101 O0-1]0
o7 0 -719 00 O 0]9

La observacién de las matrices de un sistema en las distintas etapas de su
resolucion nos indica que vamos escalonando la matriz de coeficientes del
sistema dado, fila a fila, por medio de las operaciones elementales y cuando
tanto la matriz de coeficientes del sistema como la matriz ampliada son
escalonadas, podemos decidir si el sistema es incompatible o compatible.

En ese momento, el sistema es incompatible si y sélo si la iltima ecuacion
es incompatible, lo cual se traduce en que la matriz escalonada del sistema
tiene un escalon menos que la matriz escalonada ampliada del sistema
(véase el tltimo ejemplo).

Si la ultima ecuacion es compatible, en cuyo caso las dos matrices escalo-
nadas mencionadas tienen el mismo nimero de escalones, el sistema es
compatible indeterminado cuando queda indeterminada alguna de las ecua-
ciones al ir sustituyendo, regresivamente en las ecuaciones anteriores, los
valores de las incégnitas determinadas. Se observa que queda alguna
ecuacion indeterminada si y sélo si alguno de los escalones de la matriz
del sistema tiene longitud superior a una columna (véanse los ejemplos 3,
4 y 5); habiendo entonces alguna ecuacién indeterminada con més de una
incégnita donde se pueden pasar al segundo miembro las incégnitas cor-
respondientes a las columnas que no dan escaléon y despejar las otras en
funcion de ellas, lo que da la indeterminacion.

El sistema es determinado si todas las ecuaciones quedan determinadas,
lo cual sélo ocurre cuando todos los escalones son de una columna (véase
el ejemplo 2).

Vemos que en el proceso de resolucion de sistemas, podemos decidir
el caracter del sistema inicial sin resolverlo totalmente y por ello enun-
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ciamos la versiéon del Teorema de Rouché-Frobenius para matrices
escalonadas: un sistema es incompatible cuando la matriz escalonada a
la que hemos reducido la matriz ampliada del sistema tiene un escalén mas
que la matriz escalonada a la que ha quedado reducida la matriz de los
coeficientes del sistema; en otro caso es compatible, siendo compatible de-
terminado si todos los escalones de la matriz escalonada del sistema tienen
longitud una columna y compatible indeterminado si hay algin escalén de
longitud superior a una columna.

Cuando la columna b es nula el sistema se llama homogéneo. Entonces,
esta columna no anade ningin escalén, a pesar de las operaciones elemen-
tales, por lo que en estos sistemas las matrices escalonadas provenientes
de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada tienen siempre el
mismo nimero de escalones. Concluimos que los sistemas homogéneos son
siempre compatibles.

Ejercicios:

3.2.1. Haciendo operaciones elementales en la matriz ampliada del sis-
tema y aplicando el Teorema de Rouché-Frobenius, decidir el caracter de
los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

r1 +2x9 —x3= 1 r1 +2x9 —x3= 1 2x1 4x9= 5
I9 —|—$3 = 2 I —|—ZE'3 = 2 I —T9 =
r1 +379 = 3 r1 +3x9 = 4 T +2x9 = 4

|
—_

r1 —3Try +x3 +14=
3r1 —8xy +2x3 T4
2x1 —dxy x5 =

2
2
3
3.2.2. Hallar todas las matrices cuadradas de orden 2 que conmutan con

la matriz
1 2
3 4

3.2.3. Considerar los sistemas:

Ty +2x9 —x3= cC Ty +x9 —x3= 1
a) x1 +x9 +2x3= 2 b) 2z +cxe +x3= d
—2331 +3[l§2 +ba:3 = —4 55171 +5£C2 —T3 = €
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i). Encontrar los valores de b para los que el sistema a) tiene solucién,
cualquiera que sea c.

ii). Existe un valor de b para el que el sistema a) no tiene siempre
solucién, sino sélo para un valor de c. jCuales son estos valores de b y de
c?

iii). Encontrar las condiciones que han de cumplir ¢, d y e para que el
sistema b) tenga solucién.

3.2.4.
a) Hallar y para que exista una matriz Xs«o tal que

“(3)-(Gi)x=(58)

b) Hallar la forma general de todas las matrices X que verifican la igual-
dad anterior con el valor hallado de y.

3.2.5. Dado el sistema

1 a 1 x b
a 0 1—a y|l=1°01],
1 T—a 1 z 0

Encontrar los valores de a y b para los que el sistema es:
a) compatible determinado.
b) incompatible.
¢) compatible indeterminado.

3.2.6. Considerar el sistema de ecuaciones siguiente:

r+y+z =1
r+ytaz =2
r+y+bz =3

a) jExisten valores de a, b para los que el sistema es compatible deter-
minado?
b) ;Para qué valores de a, b, el sistema es incompatible?

3.2.7. Consideremos el sistema de ecuaciones lineales:

xr —y +2z =2

r +y —z =1
2z +az =c
3r 4y +bz =4
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a) Hallar las condiciones que tienen que cumplir los valores de a, b, ¢
para que el sistema sea compatible indeterminado.

b) Hallar las condiciones que tienen que cumplir los valores de a, b, ¢
para que el sistema sea compatible determinado.

3.2.8. Dado el sistema de ecuaciones lineales:
r 2y -2z 42t =4
-3y +z +t =1

r +dy -3z +t =m
—x 4y +z +mt =1

a) Mostrar que si el sistema tiene solucién, ésta no es tnica.
b) Encontrar los valores de m para que exista solucién.

3.2.9. Consideremos el sistema de ecuaciones lineales:

T +y  +(1+m)z =4—m
(1—m)z —y +22 = -2
2T +my +3z =2—-m

dependiente de m.
Hallar razonadamente:

a) Para qué valores de m el sistema es compatible determinado.
b) Para qué valores de m el sistema es compatible.

c¢) Para qué valores de m el sistema es incompatible.

Sol. 3.2.3ii).: b= —19, ¢ = 2.

Sol. 3.24 a).: y = 2.

Reduccién de Gauss-Jordan.
Una vez decidido el caracter del sistema, hemos visto que si es compa-

tible, la sustitucién regresiva de las incégnitas que son determinadas o se
pueden despejar en funcion de otras, da las soluciones del sistema. Mirando
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de nuevo las matrices de los sistemas que van quedando al sustituir, vemos
que van evolucionando de manera que se van haciendo 1 los elementos de las
esquinas de los escalones (llamados pivotes), y se hacen cero los elementos
sobre estos pivotes. Lo podemos hacer todo matricialmente hasta el final y
entonces se dice que se resuelve el sistema por la Reduccién de Gauss-
Jordan

Veamoslo en el ejemplo 4) (pdgs. 54 y 60): Una vez conseguido el sistema
en la forma escalonada, despejar x4 es pasar del tltimo sistema

—_
w
I
—_
—_
—_

1 -I—3$2 —T3 +I4 =1
ro +x3 —x4 =0 de matriz
9:13'4 =9

o O
O =
O =

I
NoN T
o O

al sistema

—_
w
I
—_
—_
—_

| _I—?).CUQ — I3 —I—.CC4 =1
ro +x3 —x4 =0 de matriz
Ty = 1

o O
O =
O =

I
—_ =
— O

obtenidos dividiendo la ultima fila por 9.

Sustituir x4 en las ecuaciones anteriores es pasar al sistema:

I —I-3l'2 — X3 =0
To —+T3 =1
T4 =1
de matriz
13 —-10]0 1 3 -1 1] 1
01 101 obtenida de 01 1 =110
00 0O 1|1 00 0 111

restando la tercera fila a la primera y sumando la tercera fila a la segunda.

Como sustituir en las ecuaciones anteriores es pasar a un sistema donde
no aparece la incégnita x4, es decir, donde los coeficientes de x4 son nulos en
todas las ecuaciones excepto en la tltima, en la matriz escalonada ampliada,
del ultimo sistema, los ntimeros de la columna de x4, excepto el ultimo, son
Ceros.

Despejar x5 y sustituirla en la primera ecuacion es pasar a otro sistema
donde sélo aparece x, en la segunda ecuacién. Este sistema tiene una

65



matriz escalonada ampliada que tiene ceros en la columna de x5 encima
del 1 correspondiente a x5 en la segunda ecuacion:

Ahora hemos pasado al sistema:

I —4.%’3 = -3
i) +23 = 1
Ty = 1
de matriz
10 —4 0] =3 13 —-101] 0
01 10 1 obtenida de 01 1 0] 1
00 01 1 00 011

restando la segunda fila multiplicada por 3 de la primera fila.

Como la columna de z3 no da escalon, se puede pasar al segundo miem-
bro, y es indeterminada porque puede tomar cualquier valor; si x3 = k, se
tienen las soluciones:

I = 4k -3 I 4 -3
i) = —k +1 - ) . —1 1

X3 = k - T3 =k 1 T 0

Ty = 1 iy 0 1

El procedimiento descrito, realizado en las matrices, desde el principio
al final, en las matrices A y Alb es la Reduccién de Gauss-Jordan para
resolver el sistema AX=Db: consiste en escribir la matriz ampliada del
sistema, y reducirla a forma escalonada mediante operaciones elementales.
En el caso en que sea compatible, hacer 1 todos los pivotes y anular los ele-
mentos por encima de los pivotes con mas operaciones elementales. Luego
rellenamos las incégnitas en las columnas correspondientes y tenemos en el
caso compatible determinado, los valores de las incégnitas; en el caso com-
patible indeterminado pasamos al segundo miembro las incognitas cuyas
columnas no dan escalén y las sustituimos por parametros variables.

Veamos ahora un ejemplo resuelto con la reduccién de Gauss-Jordan
desde el principio.

7)
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Rellenando ahora las incégnitas:

T +3x3 —27xs = 104
To —I3 +10z;5 = —42 | _
T —|—4:U5 = —19 o
T = 6
1 =104 —3$3 +27.I‘5
. To = —42 +x3 —10x;
= T4 = —19 —4ZE5
Tg — 6

donde hemos pasado al segundo miembro las incégnitas que no dan escalon.

Las soluciones del sistema estan constituidas por los (1, o, T3, T4, T5, Tg),
tales que:

r1 = 104 —3$3 ‘|‘27l‘5

To = —42 +xs3 —101‘5

I3 = L3 —

Ty — —19 —4:135 -

Ty = L5

Teg = 6
T 104 -3 27
X —42 1 —10

“loa [T o [T 0 | T -4

Ty 0 0 1
T 6 0 0
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T 104 -3 27
To —42 1 —10
N N 0 1 0
=l |5 o [ TM] o [T 4
Ty 0 0 1
T §) 0 0

donde A\; y Ao varian arbitraria e independientemente.
Ejercicios:

3.3.1. Resolver utilizando la reduccion de Gauss-Jordan los siguientes
sistemas de ecuaciones lineales.

2y —z +t= 6
r +2y —z= -3 B Y
a) 3z +T7y +2z= 1 ) Y dy Az 2 B J
20 =Ty —2z +t= 10
e =2y +z= -2 3y 4 — 16

x -y +z —t= 0

20 =2y —z +t= 3

) —xr +y +2z —2t= -3
—2r +2y +3z —t= 8

Sol. 33.1:a)x=-1,y=0,z2=2b)x=1,y=0,z2=—-2,t =4 ¢)
(2,9, 2,1) = (1,0,11/2,13/2) + A\(1, 1,0,0)

Si tenemos varios sistemas con la misma matriz de coeficientes,
podemos resolverlos todos a la vez, ampliando la matriz del sis-
tema con las columnas de los términos independientes de los sis-
temas dados y haciendo en esta matriz mas ampliada, las opera-
ciones elementales que escalonen la matriz de los coeficientes.

3.3.2. Resolver de manera simultanea por el método de Gauss-Jordan
los siguientes sistemas de ecuaciones:

z —2t= 0 z —2t= —1
3r —by +2z = —3 dr —6y +2z = 2
r =2y +z —t= -1 r =2y 4z —t= 0
2v —3y +3t = —1 2r —3y +3t= 3
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z —2t= -2

dr —6y +2z = —6
r =2y +z —t= -3
2r —3y +3t= 0

Sol. 3.32: r1=1,y1 = 1,21 =0,t1 = 0; 20 = 0,9 = 0,20 = 1,15 =
Ly 23 =0,y3=1,23 =0,13 = 1.

La reduccion de Gauss-Jordan vale también para una ecuacion matricial
AX = B donde X es una matriz de n filas y m columnas y B es una matriz
de m columnas y el mismo nimero de filas de A. Llamando X; a la columna
i-ésima de X y B; a la columna i-ésima en B, la ecuacién matricial dada es
equivalente al conjunto de sistemas AX; = B;,i € {1,...,m}. Los sistemas
matriciales pueden ser incompatibles o compatibles y en este caso, deter-
minados o indeterminados. Se puede ver si son compatibles escalonando
la matriz ampliada A|B, y si son compatibles, resolverlos simultdneamente
haciendo la reducciéon de Gauss-Jordan en dicha matriz ampliada A|B.

Cuando B=I, la soluciéon de la ecuacién AX=I se llama inversa a la
derecha de A. Puede no existir y si A no es cuadrada puede no ser tnica .

Si A es una matriz cuadrada, la igualdad AX = I ”"si” implica XA = I.
Cuando se estudie la teoria que viene a continuacién, usada para demostrar
el teorema de caracterizacién de las matrices invertibles, se puede de-
mostrar esa implicacién utilizando la proposicién 3, (pag 78), la expresién
final de A en la proposicién 4 y la unicidad de la inversa. Se propone
construir todo el razonamiento en el ejercicio 3.5.4.

Ejercicio:

3.3.3. Demostrar que

1) Si una matriz A tiene inversa a la izquierda, la inversa a la derecha,
de existir, es Unica.

2) Si una matriz A tiene inversa a la derecha, la inversa a la izquierda,
de existir, es Unica.

3) Si una matriz A tiene inversa a la derecha e inversa a la izquierda,
ambas coinciden.
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Matrices Invertibles.

Nos interesa caracterizar las matrices A tales que los sistemas que se
plantean con ellas tienen solucion y ésta es unica, es decir que todos los
sistemas que se plantean como Ax = b son compatibles determinados.
Estas matrices A son aquellas para las que existe otra matriz B tal que

AB = [ = BA. Veamoslo:

Si existe B tal que BA=I, dado un sistema de la forma AX = b, multi-
plicandolo a la izquierda por B, obtenemos que la solucién, de existir, ha de
ser X = Bb; para que efectivamente, ésta sea la solucién hay que compro-
bar que ABb = b, lo cual se cumple si la matriz B verifica AB=I, es decir,
si B es también inversa a la derecha de A, siendo esto cierto cualquiera que
sea b.

En un ejercicio anterior se probd que si A tiene inversa a la izquierda
y inversa a la derecha, ambas coinciden y son unicas. Esta unicidad es
necesaria para que todos los sistemas AX=Db tengan solucién, porque con
matrices A que tuvieran dos inversas a la izquierda distintas, B' y B”
podria existir algin b para el que las condiciones necesarias © = B'by © =
B"b, fueran incompatibles entre si. Por otra parte, para que la condicién
necesaria r = Bb sea suficiente cualquiera que sea b, ha de ser ABb = b
para todo b, para lo cual es necesario que AB = 1I.

Se llaman invertibles las matrices A tales que existe una matriz B tal
que BA =1 = AB. Entonces, se llama a B, inversa de A.

Una matriz A invertible no puede tener ninguna columna ni ninguna fila
de ceros, porque en estos casos, se tendria, cualquiera que fuera la matriz
X, en X A una columna de ceros o en AX una fila de ceros, no obteniéndose
nunca la identidad. Queremos ver que ademads ha de ser cuadrada.

Observemos que una inversa a la derecha X de una matriz A, es una
solucién de la ecuacién AX = I y que una matriz A con la primera columna
no nula y con mas columnas que filas, al escalonarla, da el primer escalén
en la primera columna y por ello, algin escalén con mas de una columna,
por lo que el sistema AX = I, de tener solucién, no tiene solucién unica.
Si no tiene solucién, la matriz no es invertible y si existen varias soluciones,
como estas soluciones serian distintas inversas a la derecha de A, segun el
problema 3.3.3 no existe inversa a la izquierda. Concluimos que una matriz
con mas columnas que filas no es invertible.

También se puede concluir que una matriz con mas filas que columnas
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no es invertible, porque si lo fuera, su traspuesta, que tiene mas columnas
que filas seria invertible, en contra de lo anterior. (Si AB = I = BA,
'BtA=%AB)=1y'A'B = (BA)' =1).

Entonces, una matriz invertible, ademés de no tener ninguna fila ni
ninguna columna nula, ha de ser cuadrada.

En los ejercicios 3.5.6-3.5.10 de la seccién siguiente, se establece otro
camino distinto del visto ahora para demostrar que las matrices invertibles
han de ser cuadradas.

Caracterizacion de las matrices invertibles.

Observando lo que pasa en las matrices cuando aplicamos el método de
Gauss a un sistema, podemos deducir propiedades de las matrices que nos
dan también el método de Gauss para hallar la inversa de una matriz. Y al
mismo tiempo, podemos demostrar un teorema que caracteriza a las ma-
trices invertibles como producto de ciertas matrices llamadas elementales.

Las operaciones elementales en una matriz (pag. 60) se pueden expresar
en forma matematica como el resultado de multiplicar por la izquierda por
las matrices llamadas

Matrices Elementales: Son las matrices obtenidas de las matrices iden-
tidad por operaciones elementales. (Diremos que son de tres tipos segin el
tipo de operacién elemental realizado).

Se puede comprobar facilmente, caso por caso, que al multiplicar a la
izquierda una matriz elemental por otra matriz se produce en esta ltima
la operacion elemental realizada en la matriz I para obtener la matriz ele-
mental considerada.

También, hagamos las siguientes consideraciones:

a) Si hacemos sucesivamente dos intercambios de las mismas filas de
la matriz identidad, la matriz queda invariante. Esto quiere decir que
el producto de una matriz elemental del primer tipo por ella misma es la
identidad. Por tanto, las matrices elementales correspondientes (del primer
tipo) son invertibles y coinciden con su inversa.

b) Si sumamos a una fila de la identidad otra fila multiplicada por un
nuamero y luego le sumamos la misma fila multiplicada por el nimero opues-
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to obtenemos la identidad. Esto quiere decir también que las dos matrices
elementales correspondientes (del segundo tipo) son inversas una de otra,
siendo sus inversas del mismo tipo.

¢) Si primero multiplicamos una fila de la matriz identidad por un
numero distinto de cero y luego la multiplicamos por el inverso de dicho
nuamero, queda igual. Esto quiere decir que el producto de las dos matri-
ces elementales correspondientes es la identidad. Por tanto, también las
matrices elementales del tercer tipo son invertibles y sus inversas son del
mismo tipo.

Se deduce de estas consideraciones que las matrices elementales son in-
vertibles y que sus inversas son también matrices elementales.

Nuestro teorema sobre matrices invertibles es:

TEOREMA 1: Una matriz cuadrada es invertible si y sélo si
es producto de matrices elementales.

Ya que las matrices elementales son invertibles, la demostracion de que
toda matriz producto de matrices elementales es invertible es una facil
consecuencia de la siguiente proposicién:

Proposicion 1: El producto de matrices invertibles es invertible.

Sean Ay, Ao, ..., A,,, matrices cuyas inversas respectivas son By, Bo, ..., By,

se puede comprobar que la matriz producto A = A;- Ay -...- A, tiene como
inversa B = B,,... - By - Bj.
En efecto, por la propiedad asociativa, en el producto

AB=A;-Ay-...- ApByy... - By - By

empezando por i=m podemos ir simplificando las A; con las B; correspon-
dientes y llegar a la identidad.

Lo mismo podemos hacer, empezando por i=1, en el producto

BA=B,,...- By- BiA; - Ay - ... - Ap.

Para demostrar el teorema tenemos que demostrar también que toda
matriz invertible es producto de matrices elementales.
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Para ello vamos a usar las proposiciones 2, 3 y 4 siguientes:

Proposicion 2: Toda matriz puede reducirse a una matriz escalonada
multiplicandola adecuadamente a la izquierda por matrices elementales.

Su demostraciéon se deduce de la observacién de la evolucion de la matriz
del sistema en el procedimiento seguido en el método de Gauss. Se ve en
ese procedimiento que toda matriz se puede reducir a una matriz
escalonada haciendo operaciones elementales en sus filas, o lo que
es lo mismo, que dada una matriz, multiplicando a la izquierda, sucesiva-
mente, por matrices elementales se puede llegar a una matriz escalonada.

Por tanto, dada la matriz A, existen matrices elementales: Ey, Es, ..., Ey,
tales que

Ey -Eyq-..FtA=F

donde E es una matriz escalonada.
Conviene comprobarlo en el siguiente Ejercicio:
3.4.1. Encontrar una sucesiéon de matrices elementales F,--- , E} tal

que Ej--- F1A = E donde E es una matriz escalonada y A es una de las
matrices dadas a continuacién:

13 2 34 02 4 0 -1 1
a)| -1 0 ,b)(312>,c) 113,41 0o -1],
2 1 337 2 -1 —1
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Para la mejor comprension de las demostraciones de las proposiciones
siguientes se proponen los ejercicios:

3.4.2. Comprobar que una vez obtenida la matriz escalonada en los
casos ¢), e), i) y j) anteriores podemos llegar desde la matriz escalonada
a la matriz identidad haciendo méas operaciones elementales, por el mismo
procedimiento usado para despejar las incégnitas en la reduccién de Gauss-
Jordan.

3.4.3. Comprobar que una vez obtenida la matriz escalonada en los casos
d), f), g) v h) anteriores no podemos llegar desde la matriz escalonada a
la matriz identidad haciendo mas operaciones elementales, por el mismo
procedimiento usado para despejar las incégnitas en la reduccién de Gauss-
Jordan.

Antes de pasar a la demostracién completa del teorema, vamos a ver un
ejemplo en el que se llega desde una matriz a la identidad por transfor-
maciones elementales, lo cual equivale a multiplicar la matriz por matrices
elementales y esto pone de manifiesto que la matriz dada es producto de
matrices elementales y por tanto invertible:

02 4
La matriz | 1 1 3 |pasa, multiplicaindola a la izquierda por las ma-
347
trices elementales:
010 100 1 00 1 00
100 ], 010])],{0350},10 10
001 -3 01 001 0 —1 1
sucesivamente, a las matrices
113 11 3 11 3 11 3
0o241)1,102 4,01 21,101 2
347 01 —2 01 —2 00 —4

Como esta ultima tiene todos los escalones de longitud una columna, siendo
por tanto, los elementos de la diagonal principal distintos de cero, podemos
conseguir que estos elementos sean unos, dividiendo adecuadamente las
filas, lo que aqui se reduce a dividir la ultima fila por —4, es decir, a
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multiplicar ahora a la izquierda por la matriz

10 0
01 0

1
00 —3

habiendo llegado a

11 3
01 2
001

En esta matriz con 1 en todos los elementos de la diagonal y ceros en
todos los sitios debajo de la diagonal, podemos seguir haciendo operaciones
elementales que anulen también los niimeros en los sitios por encima de la
diagonal, llegando asi a la identidad.

Efectivamente, multiplicando sucesivamente a la izquierda, por las ma-
trices elementales:

10 0 10 -3 1 -1 0
01 -2],lo1 o},[o0o 10
00 1 00 1 0 01

obtenemos la identidad (compruébese).

Hemos multiplicado, en total, por ocho matrices elementales, que desig-
namos por Fy, Es, Fs, E4, Es5, Eg, E7, Eg, por orden de utilizacion.

Entonces: Eg'E7'E6'E5-E4'E3'E2-E1'A:I.

Como las matrices elementales tienen inversas, multiplicando a la izquierda
por sus inversas de manera que se vayan simplificando dichas matrices, ten-
emos:

A=FENEyVESNESVESNECN-EC B Lo cual puede comprobarse
teniendo en cuenta que

010 100 100
El=1100],E'=l010],E'={020],
00 1 301 001
100 100 100
El=1010]),E'=l010],E'=[{012],
011 0 4 001
103 110
E-t=1010],E'=[010
001 001
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Como también las inversas de matrices elementales son elementales,
hemos visto que del hecho de tener la matriz escalonada obtenida de A
todos los escalones de longitud una columna (y por ello, todos los elemen-
tos de la diagonal distintos de cero), hemos llegado a la expresién de A como
producto de matrices elementales. Como estas matrices son invertibles, de
la proposicion 1 se deduce que A es invertible.

Seguimos ahora con las siguientes etapas para la demostracién del teo-

rema:

Proposicion 3: Si una matriz A es invertible, la matriz escalonada
E a la que se reduce, tiene todos los escalones de longitud una columna,
estando el primer escalén en la primera fila y primera columna.

Demostracion:

Si A es invertible, A tiene que ser cuadrada y la existencia de una matriz
B tal que BA=I implica que la primera columna de A no es toda de ceros,
porque entonces la primera columna del producto BA seria toda de ceros y
no coincidiria con la primera columna de [/; por lo que se puede conseguir
(si es necesario por un cambio de orden de las filas) que el elemento de
la primera fila y primera columna sea distinto de cero, empezando por
tanto los escalones en este lugar. Veamos que al seguir escalonando la
matriz, la matriz escalonada E a la que se reduce A tiene todos los escalones
de longitud una columna razonando por reducciéon al absurdo: Si tuviera
algin escalon con méas de una columna, al ir recorriendo los pivotes y
llegar al primero de tales escalones, nos desplazamos a la derecha por lo
menos el espacio de dos columnas, saliéndonos de la diagonal y por ello
al seguir recorriendo pivotes agotamos antes las columnas que las filas,
quedando por tanto la ultima fila entera por debajo de la linea de pivotes
y estando por ello formada por ceros. Entonces, multiplicando por las
matrices elementales correspondientes tendriamos:

E=E.Ey .. .FLA

donde F es una matriz escalonada con la ultima fila toda de ceros.
Ahora bien, si A es invertible, existe B tal que AB=I. Entonces,

EB = EyFEy .. E1AB = EyEy4...F0] = EyEy ... Fy

y por tanto, como las matrices elementales tienen inversa,
EBE{'..E.' = E.Ey 1..B\E['..E. ' =1
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Si la matriz E tuviera la tltima fila de ceros, la matriz EBE['.....E!
tendria también la ultima fila de ceros por tenerla E y esto es una con-
tradiccién ya que I tiene un 1 en su iltima fila. Quedando asi demostrada

la proposicion 3.

Esta proposicion es también cierta si se debilita la hipotesis:

Proposicion 3’: Si una matriz A cuadrada tiene inversa a la derecha,
la matriz escalonada E a la que se reduce, tiene todos los escalones de lon-
gitud una columna, estando el primer escalén en la primera fila y primera
columna.

La demostracion se sigue de que de no ser asi la matriz escalonada E
tendria la ultima fila de ceros, pero esto no puede ocurrir si la matriz
A tiene inversa a la derecha como se ha visto en la demostracién de la
proposicién 3.

Proposicion 4: Si al escalonar una matriz cuadrada A, todos los escalo-
nes son de una columna, estando el escalén de la primera fila en la primera
columna, A es producto de matrices elementales.

Demostracién: Sea E la matriz escalonada a la que se reduce A. Como
estamos suponiendo que A es cuadrada y el tamano de la matriz queda
invariante por las operaciones elementales, E también ha de ser cuadrada.
Tenemos un pivote en el sitio de la primera columna de la primera fila. Si
los escalones de E son todos de una columna, al ir recorriendo los pivotes,
vamos desplazandonos a la derecha el espacio de una columna al mismo
tiempo que nos desplazamos hacia abajo el espacio de cada fila, recorriendo
asi, la diagonal principal de E, que por tanto estd formada por nimeros
distintos de cero. Dividiendo cada fila por el nimero que esta en la diag-
onal de esa fila, (lo cual es hacer operaciones elementales) podemos hacer
todos los elementos de la diagonal iguales a 1. Y con estos 1, podemos
seguir haciendo operaciones elementales para anular todos los elementos
encima de ellos, (segin la reduccién de Gauss-Jordan), llegando entonces
a la matriz identidad.

Entonces, podemos afirmar que, en la hipdtesis de la proposicion 4,
ademas de las matrices elementales: Ey, Es, ..., E}, tales que

Ey-FEy ... E1A=F

donde F es una matriz escalonada, hay matrices elementales Fy 1, Eyi9...Ey,
tales que

BBt By By By A = T
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Como las matrices elementales tienen inversa, multiplicando a la izquierda
la igualdad anterior por las inversas de las matrices elementales, obtenemos

A=E' . E'.E}

Y como las inversas de matrices elementales son matrices elementales,
hemos llegado a una expresién de A como producto de matrices elementales.

Para terminar la demostracién del Teorema 1, es decir, para demostrar
que toda matriz invertible es producto de matrices elementales, tenemos
en cuenta, primero, que por la proposicion 2, una matriz A siempre se
puede escalonar, luego, que cuando A es invertible, segin la proposicién
3, la matriz escalonada E, que se obtiene de A, tiene todos los escalones
de una columna, estando el primer escalén de la primera fila en la primera
columna. Entonces, la proposicion 4 establece que la matriz A invertible
es producto de matrices elementales.

Por otra parte, enlazando la proposicion 4 y la proposicion 1, tenemos
que si al escalonar una matriz cuadrada A, todos los escalones son de una
columna, estando el escalén de la primera fila en la primera columna, A es
invertible.

Ademas, la proposicion 3 implica que si al escalonar una matriz cuadrada
A, algin escalon es de mas de una columna, A no es invertible, por lo que
también es cierto el

Teorema 2: Una matriz cuadrada A es invertible si y sélo si al escalonar
A, se obtiene una matriz escalonada con todos los escalones de longitud
una columna, estando el primer escalén en la primera columna.

Ejercicios:

3.5.1. Decidir cuales de las matrices del ejercicio 3.4.1 son invertibles
mirando la matriz escalonada a la que han sido reducidas.

3.5.2. Expresar las inversas de las matrices del ejercicio 3.4.1. que sean
invertibles como producto de matrices elementales.

3.5.3. Expresar las matrices del ejercicio 3.4.1 que sean invertibles como
producto de matrices elementales.

3.5.4. Demostrar que toda matriz cuadrada con inversa a la derecha
tiene inversa a la izquierda.
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3.5.5. Demostrar que toda matriz cuadrada con inversa a la izquierda
tiene inversa a la derecha.

3.5.6. Demostrar que si una matriz A con mas filas que columnas se
puede reducir por operaciones elementales a la matriz:

Iy
0

0
donde n es el nimero de columnas de A, puede tener muchas inversas a la
izquierda.

3.5.7. Demostrar que dada una matriz con mas filas que columnas, si
tiene inversa a la izquierda, esta no es tunica.

3.5.8.  Demostrar que si una matriz tiene mas de una inversa a la
izquierda, no puede tener inversa a la derecha.

3.5.9. Demostrar que una matriz con mas filas que columnas no puede
ser invertible.

3.5.10. Demostrar que una matriz con mas columnas que filas no puede
ser invertible.

Deducir de los ejercicios anteriores que soélo las matrices cuadradas pueden
ser invertibles.

Método de Gauss para obtener la inversa de una matriz invert-
ible:

Al repasar la demostracion de la proposiciéon 4 nos podemos dar cuenta
de que la matriz producto: E,,...Er 1 EpEr_1...F7 es inversa a la izquierda
de A y dada la expresion de A obtenida al final de la demostracion de
dicha proposicién,(4 = E;'--- E1) podemos comprobar que ese producto
es también inversa a la derecha de A. Es decir,

AY=E,. .E,E.E);_..E

Como E,,..Ey 1 EvEy .. By = E,,.. B 1 ELEy_1... B, la matriz A~ se
puede obtener haciendo en I las operaciones elementales correspondientes
a las matrices elementales escritas, y estas operaciones son las mismas que
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hemos hecho en A para llegar a 1. Por eso, para obtener la matriz inversa
de A colocamos la matriz I al lado de la matriz A en la forma (A| I) y
hacemos en la matriz I las mismas operaciones elementales que en la A.
Cuando a la izquierda de la barra hayamos llegado a la matriz I, es que
hemos multiplicado A por E,, --- E1 y lo mismo I, por lo que a la derecha
de la barra habremos llegado a la matriz inversa de A.

Veamoslo con la matriz

)
—_
—_

—_
—_
)

Escribimos:

1110
1101
0} 00
y ahora hacemos en la unién de las dos matrices, las transformaciones
elementales que llevan la matriz A a la identidad.

O1 11100 1011010 10 110 10
101010 ~101T1|1TO0O0]]~1201 111 00
110|001 1 1T 0] 001 01 —1]0 —11
10 1 0O 10 1 01 0 1 0
~ 1 01 1 1 00| ~10T1T1 1 0 0| ~
00 —2] -1 -1 1 001 1/2 1/2 —-1/2
1 01 0 1 0 1 00 —1/2 1/2 1/2
~1 010 1/2 —1/2 1/2 ~1 010 1/2 —1/2 1/2
0 01 1/2 1/2 —1/2 0 01 1/2 1/2 —1/2
Entonces:

- ~1/2  1/2  1/2

12 —1/2  1/2
12 1/2 —1/2

— = O

— O

O = =
I

Obsérvese que la matriz obtenida para A~ es también la matriz que
habriamos obtenido como solucién de la ecuacion matricial AX = I por el
método de Gauss-Jordan. Esta solucién X es una inversa a la derecha, y
ademas, al haber expresado esta X como producto de matrices elementales,
estamos seguros de que es inversa a la derecha y a la izquierda; y la unicidad
de la inversa nos asegura la unicidad del resultado, cualquiera que sea el
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camino seguido, o sea, cualesquiera que sean las operaciones elementales
realizadas.

Ejercicios:

3.6.1. Utilizar el método de Gauss para hallar las inversas de las matri-
ces del ejercicio 3.4.1 que sean invertibles y comprobar los resultados del
ejercicio 3.5.2.

3.6.2. Los sistemas de ecuaciones lineales:

2y +4z= -3 —2r 4y +z= -3
r 4y +3z= 1 dr. -2y +z= 1
v +3y +7z= -2 r -y +z= -2

se pueden expresar matricialmente de la forma AX = b donde A es una
matriz invertible. Su inversa ha sido calculada en los ejercicios anteriores;
usarla para hallar las soluciones de los sistemas.

3.6.3. Demostrar que la traspuesta de la inversa de una matriz es la
inversa de la traspuesta de dicha matriz.

3.6.4. Explicar por qué una matriz triangular superior es invertible si y
s6lo si todos los elementos de su diagonal son distintos de cero.

3.6.5. Explicar por qué la inversa de una matriz triangular superior
invertible es también triangular superior.

3.6.6. Demostrar que una matriz triangular inferior es invertible si y s6lo
si todos los elementos de su diagonal son distintos de cero.

3.6.7. Demostrar que la inversa de una matriz triangular inferior invert-
ible es también triangular inferior.

La expresion de la inversa como producto de matrices elementales nos
permite también entender la Reduccion de Gauss-Jordan para re-
solver el sistema AX=Db cuando A es matriz invertible:

Con la expresion At = E,....E,, .1 E,,E,,_1...F;, multiplicando a la izquierda
por A=, obtenemos:

X=A=E,..En.1En,Ey_1..E1b
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Luego X es el resultado de hacer en b las operaciones elementales que
llevan A a 1. Escribiendo la matriz A|b y haciendo en ésta dichas opera-
ciones, cuando a la izquierda de la barra vertical obtengamos la matriz I,
a la derecha habremos obtenido la matriz soluciéon de las X. Ver el ejemplo
3 de la pagina 42 del libro de Fraleigh-Beauregard.
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PROBLEMAS RESUELTOS DE LOS PROPUESTOS EN EXAMENES

1.

DE ALGEBRA LINEAL I.

Considerar la matriz
201 2
0120
A=11010
0111

a) La matriz A se puede escribir como producto de matrices elemen-
tales. Establecer razonadamente por qué.

b) Encontrar la expresién de A™! como producto de matrices elemen-
tales.

¢) Encontrar la expresiéon de A como producto de matrices elementales.

a)

La matriz se puede escribir como producto de matrices elementales si
haciendo en ella operaciones elementales se puede llegar a la identidad:

Intercambiando la primera fila y la tercera fila obtenemos la matriz:

1010 0010\ /2012
0120 [o100]|f[0120
2012 (1000|101 0]"
0111 0001/\0111

restando en la matriz resultante a la tercera fila el doble de la primera
obtenemos:

10 1 0 1000\ /1010
01 20| | o1oo0l|fo120
00 -12["|-2010]f[2012]
01 1 1 0001/\o111

restando en la matriz resultante a la cuarta fila la segunda fila se ob-
tiene:

10 1 O 1 00O 10 1 O
o1 2 0] |10 100 01 2 0
00 —-121 [0 010 00 -1 2]
00 —-11 0 -1 01 01 1 1
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y restando en la matriz resultante la tercera fila de la cuarta fila obte-
nemos:

Ahora, multiplicando por —1 la cuarta fila de la matriz resultante se
obtiene:

10 1 0 100 O 10 1 0
01 2 0] (010 O 01 2 0
00 —-121 1001 0 00 —1 2 |
00 0 1 000 —1 00 0 -1
Haciendo lo mismo en la tercera fila obtenemos:
101 0 10 00 10 1 0
012 0} 101 00O 01 2 0
001 -2 100-10 00 —1 21"’
000 1 00 01 00 0 1

Sumando a la tercera fila de la matriz resultante la cuarta fila mul-
tiplicada por 2 se obtiene:

Restando a la segunda fila de la matriz resultante la tercera fila
multiplicada por 2, obtenemos:

1010 10 0O 1010
0100 [O01 =20 0120
0010] |00 10 0010/’
0001 00 01 0001

Y restando a la primera fila de la matriz resultante la tercera fila obte-
nemos la matriz identidad:

1000 10 —-10 1010
0100} (01 00 0100
0010} (00 10 0010
0001 00 01 0001



Por tanto la matriz se puede poner como producto de matrices
elementales.

b)

La inversa de la matriz dada es el producto de las matrices elementales
que representan las operaciones elementales que hemos hecho y son
las que figuran a la izquierda en los productos de los miembros de la

derecha de cada igualdad anterior (en el orden inverso en que las hemos
hecho):

1 0 —-10 10 00 1000
Al — 01 00 01 =20 0100
100 10 00 10 0012
00 01 00 01 0001
10 00 100 O 10 00
01 00 010 0 01 00
00 —-10 001 0 00 10
00 01 000 —1 00 —11
1 000 1 000 0010
0O 100 0100 0100
0 010 -2 010 1 000
0 -1 01 0001 0001
porque dicho producto multiplicado por la matriz dada da la identidad.

c)

La matriz dada es el producto de las inversas de las matrices elemen-
tales empleadas (que también son matrices elementales) en el orden
inverso al anterior.

0010\ "/ 1000\ /1 000\
a_|o100 0100 0 100
11000 2010 0 010

000 1 000 1 0 -1 0 1
10 oo\ '/100 o\ "'/10 00\ "
01 00 010 0 01 00
00 10 001 0 00 —1 0
00 -1 1 000 —1 00 01
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2.

1000\ "/10 00\ "/10 =10
0100 01 -2 0 01 00 B
001 2 00 10 00 10 =
000 1 00 01 00 01
0010 1000 1000
(o100 0100 0100
=l1000 201 0 0010
000 1 0001 0101
1000 100 0 10 00
0100 010 0 01 00
0010 001 0 00 -1 0
0011 000 —1 00 01
100 0 1000 1010
010 0 0120 0100
001 —2 0010 0010
000 1 0001 000 1

Dada la matriz

O s S G St
SH St Q
—Q Q 2

SR

a) Hallar las condiciones que tienen que cumplir a y b para que A no
sea invertible.

b) Hallar escalonando en las condiciones del apartado anterior, el rango

de A.

Solucién:

a)

Una matriz cuadrada es invertible si mediante operaciones elemen-
tales se puiede reducir a una matriz triangular superior con las entradas
diagonales distintas de cero
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Para triangularla, intercambiamos la ultima fila y la primera, lo cual
es una operacion elemental y obtenemos:

1 b0
A=

1
a
a
a

_
QL oo
ISEE )

Después restamos la primera fila a cada una de las otras filas, obte-
niendo:

1 b b 1

0O 0 a—ba-—-1
0 O 0 a-—1
0 a—b a—>b a—1

A:

Permutando ahora su cuarta fila con la tercera y después con la se-
gunda, obtenemos:

1 b b 1

0 a—b a—>b a—1
0O 0 a—b a-—1
0 O 0 a-—1

A:

Para que las entradas diagonales de esta matriz triangular superior
sean distintas de cero, ha de ser a # by a # 1.

Tenemos pues que las condiciones para que A no sea invertible son
a=bo6a=1

b
)Sustituyendo en la matriz anterior a = b, a = 1, obtenemos
1 bbb 1
A={0000
0000
que es siempre de rango 1.
Sustituyendo a = 1, se obtiene cuando b # a, la matriz con tres

escalones, por tanto de rango 3.

Si b = a # 1 se obtiene una matriz que se escalona restando a la
tercera fila la segunda y a la cuarta fila la segunda obteniéndose una
escalonada de rango 2, siendo por tanto, su rango 2.
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a) Explicar que la traspuesta de una matriz elemental de orden 3 es
otra matriz elemental, comprobandolo en todos los casos.

b) Demostrar, dada una matriz A, (sin utilizar el determinante de A),
que:

A es invertible si y sélo si ‘A es invertible.

Solucién:

a)

Las matrices elementales correspondientes a operaciones elementales
consistentes en multiplicar una fila por un niimero son diagonales, coin-
cidiendo con las traspuestas, por lo que sus traspuestas son elementales.

Las matrices elementales correspondientes a permutacién de filas
son simétricas por lo que también coinciden con sus traspuestas y son
elementales.

Nos quedan las matrices elementales correspondientes a sumar a una
fila otra fila multiplicada por un niimero. Se puede ver escribiéndolas,
que sus traspuestas corresponden a sumar a la otra fila la anterior
multiplicada por el mismo niimero, por tanto, también son elementales.

p- €j.

1000 1000
0120] (o100
0010|0210
000 1 0001

b) Como una matriz A es invertible si y sélo si es producto de matrices
elementales y como la traspuesta de una matriz es el producto de las
traspuestas de las matrices en orden inverso, se obtiene la traspuesta
de una matriz invertible como producto de traspuestas de matrices
elementales, que son elementales, siendo A! es invertible si y sélo si A
lo es.
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Considerar el sistema de ecuaciones siguiente:

r+y+z =1
r+y+az =2
r+y+bz =3

a) jExisten valores de a, b para los que el sistema es compatible de-
terminado?

b) {Para qué valores de a, b, el sistema es incompatible?

Solucién:

2)

El sistema escrito en forma matricial es:

111 x 1
11 a y | =1 2
110 z 3

Para que el sistema sea compatible determinado deben de ser igual a
3, los rangos de la matriz ampliada y de la matriz del sistema, pero la
matriz del sistema es:

—_ =
—_ = =

1
a
b
que escalonada por operaciones elementales evoluciona segun :

1 b 1 1 b
1l a x| 00 a—-0
11 00 1-b

—_ = =

que escalonada da como maximo rango 2, porque ya tiene un primer
escalon de longitud 2 y es cuadrada.

Por tanto el sistema nunca es compatible determinado.

b)
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Se ve a simple vista que el sistema es incompatible si a = 1 = b,
ya que como 1 # 2 # 3 # 1, (términos independientes), aparecen tres
ecuaciones incompatibles.

Ademas, es incompatible siempre que el rango de la matriz del sistema
sea distinto del de la matriz ampliada del sistema. Estudiémoslo:

Sia# 1, b+# 1, el escalonamiento simultdneo de la matriz del sistema
y de la ampliada da

1111 11 1 1 11 1 1
11 a2 )lx]00a—-111]x]|]00ua-1 1
110 3 00 b—1 2 00 0 2-2x

de donde es incompatible si 2— Z_Tl # 0 o0 equivalentemente si 2(a—1) #

1
b— 1, es decir, si b # 2a — 1.

Sia=1, b# 1, el rango de la matriz del sistema es 2. La matriz
ampliada evoluciona al escalonarla segun:

1111 11 1 1 11 1 1
1112 |x{00 0 1 ]x|0O0b—12
110 3 00b—1 2 00 0 1
donde se ve que si b # 1 a = 1, es de rango 3, siendo el sistema
incompatible.

Sia=#1b=1, tenemos también que el sistema es incompatible:

1111 1 111
11 a 2 | x 1 113 | x
111 3 11 a 2
11 1 1 11 1 1
x| 00 O 2 x| 00 a—1 -1
0 0 a—1 —1 00 O 2

donde se ve que si a # 1, b = 1, la matriz del sistema es de rango 2 y
la ampliada es de rango 3, siendo el sistema incompatible.

No hay mas casos a considerar.
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Estudiar usando el método de Gauss las condiciones que debe cumplir
el pardametro a para que el sistema:

r + ay + @’z =a
ar + a’y — a*z =0

ar + ay + 2z =1

sea

a) compatible determinado.
b) compatible indeterminado.
¢) incompatible.

Indiquese cudl ha sido la transformacion elemental realizada en cada
etapa del procedimiento elegido para aplicar el método de Gauss.

Solucién:

a)
El sistema es compatible determinado si al escalonar simultaneamente

la matriz del sistema y su ampliada, se obtienen iguales sus rangos
respectivos.

Escalonemos la matriz ampliada:

1 a a% a
a a® —a® 0
a? a 1 1

sabiendo que la dltima columna pertenece a dicha matriz ampliada.

1 a a° a a2 a
a

1 a
a2 —a® 0 | x| 0 0 —2a® —a? | x
a

2 2 1 1

a a 1 1 a

1 a a? a 1 a a? a
0 0 —2a3  —a? x| 0a—-a*1—0a* 1-4d°
0 a—a® 1—a* 1—-2a° 0 0 —2a% —a?

Esta matriz es escalonada de rango 3 si a —a® # 0 y ademds —2a® # 0,
es decir, si a # 0y a(l —a®) # 0(= a ¢ {-1,0,1}), luego si a ¢
{—1,0,1} el sistema es compatible determinado.
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Si a = 0, el rango de la matriz del sistema es 2 igual al rango de la
ampliada, menor que 3, que es el numero de incognitas, concluyéndose
que si a = 0, el sistema es compatible indeterminado.

Si a = 1, el rango de la matriz del sistema es 2 igual al rango de la
ampliada, menor que 3, que es el numero de incognitas, concluyéndose
que si a = 1, el sistema es compatible indeterminado.

Si a = —1, hemos llegado a la matriz ampliada:
1 -1 1 —1 1 -1 1 —1
0 0 0 2 x| 0 0 2 —1
0 0 2 -1 0 0 0 2

El rango de la matriz del sistema es 2 y el rango de la ampliada es 3
concluyéndose que si a = —1, el sistema es incompatible.
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DETERMINANTES y SISTEMAS de ECUACIONES.

Introduccion.

Los determinantes de las matrices son nimeros asociados a dichas ma-
trices.

Hemos visto matrices asociadas a los sistemas de ecuaciones. Veremos
que cuando calculamos determinantes de esas matrices y de submatrices
suyas, obtenemos informacién sobre la compatibilidad y determinacién de
dichos sistemas.

Los determinantes también tienen interpretacion geométrica. Vamos a
empezar motivando su definicién por su significado geométrico.

Escribiendo en filas las coordenadas de un vector de la recta (en un vec-
tor unidad fijado), de dos vectores del plano (en un sistema de referencia
bidimensional cartesiano) o de tres vectores del espacio ( en un sitema de
referencia tridimensional cartesiano), tenemos, respectivamente, una ma-
triz 1 X 1, una matriz 2 X 2 o una matriz 3 x 3:

ailr aiz2 a13

ailr ai12
(all) a91 Qoo a1 Q22 Qa23
as; azz as3

Al mismo tiempo, dado un vector, podemos considerar su longitud, que
es un numero, que coincide con su coordenada; dados dos vectores, pode-
mos construir un paralelogramo cuyos lados son los vectores dados y con-
siderar su area; Dados tres vectores, podemos construir un paralelepipedo
cuyas aristas son los tres vectores y considerar su volumen.

Longitud, area y volumen son "nimeros” asociados a las matrices ante-

riores, que hemos puesto en correspondencia con un vector, dos vectores o
tres vectores. Que vamos a llamar determinantes de las matrices escritas,
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Estudiando las propiedades que han de cumplir, se ve cémo se puede
obtener una regla para su calculo.

Si quisiéramos que la longitud, el area o el volumen fueran ntimeros
asociados a estas matrices y los designaramos por las matrices entre barras,
los "nuimeros” asociados a esas matrices tendrian que cumplir:

a) Si multiplicamos uno de los vectores por una constante positiva o
nula, el nimero asociado queda multiplicado por esa constante (ya que
la longitud, area o volumen correspondientes quedan multiplicados por
esa constante cuando uno de los vectores se multiplica por la constante).
Cuando multiplicamos por la constante el primer vector se tendria:

rai] rai ailr a2
|7"Cl11| = T\CLM‘, = )
as1 422 as1 a22
rail raiz rais a1 a1z ais
21 Q22 Q23 | =T | Q21 Q22 0423
a3y as2 ass a31 a3z ass

Lo analogo ocurre con las otras filas cuando multiplicamos por la cons-
tante las otras filas.

b) Si en un vector, una pareja o una terna de vectores, sustituimos un
vector por la suma de otros dos, el nimero asociado (longitud, area o
volumen) a la matriz correspondiente es la suma de los nimeros asociados
a las dos matrices de vectores correspondientes a los vectores sumandos.
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Es trivial cuando la matriz es 1 x 1:

|a11 + ayy| = |an| + |al]

En la figura siguiente puede verse que la suma de las areas de los dos
paralelogramos construidos sobre a; y @} con lado as es igual al area del
paralelogramo construido sobre a; + a} con lado as desplazando el lado
comun as en el sentido de as hasta que los otros dos lados de los rectangulos
queden en la recta de a; + aj.

/ /
A Q9
ag) 22

/ /
ail +ay; a2 + ajs
agi a2

g1 22

ailr a2 ‘

En cuanto a los paralelepipedos que corresponden a matrices 3 x 3, de-
bido a que los volimenes de los paralelepipedos construidos sobre par-
alelogramos con arista un tercer vector comun son aditivos respecto a los
paralelogramos sobre los que han sido construidos:

/ / / / / /

a1l +ay; a2 + ajy a1z + ajs ail a2 Qi3 ayy Qg Ay3
a2 22 a23 = | G21 G2 Q23 |+ | a21 G222 G23
a3y aso a33 a31 azz2 ass a3y azz ass

También ocurriria con las otras filas.
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Del apartado b) se deduce que el apartado a) es cierto también cuando

una fila se multiplica por una constante negativa ya que si r = —1
aj; a2 a3 —ai; —ai2 —ai3 0O 0 0
o1 @G22 G923 |+ | a1 a2 as3 =|ay axp a3y |=0
azy a3z as3 asi aso ass a31 a3z ass

¢) Si uno de los vectores es proporcional a alguno de los otros, el area o
el volumen es cero. (Esta propiedad sélo tiene sentido cuando la matriz es
de orden mayor que 1).

Vamos a deducir que si las areas y los volimenes fueran ntimeros asocia-
dos a las matrices cuyas filas son los vectores dados, con las propiedades
b) ¢) y a) estos "nimeros” cambiarian de signo al cambiar el orden de las
filas de las matrices por una permutacion de dos filas:

En volimenes se verificaria Proposicion 1:

ailp a1z ais ao1 Q22 Q23
21 QA9 Q23 | — — | A11 Q12 Q13
az1 azz ass a31 azz2 ass

En efecto,

ail a2 ai3
a1 a2 G223 | =
aszyr az2 ass

a11+as; _|_a11—a21 a12+0a92 _|_a12—a22 a13+0ao3 +a13—a23

— 11T0ag1 _ A11—0G21 A12TQ2 _  A12—0Ag2 Aj37T0A23 _  A13—A23 —
2 2 2 2 2 2
a31 a32 a33
por b)
a11+0a9; a12+0a99 a13+0a93
— | Gutaa _ Qui—G QiptAz _ A12—dz (13093 (13023 4
2 2 2 2 2 2
a31 a32 a33
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a11—0a91 ai12—a29 a13—0as3

2 2 2
+ a11+0a21  G11—021 Gi2+G22  Q12—G22 A13+0s3  G13—0Ao3

2 2 2 2 2 2 —
a31 a32 33
por b)
a11+ag1  Gi12+G2 Q131093 a11+ao; a12+0a99 a13+ao3
J2r % % 2 2 2
— | @@ Qiardgy Q137TA23 + | — Qui—dg; _ Qia—d2 _ @13—023 +
2 2 2 2 2 2
31 a32 a33 a3 a32 a33
a1 —ao1 A12—022 QA13—0A23 a11—0a2 Q12 —022 a13—0a23
7 7 7 2 2
+ a11Ta21 Q12rGg2 A137T423 4+ | — A11—=Q21 _ G21—CG22 _ Qi3—d23 | __
2 2 2 2 2 2
a3 a32 a33 a31 a32 a33

porque los volimenes asociados a vectores proporcionales son cero, por c)

a11+0a2; (121029 (131023 a11—021 G12—022 G13—023
2 2 2 gL % %
_ Q11—Aa91 _ Qjp2—Agy _ Q13—A23 _|_ (11717021 Q1271 A22 Q131323
2 2 2 2 2 2
a3y a32 a33 a3y a32 a33

Por otra parte, analogamente, se tiene:
a1 Q2 @23

ailr a2 a13 | =
as; azz2 as3

ai11+as; _|_a21—a11 a12+a99 _I_a22—a12 a13+a23+a23—a13

2 2 2
— | autas _ G —Gn  GiatG2 _ G2—Qi2 (i3t dr3 _ Q3—Qi3 | __
2 2 2 2 2 2
a3y a32 a33
ai11+as; a12+0a99 a13+ao3 A1 —011 QA22—0Q12  G23—0d13
2
— _ Q91 —a1n  _ Q2—Aj2 _ G23—0A33 + a11%a21 a12%a22 6l13%@23
2 2 2 2 2 2
a3 a32 a33 a31 a32 a33
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expresion opuesta a la anterior, teniendo en cuenta la propiedad a) para
r=—1.

El cambio de signo se comprobaria de la manera analoga si permutaramos
la segunda y la tercera filas o la primera y la tercera filas.

Y la comprobacion del correspondiente cambio de signo en las areas y
en los volimenes es exactamente igual al cambio hecho entre primera y
segunda filas. (Hagase como ejercicio).

Relacion entre los determinantes y operaciones elementales.

Podemos relacionar ahora las tres propiedades a), b) y ¢) que tendrian
que cumplir los "ntimeros” asociados a las matrices con las operaciones
elementales en las matrices:

De la propiedades b), ¢) y a) hemos deducido primero la propiedad sigu-
iente: que al hacer en la matriz una operacion elemental de permutacion
de filas cambia de signo el "nimero” asociado; la vamos a llamar propiedad

1).

De la propiedad a) tenemos: al hacer en una matriz la operacién elemen-
tal de multiplicar una fila por una constante, el "nimero” asociado queda
multiplicado por esa constante. La vamos a llamar propiedad 2).

De la propiedad c) junto con la propiedad b) podemos deducir la propiedad
siguiente: al hacer en una matriz la operacién elemental de sumar a una
fila de la matriz otra fila multiplicada por una constante, el "niimero” aso-
ciado queda invariante. (Compruébese como ejercicio). La vamos a llamar
propiedad 3).

Las tres propiedades 1), 2) y 3) enunciadas de estos ”ntimeros” asociados
a las matrices nos dicen como estdn relacionados entre silos " nimeros” aso-
ciados a matrices relacionadas por operaciones elementales. Silas propieda-
des de estos "numeros” estan relacionadas con las operaciones elementales,
que son las que realizamos en las matrices para resolver los sistemas de
ecuaciones, podemos pensar que esos nimeros nos dan informaciéon sobre
la resolubilidad de dichos sistemas.

Asociando a las matrices identidad el niimero 1, lo cual es coherente con
el valor de la longitud, el area y el volumen asociados a las matrices for-
madas por los vectores coordenados, quedan determinados los "numeros”
asociados a las matrices elementales por las propiedades 1), 2) y 3):

i) Las matrices elementales obtenidas al intercambiar dos filas de la ma-
triz identidad, tendrian como "numero” asociado el opuesto del asociado a
la matriz identidad, es decir, —1.
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ii) Las matrices elementales obtenidas al multiplicar una fila de la identi-
dad por una constante ¢ distinta de cero, segin la propiedad a) (o propiedad
2) tienen como "ndmero” asociado el producto de esta constante por el
numero asociado a la matriz identidad, es decir, c.

iii) Las matrices elementales obtenidas al sumar a una fila de la ma-
triz identidad otra fila multiplicada por una constante tienen el mismo
"numero” asociado que la matriz identidad, es decir, 1.

Matematicamente, las operaciones elementales se realizan en una matriz
multiplicandola a la izquierda por matrices elementales. Las propiedades
1), 2) y 3) respecto a una matriz general A quedan resumidas en términos
de matrices elementales en la

Proposicién 2: Si E; es una matriz elemental, |E;A| = |Ej||A].

La demostraciéon de esta proposiciéon consiste en su comprobaciéon en
cada uno de los tres tipos de matrices elementales teniendo en cuenta las
propiedades 1), 2) y 3) y se deja para el lector.

Ejercicios:

4.1.1. Utilizando la proposicion 2 y sin necesidad de calcularlos, de-
mostrar que los siguientes determinantes son nulos.

2 2 2 2

7 1 3 a b & 1 2 3 %2 §2 22 312

Cl) 3 2 1 b) —a —b —C C) 2 3 4 d) 32 42 52 62
10 3 4 d e f 345 " g2 g2 2

4.1.2. Usando las matrices elementales que llevan las matrices siguientes

a la identidad y la proposiciéon 2, calcular los determinantes de las siguientes
matrices:

113 aip aiz ais

CL) 011 b) ( al(l) %12 ) C) 0 99 A93

00 4 22 0 0 ass

cuando los elementos de la diagonal de las dos iltimas matrices son distintos
de cero.

4.1.3.

a) Demostrar que el determinante de una matriz triangular superior
que tiene algin elemento de la diagonal igual a cero es nulo, usando las
propiedades de los determinantes.
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b) Demostrar que si escalonando la matriz A se obtiene una matriz
triangular superior que tiene algin elemento de la diagonal igual a cero, el
determinante de A ha de ser nulo.

4.1.4. Usando las matrices elementales que llevan las matrices siguientes
a una triangular superior y los resultados anteriores, calcular los determi-
nantes de las siguientes matrices:

9 4 1 00 02 4
a)(lg)b) 024 ] 100
013 013
024 02 4 0 -1 1
A1 013 ]el113]1f/)1 0-1
1 00 337 2 —1 -1
_9 0 -1 -1 1
1 0 -1 1
9) 3 —2 1 h) 9 _1 -3 _1
b= 0O 1 -1 0
Solucién: a) 2, b) 2 ¢ e)4,f)0,g) —1, h) —8.
4.1.5. Establecer las igualdades siguientes:
1 0 0 0 a2 a3
0 a9 a9y | = 322 323 1 0 0 | =_— 212 213
0 asy, ass 32 a33 0 asy ass 32 433
0 a2 a3
0 agy ag |=|2 U3
1 0 0 22 A23

También podemos establecer utilizando la proposicion 2 el siguiente
Teorema 1: ['A] = |A.

En efecto, podemos comprobar que el teorema es cierto para matrices
elementales: recorriendo los tres tipos de matrices elementales que hay,
y considerando las traspuestas de cada tipo, vemos que la traspuesta de
cada matriz elemental es elemental del mismo tipo y que le corresponde el
mismo “numero” que a la matriz elemental considerada. (Compruébese en
las matrices elementales 3 x 3).
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En cuanto al caso general, distinguimos dos casos:

a) A es invertible.

Si A es invertible, es producto de matrices elementales.

Sea A = E,,---E;, entonces 'A = 'E,---'E,, v como las matrices
traspuestas de matrices elementales son, a su vez, matrices elementales,
por la proposicién 2:

Al =By "By "En| = ['E|['Ba - "Ep| = ['Er||'Ea| - ['Ey| =
por ser el teorema cierto para matrices elementales,

= |EAl[Es| - [Em| = [Ew| - [Ex||Er| = [En - - - ExEr| = | A

b) A no es invertible.

Entonces A tampoco es invertible, porque si lo fuera, ‘A seria producto
de matrices elementales, en cuyo caso A seria el producto (en orden inverso)
de las traspuestas de esas matrices elementales, siendo por tanto invertible.

Si la matriz A no es invertible, por operaciones elementales se puede
reducir a una matriz escalo-nada E con la ultima fila de ceros, teniéndose
Ep---E1A = E, de donde A = Ek_1 . --El_lE, que podemos escribir de
manera genérica como A = Ej --- E1E, donde E] son matrices elementales.

Si en una matriz £ hay una fila de ceros, su nimero asociado es cero, ya
que multiplicando la fila de ceros por un numero distinto de cero, queda
la misma matriz; por lo que se verificaria debido a la propiedad 2), que
c|E| = |E|, cualquiera que sea ¢, lo cual implica |E| = 0, cuando ¢ # 1.

Ahora, en virtud de la proposicién 2, se tiene

Al = [BL|E]_ - BE| = BBy -+ | E||E] = 0

El mismo razonamiento para ‘A, puesto que no es invertible, nos da
"A| = 0, siendo, por tanto, también, ['A| = |A|.

Hagamos ahora dos observaciones:

Primera: hemos obtenido, si A es invertible, |E,,|---|E1| = |A| cuando
A=F, - F, es decir, el "niimero asociado” a A esta determinado por
las matrices elementales que llevan A a la identidad y es distinto de cero.

Segunda: como al trasponer una matriz, las columnas pasan a filas, las
propiedades a) b) ¢) enunciadas respecto a las filas de una matriz y sus
consecuencias son, analogamente ciertas respecto a las columnas en los
"numeros” que buscamos. En particular es cierta la

Proposicion 3. Si una matriz tiene una columna de ceros su "nimero
asociado” es cero.

Para la demostracion de la proposicion 3, tengamos en cuenta que se
puede ver que si una matriz tiene una fila de ceros su "numero asociado”
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es cero de manera similar a cémo hemos demostrado que el "nimero asoci-
ado” a una matriz escalonada con la iltima fila de ceros es cero. Entonces,
teniendo en cuenta el teorema 1 que pasa filas a columnas, queda estable-
cida la proposicién 3.

En virtud de estas propiedades, se puede hacer el desarrollo del ntimero

asociado a una matriz 2 x 2.
En efecto, por la propiedad b) respecto a columnas en matrices 2 x 2,
para una matriz 2 x 2, el determinante ha de ser:

a b a b 0 b a 0 a b 0 b 0 0
cd': 0d'+ cd|: Od‘—'_ oo'Jr c0|Jr cd‘:
debido a que el niimero es cero cuando hay una fila de ceros,
a 0 0 b 10 01 10 10
0d‘+|00':ad|0 1|+bc‘1 O‘:ad|0 1'—()0 0 1|:ad—cb

En cuanto a una matriz 3x 3, tendriamos (descomponiendo la 1 columna
en suma de tres columnas):

aj; a2 a3 aj; aj2 a3 0 a2 a3 0 app as
ao1 Q22 Q23 | = 0 agy ass |+ | asr az ass |+ 0 agp axs |=
az1 asy ass 0 asz ass 0 as ass asy asz ass

(descomponiendo las filas en sumas de tres filas):

aiq 0 0 0 a9 0 0 0 ais
= 0 a9 asz |+ |0 agp a3 |+ 0 ap ass |+
0 as ass 0 az ass 0 a3z ass
0 ap as 0 aip a3 0 a2 a3
+lasn O 0 +10 ayp O +10 O ass | +
0 as ass 0 az ass 0 azg ass
0 ap as 0 aip a3 0 a2 a3
0 ag ax |+|0 ax ax |+ |0 ap axs|=
asi 0 0 0 aso 0 0 O ass
(por la proposicién 3),
ap 0 0 0 ain a3 0 aip a3
= 0 ap ag|+|ayx 0 0 |4+] 0 ax as|=
0 a3 as3 0 as ass a3 0 O
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1 0 0 0 19 aA13 0 a12 Aa13
=a11| 0 ag agy |+ax|l 0 0 |+az|0 ax ax
0 a3g Qass 0 32 Aass 1 0 0

Observando ahora que

1 0 0 4 4
22 @923
=10 axn a3 |=
0 azz Aass
aszo as33

ya que estas dos matrices se escalonan o se transforman en la identidad
con matrices elementales andlogas de igual "nimero asociado”; que

0 a19 Q13 1 0 0
_ _ 12 13
1 0 0 =—10 aig aiz | = —
0 0 a3z 33
a3z 33 az2 a33
por la misma razon anterior, y que
0 12 Q13 0 19 Q13 1 0 0 a a
0 99 A93 | = — 1 0 0 =10 a9 a1z | = a12 CL13
1 0 0 0 929 A923 0 9292 A923 22 23
por la misma razén, podemos concluir que
a11 a2 Aas
_ 22 Aa23 a2 ais ai2 ais
21 G2 Q23 | = Q1] asi
a3z 33 a3z a33 22 (23

asr azz2 ass

Este proceso se puede hacer en cualquier dimensién y justifica nuestra
Definicién por induccion de los ”"ntimeros asociados” a las matrices que
vamos a llamar determinantes de dichas matrices.
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Definicion de los determinantes.

Dada una matriz cuadrada A, se representa por |A;;| el determinante
asociado a la submatriz de A, obtenida suprimiendo la fila i y la columna
j de A.

Con un proceso analogo al anterior, se llega a que, si cumple las propieda-
des a), b) y c¢) anteriores, desglosando la primera columna en suma de n
columnas y luego cada fila en suma de n filas, en virtud de la observacién
segunda posterior al teorema 1,

el determinante de una matriz n X n ha de ser:

|A|l = a1 A1 — an|An | + -+ + (—1)i+1a¢1|Az‘1! + -4 (_1)n+1an1|Anl|

que se llama desarollo del determinante por la primera columna.

También, desglosando la primera fila en suma de n filas y luego cada
columna en suma de n columnas, en virtud de la observacién segunda
posterior al teorema 1, ha de ser:

Al = ["A] = ann|An|—are| Ava|++ - 4+ (=1) ag | Ay |+ - 4(=1)"ag, | Ary|

que se llama desarollo del determinante por la primera fila.
Lo cual, puede obtenerse también del desarrollo del determinante por la
primera fila y el teorema 1: |A| = ['A].

Para dar completa validez a la definiciéon, comprobaremos que con ella
se verifican las propiedades 1), a) y b) enunciadas anteriormente. Una vez
comprobadas dichas propiedades para nuestra definiciéon, como la propiedad
1), junto con la propiedad a), implica la propiedad c), se tienen para dicha
definicién, las propiedades a), b) y ¢), que implican 1), 2) y 3), obteniendo

asi que la proposicién 2) es cierta para nuestra definicién: |F;A| = |E;||A]
donde E; es una matriz elemental y A es una matriz cualquiera; de donde,
también es cierto para nuestra definicion el teorema 1: |'A| = |A|, ya que

se puede repetir el proceso de su demostracién.

También el teorema 1. implica las propiedades a), b) y ¢) respecto a
columnas.
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Comprobacion de las propiedades.

Comprobemos ahora que con la definicion dada se cumplen las propiedades
requeridas al principio.

Recordemos las propiedades:

1) Si intercambiamos dos filas en una matriz su determinante cambia de
signo.

a) Si multiplicamos una fila de una matriz por una constante, el deter-
minante de la matriz queda multiplicado por esa constante.

b) Si descomponemos una fila de una matriz en suma de otras dos filas
el determinante de la matriz dada es la suma de los determinantes de las
dos matrices obtenidas sustituyendo en la matriz dada la fila considerada
por cada una de las filas sumandos.

c¢) El determinante de una matriz con filas proporcionales es cero.

En lugar de la propiedad c¢) podemos considerar la propiedad 1), ya que
ambas son equivalentes cuando a) y b) son ciertas. (Compruébese como
ejercicio).

La demostracién de las propiedades basicas puede hacerse por induccién
ya que asi se ha hecho la definicién.

Para un determinante de una matriz de orden 1, sélo tienen sentido las
propiedades a) y b), que son trivialmente ciertas.

Por eso comprobamos las tres propiedades 1), a), b) para determinantes
de matrices de orden 2 y luego demostramos que supuestas ciertas estas
propiedades para determinantes de orden n — 1, lo son para determinantes
de orden n.

Comprobamos en primer lugar la propiedad 1, porque permite transmitir
lo que probemos para la primera fila a las demas filas.

Probemos 1) en matrices 2 x 2:

Se reduce a comprobar que

a b|_ |cd
c d| a b
De la definiciéon se tiene:
CCLS =ad—cb gy ;Cé':cb—ad:—(ad—cb)

estando por tanto comprobado.
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Para comprobar la propiedad a), es suficiente comprobarla con la primera
fila, ya que por la propiedad 1), se trasmite a la segunda fila.
En efecto,
a b
c d

Vemos la propiedad b) en matrices 2 x 2, respecto a la primera fila,

ra rb

c d

':rad—crb:r(ad—cb):r

a v
c d

a b

a+ad b+V d)—i_

& d

= (a+d)d—c(b+b) = ad—cb+a'd—cb =

La propiedad comprobada se trasmite a la segunda fila, usando la propiedad

1).

Ahora, suponiendo que la propiedad 1) se verifica en determinantes de
matrices (n — 1) X (n — 1), vamos a comprobarla en determinantes de

matrices de orden n.
Primero, lo demostramos cuando el intercambio de filas se hace entre

dos filas sucesivas (laiy la i —1):

Por definicion,

ai ai2 Ain
a21 22 Aop
ai—11 Gj—12 Qi—1n | =
i1 a;2 Qip,
ani an2 Ann
a9 aon a2 aln
. ai—1,2 Ai—1,n a;—1,2 Ai—1,n
= ail — a2 +
;2 Qin a;2 Qin
an2 Ann an2 Ann
a2 a1n a1z aln
i a;—22 a;—2n i+1 a;—1,2 Qi—1,n
+(=1)"a;-11 (=1)"ai
;2 Qin, @j41,2 Ai+1,n
an2 Ann an2 Ann
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a12 a1n a12 a1n
Qj— Qj— Qj— a;—
T (_1)nan_171 i—1,2 i—1,n + (_1)nan,1 i—1,2 i—1,n
;2 2270
an—1,2 an—1,n
an,2 Gn.n (n—1,2 an—1,n
Por la hipotesis de induccién, estos sumandos son:
a22 A2n a12 ain
@2 Qin @2 Qin
=an | — ‘ . — a9 | — _ _
Ai—12 Ai—1,n Qi—1,2 Qi—1.n
Qn,2 An,n an2 Qpp,
ai2 a1in ai2 a1n
; a;j—22 a;—2 ; aj—1,2 a1,
—0—(—1)”161@;171 —| e +(=D'an | —| " e
a2 Qin Ai+1,2 Ai+1,n
n2 ann an?2 Gnn
a12 Q1n a2 a1n
a;—1,2 Ai—1,n n+1 a2 Ain
+(=1)"an-1,1 ’ T4 (=1 a1
(F1)"an-1, (=1) " ;1,2 i1,
an—1,2 (n—1,n e
an72 an7n an—l,? a’l’b—l,n
22 Q2p a12 Ain
;2 Qin @2 Qin
— | a1l — asi ’ . 4+ ..
aij—12 Ai—1n a;—12 Qi—1.n
an72 a/nan an2 ann
a9 ain aig Qin
; @12 ;-1 +1 ;22 a;—2
) 1 s 1 ,n 1 5 1 NG
— | (=D'an]| | ‘ + (=) i | |
Aj4+1,2 Qi+1,n 2 Qin
an?2 Qnn n2 Qnn
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a1 ay ai; a2 Ain
" a1 a22 A2n
n+1 079) Ain .
+o = ()" am | L 4 1., | = | en a2 Qin
o e Ai—1,1 Aj—1,2 Ai—1n
A Ay
n—1,2 n—1n U1 Ao .

Si las filas intercambiadas no son sucesivas, tenemos que darnos cuenta de
que el intercambio puede hacerse en dos etapas compuestas de intercambios
de filas sucesivas: intercambiar la fila ”i” y la fila ”j”, suponiendo que j > i,
es bajar la fila ”i” al sitio ”j”, para lo cual tenemos que saltar sucesivamente
sobre j—i filas y luego subir la fila ”j” (que ya ha quedado en el sitio 7 j —1”
al sitio ”i”, para lo cual tenemos que saltar sucesivamente otras j — 1 — ¢
filas. En total, hemos hecho 2(i — j) — 1 cambios de filas sucesivas, lo cual

se traduce en un cambio total de signo: (—1)20=9)-1 = 1,

Pasamos a demostrar la propiedad a) en determinantes de orden n,
suponiendo que es cierta para determinantes de orden n — 1:
Por definicion,

rai raig rain
as1 a9 Aon
aj—11 @j—1,2 Qi—1n | =
a1 a;2 Ain
an1 an?2 Ann
a22 Aon rais rain
a;—1.2 Ai—1n aj—12 - Qj—1n
ra _ . — a1 _ _ 4+t
a;9 Ain a;o v Ain
an?2 Ann an?2 Ann
rai2 raiy raig rain
j @j—2.2 A;—2.n i+1 aj—1,2 Ai—1.n
(—1)ZCL¢_171 (—1)Z+ a;1 + cee ‘I‘
;2 Qin Ai41,2 Ai1n
ano Ann an2 Ann
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(_1)n+1an1

raig

aj—12
;2

Ap—1,2

rain

Qi—1n
Ain

Ap—1n

Por la hipotesis de induccién, estos sumandos son:

rai

+(—1)i+1ai17”

22

aj—1,2
;2

an2

ari

(_1)i+1ai1

Q2n,
Aj—1,n
Qip,
Qnn
a12
Ai—1,2
@i41,2
an?2
a22
;—1,2
;2
an?2
a12
a;—1,2
;41,2
an2
r

ai2 Ain
B a/‘_2 2 a/<_2
N O D T s i=2n |
;2 Aijn
an2 Qpn
aln a2 aln
a;— a;— a;_
i—1,n 4t (—1)n+lfln17“ 1—1,2 i—1,n
Ai+1,n a2 Qin,
Gnn an—1,2 ap—1,n
a2n a2 Q1n
ai—1 i a;—2,2 a;—2
i—ln | . + (_1)1%7171 1—2, 1—2,n +
Qin a2 Qin
Ann an2 Qnn,
Q1n a2 Q1n
a;— a;— a;—
i—1,n 4o (_1)n+1an1 i—1,2 i—1,n
Qi+1n a2 Qin
Ann, an—1,2 an—1,n
ail ai12 A1n
a21 22 a2n,
aj—11 @j—1.2 Aj—1.n
a1 a;2 Ain
anl Ap2 Apn

111




Esta propiedad se trasmite a las demas filas usando la propiedad 1).

Para acabar, demostramos la propiedad b) en determinantes n X n,
suponiéndola cierta en determinantes (n — 1) x (n — 1):

(=1)

/ / /
ail +ay; a2 + ape aip, + ay, 99
a21 a9 Qo
/ Aj—1,2
ai—1.1 ;1,2 Ai—1.n = (a1 + ayy) a?’
1
a;1 a;o Ain
an2
an1 an2 Ann
/ / /
a12 + ajy ain +aq, a12 + ajy
ai—1,2 Ai—1n i a;i—2.2
—ap| ML P (g | B2
a Qin ' i
an?2 Ann an2
a1z + apy ain + aj,, a1z + ajy
; ai—1,2 ai—1 ai—12
H—lail 1—1, 1—1,n 4. '+(—1>n+1an1 1—1,
Qi+1,2 Ai+1n a2
an2 Qnn ap—1,2
Por la hipétesis de induccién, estos sumandos son:
a2 a2n a2 a2n
ai—1,2 Gi—1n ;| @i—1,2 Ai—1n
ail + a11
a;2 Ain a;2 Qin
an?2 Ann an2 Qnn
/ /
a2 Aln Q19 a1,
g aj—1,2 Ai—1n | o1 aj—1,2 Ai—1,n
a2 Qin a2 Qin
an2 Ann an2 Ann
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Ai—1n

/
ain + aq,

Ai—2.n

Ann
/
aip + ay,

Ai—1n

(n—1,n




a2 ain ayy ay,
; a;i—22 ;—2 ; @;—2.2 ;-2
44 (_1)1%_171 1—a2, 1—2,n + (—1)2(11'_1,1 1—2, 1—2,n ..
;2 Qin ;2 Qin
an2 Ann an?2 Ann
/ /
a2 ain apy al,
; a;—1,2 a;—1 ; ;—1,2 a;—1
+o (=) | T R (=) a | T
@i41,2 Ai4-1,n Ai41,2 Qi4+1,n
an2 Ann an2 QAnn,
/ /
a2 ain a12 aln
Qj— Qq— a;_ a;_
4 (_1)n+1an1 1—1,2 i—1,n + (_1)n+1an1 1—1,2 i—1,n
a;2 Qin ;2 Ain
an—1,2 an—1,n ap—1,2 ap—1,n
cogiendo los sumandos uno si, otro no:
/ / !/
ait a12 a1n ayy aq9 ayp
a21 @22 Q2n, a21 @22 Q2n,
= | ai-11 Aj-12 Ai—1p | T | Gi—1,1 QAj—1.2 Aj—1,n
41 079) Qin ;1 ;2 Qin
anl an2 Ann anl an2 Ann

Esta propiedad demostrada en la primera fila se trasmite a las demas
filas por la propiedad 1).

Como se ha dicho antes, ahora podriamos demostrar el Teorema 1 para
la definiciéon dada por induccidn.

Debido al Teorema 1 las propiedades comprobadas para las filas se tra-
ducen en propiedades analogas para las columnas.

Veamos ahora cémo dichas propiedades dan una relacién de los nimeros
buscados(determinantes), con la resolubilidad de sistemas de ecuaciones en
la Regla de Cramer:
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anr +apy =b
anx “+axy = by

Dado que la propiedad 1) implica que los determinantes de matrices con
filas iguales son nulos, se tiene:

ay; aip b as Gz by
a;p a2 by |=0=|a;; ap b
ag az be as a be

Por tanto, desarrollando por la primera fila, se tiene:

ai aiz by — 4y ayp by + b aip a2 —0
asy by asy by ag a2
y
ayz b a; b a1 ai12
a921 b — a9 b —|—b2 :0
aso 02 ao9 02 21 Q22

o equivalentemente, cambiando columnas en los primeros determinantes,
y cambiando los signos,

b1 a2 ap by _ | 1 a2
arl b + ajs b, | =01
2 422 agg 02 as1 G22
y
by a ay; by —} ailr a2
azn | ¢ + a9 b, | = 02
2 a2 a2 09 as1 Q22
habiéndose encontrado que
‘ by aj | ay by
a a by as azy bo
cuando ™20 20 los valores : x = Yy =
as1 a9 a1 Q12 ajp a2
as1 Q22 ao1 G22

satisfacen el sistema dado.
Lo analogo ocurre con los sistemas de n ecuaciones con n incognitas.
Podemos demostrar que la soluciéon considerada del sistema de ecua-

ciones lineales es Unica cuando el determinante de la matriz de los coefi-
cientes es distinto de cero. Llamando A a este determinante, como

1/ an —ap ain aiz \ _ (10
A\ —an an as1 92 01
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anr +apy =b
anx “+agy = by

(o) (5)=(

y
an®’ +apy =b | _ ( an an g\ _ (0
anx’ +agy =0by [ T \ aa axn y )\ 0
se tiene:
an a2 r—a
a1 22 y—y'
de donde
r—a _l Q22 —Qi12 a1l a2 x—:z:
y—y ) A\ —aan an o1 a22
_l a99 —ai12 0 0
A\ —a an 0 0
Ejercicios:

4.2.1. Calcular usando la definicién los determinantes de las matrices

numeéricas de los ejerciios 4.1.x y comprobar que son los mismos que halla-
dos anteriormente.

4.2.2. Calcular los determinantes de las matrices dadas a continuacion:

3 2 —6 —8 —1 —4
a)[1/7[ 6 =3 2 b1/ -4 4 7
2 6 3 1 8 —4

4.2.3.

a) Comprobar que la ecuacién de un plano que pasa por tres puntos no
alineados: (a1, as,as), (b1, b, bs), (c1, 2, c3) del espacio es

1 x 1 X9 I3
1 ay as as
1 by by b
1 C1 Cy C3

=0
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y hallar la ecuacién cartesiana del plano determinado por los puntos:
(1,2,1),(—1,3,0),(2,1,3).

b) Escribir la ecuacién de una recta del plano que pasa por los puntos
(a,b), (c,d) del plano y hallar la ecuacién cartesiana de la recta del plano
que pasa por los puntos (—1,—2),(2,2).

Caracterizacion de las matrices invertibles por su determinante.

Teorema 2. Una matriz es invertible si y sélo si su determinante es
distinto de cero.

Dedujimos en la segunda parte de la demostracion del teorema 1 que el
determinante de las matrices no invertibles es cero; (utilizando el teorema
2 del capitulo anterior).

Para ver que el determinante de las matrices invertibles es distinto de
cero, empecemos por las matrices elementales, que son invertibles, recor-
riendo sus distintos tipos. Se puede ver que sus determinantes son distintos
de cero. (Se hizo en la pagina 101).

Para verlo en el caso general, debido al teorema que establecié que una
matriz es invertible si y solo si es producto de matrices elementales, y a
la proposiciéon 2 de este capitulo, hacemos el siguiente razonamiento: Sea
A=FE,-E, - -E1=FE, - -FE,_1---E I, entonces es necesario, segun la
proposicién 2, que |A| =

= |En||Em-1- - E1|I| = |En||Em-1] - - - |E1] # 0 porque todos los deter-
minantes de matrices elementales son distintos de cero.

Podiamos haber dado la definicién de determinante de una matriz in-
vertible utilizando las matrices elementales en las que se descompone como
producto, pero se hubiera planteado el problema sobre si el ntimero aso-
ciado era independiente del camino por el que la matriz llega a la identi-
dad por transformaciones elementales. Este problema esta resuelto en la
definicién dada, ya que solo intervienen los niimeros de las entradas de la
matriz.

Determinante del producto.
Teorema 3: |AB| = |A||B| : El determinante del producto de dos
matrices es el producto de los determinantes de las matrices. De

donde se deduce que |[A7!| = 1/]A].

Demostracion del Teorema 3:
También ahora distinguimos dos casos:
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a) |A| # 0. Entonces, A es invertible y tenfamos en la proposicién 4 del
capitulo anterior:

A:EflEgl---E,gl-.-E;f

donde E; y E; ! son matrices elementales, (Estas Ey,--- , E,, son las
inversas de las del teorema 2 del capitulo anterior) de donde

Al = BV B B 1B
Por otra parte,
AB=FE/'Eyt B BB

y

[AB| = BBy - Bt BBl = [BUUIEY - B LB | B = |AJBI

b) |[A| = 0. Entonces, A no es invertible; al reducir A a una matriz
escalonada E, esta matriz escalonada tiene su tltima fila formada por ceros,
entonces,

A=E'E;' - E'E

y
AB=E{'E;'---E_'EB
donde la matriz EB tiene la tdltima fila de ceros, por tanto su determi-
nante es nulo y

[AB| = |ECY| By - Byt EB| = [ECH|EY - |BRY - [EB = 0= |A]| BI.

Hagamos aqui la observacion de que la tinica forma de definir el determi-
nante de la matriz identidad coherente con este teorema era darle el valor 1,
ya que si hubiera sido cero, no hubiera distinguido matrices invertibles de
matrices no invertibles y de no ser cero, |I| = |II| = |I||I| implica |I| = 1.

Ejercicios.

4.3.1.
a) Demostrar que una matriz triangular superior es invertible si y sélo
si todos los elementos de su diagonal son distintos de cero.

b) Demostrar el resultado andlogo para matrices triangulares inferiores.
4.3.2.
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a) Demostrar que una matriz antisimétrica de orden impar no puede ser
invertible.

b) Encontrar matrices antisimétricas de orden par que sean invertibles.

4.3.3. Calcular los determinantes:

1 1 1

X1 T2 I3

2 .2 .2
1 Ty Iy

1 1 1 1
T1 To T3 T4

2 2 2 2
r{ Ty TE T

3 .3 .3 .3
L1 Lo T3z Xy

Como un inciso, vamos a ver ahora como se hace en general el determi-
nante n X n:

1 1 1 cen 1

T ) xr3 7

2 2 2 2

A — Ly Lo T3 Ly
O 23 23 23

1 2 3 n
n—1 n—1 n—1 n—1

43 Lo L3 Ly,

que se llama determinante de Vandermonde.

Si dos de los z; son iguales, la matriz tiene dos columnas iguales y por
tanto su determinante es cero.

Suponemos ahora que todos los z; son distintos entre si.

Se reduce su tamano en uno restando a cada fila la anterior multiplicada
por x1 si 1 # 0. Si 1 = 0 se reduce el tamano en uno, desarrollando por
la primera columna y sacando x; de cada columna j. Entonces:

1 1 | 1
I I9 T3 ce In
vi a3 @i o
A,=| 3 x a3 - 2 | =
ng—Q x;L—Q xg—2 . xg—Q
I?_l x721—1 xg—l . ngl
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1 1 1 e 1

0 To — T T3 — T T, — T

0 ng(xz — 561) £U3<5133 — Il) s ZUn(IUn — 1’1)
= 0 23(wy—m) a3(xz—ax1) - 22(w, — 1)

0 o Nag—x1) 2§ Yoz —ap) -+ 2" Yo, —21)

0 ah 2wy —x1) 2§ a3z —a1) - 2" %2, —21)

Aqui, podemos prescindir de la primera columna y sacar en las columnas
restantes los factores: x9 — x1, 3 — x1, ---, x, — x1, quedando nuestro
determinante igual a

1 1 1

I9 T3 Ty,

2 2 2

_ . . . Lo T3 Ly,
A, = (29 —xq) (23 — 1) - -+ (T)y — 1) B o 2
FEE

que es del mismo tipo, donde repitiendo las operaciones con las filas, te-
nemos que es igual a

1 1
T3 Tn
3 2
(29 —@1) (w3 — 1) -+ (20 — 21) (3 — 22) -~ (20 —22) | 3 2=
3 n
xg—S xz—?)

i
L

<
I
_
~.
\Y
<

Ejercicios:

4.4.1.

a) Siendo ag + a1x + asx? + azx® = P(x) un polinomio de grado 3, hallar
sus coeficientes para que P(0) =2,P(1)=1,P(2)=—-1,P(3) =0

b) Demostrar que siempre se puede encontrar un polinomio de grado 3
que cumpla las condiciones {P(x;) = ¥;}ic(1,234}, cuando todos los {z;}
son distintos, cualesquiera que sean los {y;}.
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c¢) Generalizar el resultado b): dado un polinomio de grado n, y n + 1
parejas de puntos {(x;, ¥;)}ic1,2, nt1}, siempre se pueden encontrar los
coeficientes del polinomio de manera que P(z;) = y; si todos los {z;} son
distintos.

Obsérvese que la parte ¢) nos indica como hallar una funcién cuya gréafica
pase por n+ 1 puntos del plano siempre que no haya dos puntos en la misma
vertical.

Desarrollo del determinante por una fila cualquiera y por una
columna cualquiera:

La definicién de determinante se ha hecho por induccién utilizando la
primera columna. Como el determinante de la matriz es igual al de la
traspuesta por el teorema 1, obtenemos otra expresion trasponiendo la
matriz A y aplicando la definiciéon de determinante:

= Q11]A11| — A12|A12 —1) 15|15 —1)""a1,| A
A | A1 [Aa] + -+ (=1 ag | Ay + -+ (=1)" ag, | A

donde hemos cambiado el subindice i por j ya que j es el subindice utilizado
usualmente para columnas. Este es el desarrollo del determinante por la
primera fila.

Por otra parte, considerando que la fila i-ésima puede ser colocada en
la primera fila pasandola por encima de las i-1 anteriores, lo cual da en el
determinante de la matriz i-1 cambios de signo y por la férmula anterior,
tenemos:

Al = (1) Man] Air|—ai Aia|++ - -+ (1) ag| Agj |+ - A(=1)"ain| Ain])

= (=1)"an|An |+ (1) Pai| Aig + ..+ (1) aij | Aij| .4 (=1) i | A

Este es el desarrollo del determinante por cualquier fila.

Si queremos desarrollar ahora el determinante por cualquier columna,
utilizando el teorema 1, solo tenemos que trasponer la matriz y desarrollar
el determinante de la traspuesta por la fila correspondiente obteniendo:

Al =
= (=1) " ay | A+ (=1)Pag; | Agj |+ 4(=1) ag| Ay | +.. 4 (=1)"an;] Ay

Ejercicios:
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4.5.1. a) Obtener, en funcién de los determinantes de los menores diag-
onales de la matriz A,

ai — A aig a3
|A — >\I| = 91 QA99 — A a923
asi asy asz — A

(Indicacién: descomponer las filas en sumandos sin A y con \).

b) Aplicar la férmula a la obtencién de los siguientes determinantes:

1— A 2 1 2 1 —2
03—\ 1 13 -1 =2 —2 | =1
3 12—\ —2 2 -1

4.5.2. Encontrar los valores de a para que las siguientes matrices sean
invertibles.

a 1 1 -1 —1 1 -1 a a
a)l 1 a1 b) 1 4 —a c) a -1 a
01 a -1 a O a a —1

4.5.3. Dadas A, B y C, matrices cuadradas de orden n y
A C
p=(55)
a) Demostrar que |D| = |A||B| utilizando la descomposicion:
ACN (I, 0 A C
0 B ) 0 B 0 I,

b) Demostrar, utilizando una descomposicién similar, la misma igualdad,

|D| = |A|| B, en el caso:
A 0
p=(5)

Formula para la inversa:
Del desarrollo del determinante por una fila cualquiera teniamos

Al = (—1)"an | An|+(=1)Paz| Ap|+..4+(—1) P a| Aij |+ +(— 1) ain| As|
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que se puede expresar matricialmente asi:

( Z+1|A21‘ \

z+2|A

= (ailaaz’% tr Qs ,ain) (—1)i+j|Az‘j‘ N |A’

\ (1) A

Ahora vamos a hacer la siguiente observacion:

Si k # 1, la suma

S = (=) laplAa| + (=1)Page|Ain| + - + (=1 ag;|Ay| + -+ +
(—1)"*"ay,|Ain| corresponde al desarrollo del determinante de la matriz
obtenida cambianndo la fila i-ésima de A por la fila k-ésima y dejando esta
ultima igual, es por tanto, el desarrollo del determinante de una matriz que
tiene las filas i-ésima y k-ésima iguales, que es cero. Lo cual matricialmente
se puede escribir asi:

( z+1‘A21| \

( Z+2 |A22|

(ar1, aka, -+ agj, - agn) (_1)i+j|A,,‘ =0
ij

\ (=174 )

Por tanto tenemos en una sola expresion:

(an e ay o ay - aln\ ((_1)i4.rl‘AZ-1\\ / 0 \

Az 0 Qo ot Qi Gy (—1)”"'\Au-\ |’51‘
ap; - Ar; *++ Ak -+ Qkn (_1)Z+]|Alk‘ :

L o e am o am ) \(c1ian )\ 0

Después, haciendo variar en la columna anterior el subindice i, tenemos:
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Aul D A DR A P Aal )
(1) Ay] | Asi DDA T ()M A
A : : : : : : :
(DR AR 5 (1) Ay | A D) Ay
(—1)" A, | Ain| DDA, | Ann|
( Al 0 o oo 0 -0 0 \
0 -~ JAl 0 0 -+ 0
0 --- 0 - |4 - 0
0 & eee e e D
\ 0 --- 0 - 0 - |A )
Ademas, del desarrollo del determinante por una columna, teniamos:
Al =

= (=1) " ay | A+ (=1)Pag; | Agj |+ 4 (= 1) ag| Ay |+..4(=1) " an ] Ay

que matricialmente se escribe asi:
(o)

CLQj

(1) Ay (=172 Agyl -+ (=) g Ayl - - (1) | Apy)) E = |A|

CLZ']'

\ anj }

También ocurre que si k # j, o
0 = (=1 aw|Ay| + (=1)Pag| Ay + -+ + (1) Ayj| + - +

(—1)*"a,k|Anj| ya que es el determinante de la matriz obtenida de A
sustituyendo la columna j-ésima por la coluna k-ésima, (tiene dos columnas
iguales), que matricialmente se escribe ast:

aik

[ o)

((~1)7 Ay, (~1)72 Ay (~ 1) Ayl - (-4 | | =0

Ak

\a;k)
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y globalmente para todas las columnas se expresa:

| A1 D=1 AR P (DR A | A
(=1)7 Ay | Ajjl PR AR P (=) Ayl
: : : : : : : A
(“DF YAy P (=1)IR| Ayl | Ak D=1 R A
\ O™ A Al (DR Al P A
Al 0 oo oo 0 - 0 \
0o - .- 0
0 - JAl 0 0 - 0
= = |A|I.
0 0 A 0
0 ° cei e . 0
\ 0 - 0 - 0 - |A

Entonces, de estas igualdades, tenemos que llamando matriz cofactor de
A acof(A) = (cof(a;;)) = ((—1)"*7|A;|) se verifica:

A-Teof(A) = |A|I, ‘cof (A) - A= |A|l
de donde para la inversa de una matriz con determinante distinto de cero:

A ="eof(A)/|A

que sera inversa a la derecha y a la izquierda, y por tanto tnica.
Ejercicios:

4.6.1. Utilizando las matrices de cofactores, hallar las inversas de las
matrices del ejercicio 3.4.1. que sean invertibles. Comprobar los resultados
obtenidos utilizando el método de Gauss para calcular la inversa.

4.6.2. Mostrar, usando la férmula de la inversa, que cuando una ma-
triz es invertible, la traspuesta de la inversa coincide con la inversa de la
traspuesta.

4.6.3. Mostrar, usando la férmula de la inversa, que la matriz inversa de
una matriz triangular superior invertible es también triangular superior. Y
que lo analogo ocurre para matrices triangulares inferiores.
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Regla de Cramer.

Sea AX = b un sistema de ecuaciones, escrito de manera resumida,
donde A es la matriz de los coeficientes de las incdgnitas, X es la columna
de las incognitas, y b es la columna de términos independientes; si A es una
matriz invertible, multiplicando por la inversa de A a la izquierda, tenemos
X = A~'b, donde utilizando la férmula anterior para la inversa, tenemos:

1
X = —=(cof(A))b
Al
que desarrollada incégnita a incégnita da la regla de Cramer. Para cada
incégnita x;, que es una fila de la matriz X, tenemos:

_ L
|A]

donde la expresion del paréntesis es el desarrollo por la columna i-ésima
del determinante de la matriz obtenida de A (la matriz de los coeficientes)
cambiando su columna i-ésima por la columna de los términos independi-
entes.

Ejercicios:

((‘Diﬂfhz‘bl + (_1)i+2A2ib2 +oe T+ (_1)i+nAm'bn)

X

4.7.1. Utilizar la regla de Cramer para resolver los siguientes sistemas
de ecuaciones:

r 2y —2z= 7 2v 43y —5z—2= 0
a) 22 +y +z= 6 » b) 3z —y +2z24+1= 0
r -y +3z= -1 or +4y —6z—3= 0

2 +y 44z 48t = -1
) r +3y —6z +2t= 3
) 3z —2y +22 —2t= 8
20—y +2z = 4

Se pueden comprobar los resultados obtenidos sustituyendo en las ecua-

ciones del sistema o aplicando el método de Gauss.
Sol: a) (5/3,8/3,0) b) (—=1/5,14/5,6/5), ¢)(2,—3,—-3/2,1/2).

Volviendo a los sistemas de ecuaciones, para los que hemos encontrado
la regla de Cramer cuando A es invertible, podemos demostrar que X =
A~1b, es solucién tnica, ya que si hubiera dos soluciones X y X’ para las
incégnitas, de las igualdades AX = b = AX' se tiene A(X — X') = 0 de
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donde multiplicando por la izquierda por A~! tenemos X — X' = A~10 = 0,
es decir, X = X',

La unicidad de la solucién de los sistemas AX=Db se puede reducir a la unicidad de
solucién del sistema AX=0, ya que éste es un caso particular de los anteriores. Si hay dos
soluciones distintas de AX=b para algtin b, la diferencia (distinta de cero), es solucién no
nula de AX=0.

(Un sistema de la forma AX=0 se llama sistema homogéneo y dado un sistema de la
forma AX=Db, al sistema AX=0 se le llama sistema homogéneo asociado al sistema dado.)

Se nos plantea la pregunta sobre qué podemos decir de los sistemas

AX = b cuando A es una matriz no invertible e incluso cuando A no es
una matriz cuadrada.
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Teorema de Rouché-Frobenius.

Cuando A no es invertible (p. €j. si no es cuadrada) en el capitulo
primero hemos enunciado el Teorema de Rouché-Frobenius relativo a los
escalones de las matrices escalonadas a las que quedan reducidas A y Alb.

Ahora vamos a

expresar numéricamente el teorema de Rouché-Frobenius con

la definiciéon de rango de una matriz, por medio de determinantes de
submatrices suyas.

Para expresar numéricamente este teorema definiremos el rango de una
matriz no necesariamente cuadrada como el maximo de los 6rdenes de las
submatrices cuadradas de A con determinante distinto de cero.

Recordemos que, denotando por FE(A|b) la matriz escalonada que se
puede obtener de la matriz ampliada del sistema y por E(A) la matriz
escalonada a la que queda reducida A, el teorema de Rouché-Frobenius
enunciado relativo a los escalones de las matrices escalonadas a que se
pueden reducir la matriz de los coeficientes del sistema y la matriz ampliada
era:

El sistema es incompatible si el niimero de escalones de F(A|b) (o ntimero
de filas no nulas de F(A|b)) es distinto del nimero de escalones de E(A)
(o ntimero de filas no nulas de E(A)).

El sistema es compatible si los dos niimeros anteriores son iguales, siendo
compatible determinado si todos los escalones de E(A) son de longitud una
columna y siendo compatible indeterminado si hay algin escalén en E(A)
de mas de una columna. En el primer caso el nimero de escalones de
las dos matrices escalonadas o ntmero de filas no nulas coincide con el
nuimero de columnas, es decir, con el nimero de incognitas; En el segundo
caso el numero de filas no nulas de las dos matrices escalonadas anteriores
es menor que el ndmero de columnas o incégnitas.

Veamos cual es el rango de una matriz escalonada. En una matriz
escalonada, cada fila distinta de cero determina un escalén. Al ndmero
distinto de cero del angulo en el escalon se le llama pivote. Cada fila dis-
tinta de cero determina un pivote y reciprocamente cada pivote pertenece a
una fila distinta de cero. También cada pivote determina una columna con
ese pivote; entonces, si en la submatriz formada por las columnas que tienen
pivote, suprimimos las filas nulas, obtenemos una submatriz cuadrada, ya
que tiene tantas filas y tantas columnas como pivotes. Ademaéds es una ma-
triz triangular superior (de orden igual al nimero de filas no nulas de la
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matriz escalonada o nimero de escalones), cuyos elementos en la diagonal
son los pivotes, todos distintos de cero; por tanto su determinante es no
nulo. De ello se deduce que el rango de una matriz escalonada es mayor o
igual que su nimero de filas no nulas, pero una submatriz de mayor orden
tendria que incluir filas nulas, y su determinante seria nulo, por lo que el
rango de una matriz escalonada coincide con el nimero de sus filas no nulas
o numero de escalones.

Asi, podemos dar un primer paso y enunciar el teorema de Rouché-
Frobenius diciendo que el sistema es incompatible cuando los ran-
gos de las matrices escalonadas a las que se reducen la matriz de los
coeficientes del sistema y la matriz ampliada son distintos. Y que
es compatible determinado cuando ademas de ser los dos rangos
iguales, lo son al nimero de incégnitas, siendo en otro caso inde-
terminado.

Si ahora comprobamos que el rango de una matriz es invariante por ope-
raciones elementales, podemos suprimir en el enunciado anterior la frase:
”las matrices escalonadas a las que se reducen”; quedando el teorema de
Rouché-Frobenius antes escrito en letra negrita en su enunciado clésico.

Invariancia del rango por transformaciones elementales.

En efecto, vamos a ver que se conserva el orden de las submatrices con
determinante distinto de cero, y por tanto su maximo, al realizar cada uno
de los tipos de operaciones elementales. Para ello vemos que si hay un
menor de un determinado orden distinto de cero en la matriz que resulta
de una dada por una transformacion elemental hay otro menor del mismo

orden, distinto de cero (que puede coincidir con el primero) en la matriz
dada.

1.) Hagamos en una matriz un intercambio de filas.

Si en la matriz resultante hay un menor distinto de cero, es decir, una
submatriz de determinante no nulo, puede ocurrir que no interseque las
filas intercambiadas, en cuyo caso aparece tal cual en la primera matriz y
su determinante es el mismo.

O que contenga a las dos filas intercambiadas, en cuyo caso haciendo
el cambio de filas inverso en la submatriz obtenemos otra submatriz de
la matriz dada con determinante cambiado de signo respecto a la primera
submatriz considerada, pero también distinto de cero.

O que contenga sélo una fila de las intercambiadas y en este caso per-
mutando esta fila con las otras para intercalarla en el lugar en que aparecia
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en la matriz dada obtenemos una submatriz de la primera matriz en la
que aparece el trozo correspondiente de la fila de la que provenia siendo
su determinante igual o cambiado de signo respecto al menor considerado,
pero siempre distinto de cero. Luego el orden de los menores distintos de
cero se conserva en el primer tipo de operaciones elementales.

2.) Multipliquemos una fila por un nidmero distinto de cero.

Dado un menor distinto de cero en la matriz modificada, es decir, una
submatriz con determinante distinto de cero, si esta submatriz no interseca
la fila multiplicada, aparece tal cual en la matriz dada y si aparece la fila
multiplicada su determinante es un muiltiplo distinto de cero del determi-
nante de la submatriz de las mismas filas y las mismas columnas en la
matriz dada, que por tanto ha de ser también distinto de cero. Entonces,
el orden de los menores distintos de cero se conserva por el segundo tipo
de operaciones elementales.

3.) Sumemos a una fila otra fila multiplicada por un nimero.

Un menor distinto de cero de la matriz resultante puede ser el deter-
minante de una submatriz que no contenga la fila modificada y entonces
aparece tal cual en la primera matriz, siendo ya antes distinto de cero.

Si la submatriz contiene la fila modificada y la fila sumada, su determi-
nante es igual al de la submatriz de las mismas columnas y andalogas filas
en la matriz dada, que por tanto era distinto de cero.

Si la submatriz contiene la fila modificada pero no la sumada, descom-
ponemos su determinante en la suma de los dos determinantes de las
dos submatrices formadas, primero, por las mismas columnas y las filas
analogas de la primera matriz y segundo por la submatriz obtenida de ésta
sustituyendo la fila modificada por la sumada multiplicada por el niimero.

Si la submatriz primer sumando tiene determinante no nulo, se ha con-
servado el orden de los menores no nulos; si este ultimo determinante es
nulo, el otro determinante sumando ha de ser no nulo, pero el otro es
multiplo de un menor del mismo orden en la matriz dada (aunque con filas
permutadas), que ha de ser de valor no nulo, por lo que también queda
igual el orden de los menores distintos de cero.

De aqui se deduce que el rango de la matriz modificada por operaciones
elementales es menor o igual que el rango de la matriz dada. Como la
matriz dada también se obtiene de la matriz modificada por las operaciones
elementales inversas, tenemos que los dos rangos son iguales.

Con esto queda establecido el teorema de Rouché-Frobenius en la
version de rangos.
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Apliquemos ahora el teorema de Rouché-Frobenius al sistema AX=b cuando A es una
matriz cuadrada invertible de orden n. Como |A| # 0 tenemos el rango de A igual a n
y como A es una submatriz de A|b, el rango de A|b es mayor o igual que el de A, pero
también es siempre menor o igual al nimero de sus filas, que es n, por tanto coinciden el
rango de A y el de A|b. Entonces, el sistema es compatible. También tenemos que estos
rangos son iguales a n, que es el nimero de incégnitas, por tanto la solucién es unica,
cualquiera que sea b (los términos independientes).

Si la solucion del sistema es tnica para todo b, también lo es cuando b = 0. Entonces
A es invertible porque si A no fuera invertible, seria |[A| = 0 por lo que al ser A cuadrada,
tendriamos que el mayor orden de los menores distintos de cero es menor que n por lo
que el rango de A seria menor que n, pero al ser igual al rango de A|0, porque una
columna de ceros no aumenta el orden de los menores distintos de cero, segtin el Teorema
de Rouché-Frobenius, el sistema seria compatible indeterminado, por tanto, la solucién
no seria unicamente la trivial segiin habiamos supuesto.

Con los mismos razonamientos también se puede demostrar el

Teorema 4: Dada una matriz cuadrada A, A es invertible si y
solo si el sistema AX=0 tiene tinicamente la solucién trivial.

Este teorema se sigue de la equivalencia entre la unicidad de la solucién
del sistema AX=0 y la del sistema AX=b, cualquiera que sea b.

Ejercicios:
4.8.1. Estudiar la compatibilidad y determinacién de los sistemas si-

guientes aplicando el teorema de Rouché-Frobenius segin el calculo del
rango de las matrices correspondientes a los sistemas siguientes:

Ty +2x9 —x3= 1 201 +x9= 5 r1 —3xy Hx3= 2
Ty +IT3 = 2 I —T9 = 1 3561 —8372 +2.§(33 = 2
I —|—3$2 =3 I +2$2 =0 2$1 —51‘2 -I-(Eg =3

4.8.2. Hallar los valores de a para que los sistemas

ar +y 4z =1 —r +ay +az =0
r 4ay +z =1 ar —Y +az =
r 4y +az =1 ar +ay —z =0
(a+1)x +y +2z = -2
2 +y +a+1)z =
x +(a+ 1)y +2z = -2

sean compatibles indeterminados.
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4.8.3. Estudiar los valores de a y b que hacen compatibles los sistemas:

br —ay —az —at= a

br —ay —az =a
—bx —az —at= a

—bx —az =a
—bxr —by —at = a

—bxr —by =a
br —b by — b —bx —by —bz = a
y —bx —by —bz —bt= b

131



Producto Vectorial.

El producto vectorial de dos vectores a = (aq,as,a3), b = (by, be, b3) se
escribe simbdlicamente asi:
i gk
axXb=1|a ay az
by by b3

lo cual representa el vector de coordenadas:

< )-

donde 7, j y k son los vectores unitarios en la direccion de los ejes coorde-
nados.

Este vector tiene las siguientes caracteristicas:

1) Es perpendicular a cada uno de los vectores (a1, as, az) y (b1, b, b3) de
los que es producto.

2) Su médulo es igual al drea del paralelogramo que tiene por lados los
vectores factores.

3) Su sentido es el de avance de un sacacorchos que gira desde la recta
engendrada por el vector primer factor hacia la recta engendrada por el
vector segundo factor.

as as
by b3

ap as
by b3

ap ag

by by

as as
by b3

ap as
by b3

ap ag
by by

Y

+k

Y

Demostraciéon de la propiedad 1): Veamos que ||al|||b||cosa = a1b1 +
asbs + agbs, donde « es el angulo que forman los dos vectores a y b.
En efecto, segtn el dibujo,
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16— al|* = (|[b]|senc)® + (|[b]|cosa — ||al|)? =
= ||b||*sen’a + ||b]|*cos*a + ||a||* — 2||al|||b||cosa =
= [|1b]I* + llall* — 2[|all]|b]|cosc.

Desarrollando ahora los términos iniciales y finales de la desigualdad
anterior,

(by — a1)2 + (by — a2)2 + (as —63)2 = b%+b§+b§+a%+a%+a§ — 2||all]|b||cosca

donde desarrollando de nuevo, los cuadrados del primer miembro y simplifi-
cando, llegamos a la igualdad deseada en 1. (Compruébese como ejercicio.)

De aqui se deduce que dos vectores son perpendiculares si y sélo si la
suma de los productos de las coordenadas del mismo indice es cero. Esta
suma de productos de coordenadas para los vectores a y a X b es el deter-
minante de una matriz que tiene dos filas formadas por las coordenadas de
a y otra fila formada por las coordenadas de b, siendo por tanto cero. Lo
analogo ocurre para los vectores b y a X b. Por lo que los vectores a y b son
perpendiculares al vector a x b.

Las aplicaciones del producto vectorial en matematicas son numerosas:
(ademads de ser usado en fisica.):
a) Dada una recta como interseccién de dos planos:

Ar+By+Cz= D
Ar+By+Cz= D

ya que sabemos que dos vectores perpendiculares a dichos planos son cor-
respondientemente: (A, B,C) y (A, B',C"), y que por tanto, son perpen-
diculares a la recta, el producto vectorial de estos vectores es un vector en
la direccion de la recta.

b) Dada una curva como interseccién de superficies, el vector tangente
a la curva en un punto es la interseccion de los planos tangentes a las
superficies en ese punto y puede hallarse utilizando el resultado anterior.

Ejercicios:

4.9.1. Hallar el vector de direccién de la recta de R? dada por las ecua-
ciones:

2r+y+22= 0
r+2y+z2= 0
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4.9.2. Hallar la recta perpendicular comin a las dos rectas determinadas
por las dos parejas de puntos: {(3,1,0),(1,1,3)} y {(0,1,0),(—1,0,0)}.

Demostracién de la propiedad 2): Para probar que el médulo del pro-
ducto vectorial a x b es igual al area del paralelogramo de lados a y b
tenemos en cuenta que

(Ar(a,b))* = [lal*|[bl*sen®a = [lal[*[[b]I*(1 — cos®a) =
= llalP*1olI* = llall*[o]*cos” o =
= (ai + a3 + a3) (b + b3 + 05) — (Jla][|bllcosar)” =
= (a3 + a3 + a3)(b] + b5 4 b3) — (a1by + agby + azbs)? =
0 as |? 2 2
by b3

férmula muy 1til en R?, donde es laborioso el calculo directo de la altura
de un paralelogramo o de un triangulo.

ap as
by b3

ap ag
by by

Consecuencia de ello es que si el producto vectorial de dos vectores es
cero, uno de los dos es multiplo del otro. (O sea que estan en la misma
recta). Al ser nula el drea del paralelogramo subtendido por ellos.

Ejercicios:

4.10.1. Comprobar que el area del cuadrado que tiene tres vértices en los
puntos {(1, 1), (2, 1), (1,2)} del plano, hallada haciendo el producto de base
por altura es la misma que el area hallada usando el producto vectorial.

4.10.2. Hallar el area de un paralelogramo que tiene tres vértices en los
puntos:

a) (1,1),(2,3),(3,4)}.
b) {(0.1,0). (1,2,1),(1,1,1)}.

4.10.3. Hallar el area del cuadrilatero de vértices:

{<_27 0)7 (_17 _2)7 (27 1)7 (07 3)}

La propiedad 3) se demuestra al final del capitulo de movimientos (Vol
2), utilizando mas conocimientos del curso.

Otras propiedades interesantes son:
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Propiedad 4). Se puede expresar el volumen de un paralelepipedo cuyos
lados son tres vectores como un determinante cuyas filas son las coorde-
nadas de los vectores y que se llama producto mixto de los tres vectores.

Su demostracién se hace utilizando el producto vectorial. Veamoslo: Si
a, by c son tres vectores no coplanarios, considerando que a y b determinan
la base del paralelepipedo, el volumen es el producto del area de la base
por la altura.

axbﬁ -
\
p(c) y |
b
|
a

El drea de la base es el médulo del producto vectorial ||a x b||. La altura
es el médulo de la proyeccién p(c) del vector ¢ sobre la perpendicular al
plano engendrado por a y b (a X b):

c-(axb) c-(axb)
lellllax bl llax b

p(c) = lcllcosang(c, a x b) = |||

resultando

Vol(paralpedo)(a, b, c) = |la X b||(c- (a x b)/|la x b]|) =c- (a xb) =

as as
by b3

a a

3 a1 a2
C

C1 Co C3 ay a2 as
=|ay ax a3 |=|0b; by b3
bl bg bg C1 Cy C3

Del volumen del paralelepipedo se deduce el volumen de un prisma trian-
gular como la mitad del volumen del paralelepipedo y el volumen de una
pirdmide como el tercio del volumen del prisma. Veanse los dibujos si-
guientes:
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Ejercicios:

4.11.1. Hallar el volumen de un paralelepipedo que

a) Tiene como aristas los vectores: {(1,2,—1),(0,1,2),(1,2,—3)}.

b) Un vértice es uno de los puntos: {(1,0,1),(1,1,2),(1,1,1),(2,0,2)} y
los otros tres puntos anteriores restantes son adyacentes al vértice escogido.

4.11.2. Hallar el volumen de un prisma triangular con una base determi-
nada por los puntos: {(1,0,1),(0,1,1)(1,1,0)} y con un vértice de la base
opuesta en (1,1,1)).

4.11.3. Los cuatro puntos {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0)(0,0,1)} determinan
un tetraedro. Hallar:

a) Su volumen.

b) El drea A de la cara que no esta contenida en ningin plano coorde-
nado.

¢) Su altura h referida a esta cara.

d) Comprobar que el volumen obtenido utilizando determinantes es igual
al volumen obtenido por la féormula: V = 1/3(A x h).

4.11.4. Los cuatro puntos {(3,1,0),(2,0,0), (0,1,0)(1,1,3)} determinan
un tetraedro. Hallar la altura del vértice (3,1,0) respecto al drea de la cara
de vértices {(2,0,0), (0,1,0)(1,1,3)} utilizando el producto vectorial y los
determinantes.

Propiedad 5). El producto vectorial se usa para calcular el vector normal
(perpendicular) a una superficie en un punto y por ello, para calcular las
integrales en superficies, entre ellas, las areas de las superficies curvadas.

Para ello es necesario saber cual es la relacién entre las areas de distintos
paralelogramos de lados conocidos, contenidos en el mismo plano, cuando
sabemos la relacién entre los lados. Esta relacién se usa al hacer cambios
de coordenadas en las integrales.

Es suficiente ver dicha relacion para vectores del plano coordenado z = 0,
lo cual no restringe la generalidad: dadas dos parejas de vectores {a, b} y
{u,v} del plano donde u = cya + ¢2b, v = dya + dab se cumple:

. C1 d1
Ar(u,v) = ‘ e do ‘Ar(a,b)
Demostracién: observemos que si a = (a1, a2,0) y b = (by,b9,0), la

férmula del area como el modulo del producto vectorial da
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ap a9
by by

Ya que es u = (uj,us) = (c1a1 + b1, cra9 + cobo) y v = (v1,v9) =
(dyay + daby, dras + dabs),

Uy Ug
V1 V2

Ar(a,b) =

-

c1a1 + Cgbl C10a9 + CQbQ

AT(U,”U) - | d1a1 + dzbl dlaz + dzbg -
ai a9 C1 C9 ap a9 . C1 d1
G ) G-l a e sl=11s & e

Esta relacion se usa al hacer cambios de coordenadas en las integrales.
Cuando se vea el cambio de base entre espacios vectoriales se podra obser-
var que el determinante que relaciona las dos areas es el determinante de
cambio de base entre la base {a, b} y la base {c,d}.
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ESPACIOS VECTORIALES.

Introduccién.

Consideremos el plano. Fijado un origen O y dado un punto P, uniendo
el origen con ese punto por el camino mas corto obtenemos un segmento
orientado que se llama vector.

Los vectores que empiezan en el mismo origen se pueden sumar dando
otro vector con el mismo origen y se pueden multiplicar por un nimero real
dando otro vector con el mismo origen: dos vectores dados se suman por
la regla del paralelogramo: trazando por el extremo del primer vector otro
vector paralelo al vector que queremos sumar y considerando el extremo
de este ultimo como el extremo de la suma. Respecto a la suma son un
grupo conmutativo y la otra operacion, que se llama operacién externa,
es distributiva respecto a la suma de vectores y a la suma de nimeros, es
asociativa respecto al producto de niimeros y el producto de 1 por cualquier
vector v deja invariante a este v. Toda esta estructura recibe el nombre de
espacio vectorial real.

Por otra parte, en el plano podemos trazar dos rectas perpendiculares
pasando por el origen, (normalmente, una horizontal y otra vertical), lla-
marlas ejes y llamar origen al punto en que se encuentran. También pode-
mos fijar un segmento como unidad de medida. A este conjunto de ele-
mentos lo llamamos sistema de referencia.

Trazando dos rectas paralelas a los ejes por el extremo de un vector
que empiece en el origen obtenemos sobre los ejes, segmentos que medidos
con la unidad fijada dan dos nuimeros llamados coordenadas del vector o
del punto extremo del vector. Asi hemos establecido otra correspondencia
biyectiva entre los puntos del plano y las parejas de niimeros reales, es
decir, entre los puntos del plano y R x R = R?.
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Es de observar que las coordenadas del vector suma de dos vectores
dados, son la suma de las coordenadas de los vectores sumandos.

(21 + Y1, T2 + y2)

También al multiplicar un vector del plano por un nimero real obten-
emos un vector de su misma direccién y de longitud la que tenia el vector
multiplicada por el nimero, (si el nimero es negativo cambia de sentido),
quedando las coordenadas del vector multiplicadas por el nimero.

Como las operaciones de los vectores se trasmiten a las operaciones de
R x R al coger coordenadas de los vectores, la estructura de R x R debida
a la suma y a la operacion de multiplicacion por un nimero real, se llama
espacio vectorial real.

Podemos hacer lo andlogo en el espacio trazando tres rectas perpen-
diculares dos a dos que se cortan en un punto del espacio llamado origen:
asociar a cada punto un vector que empiece en el origen y fijada una unidad
de medida, asociar a cada punto tres coordenadas.

En el espacio podemos sumar por la regla del paralelogramo y multiplicar
un vector por un numero, lo cual estd en correspondencia con las dos
operaciones en las ternas de nimeros reales (R = R x R x R): suma y
multiplicacién por un numero real. La suma es una operacién interna. La
multiplicacién por un nimero real es una operaciéon externa. Estas dos
operaciones tienen las mismas propiedades que las operaciones analogas de
R?, por eso R? también tiene estructura de espacio vectorial real.
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La estructura de estos conjuntos con estas operaciones puede encontrarse
también en otros conjuntos utilizados en Geometria y en Anélisis y por ello
se estudia de manera abstracta para poder aplicar sus resultados a todos
los conjuntos con la misma estructura.

Ademas, la introduccién del concepto de dimensiéon en los espacios vec-
toriales permite comparar los conjuntos de soluciones de distintos sistemas
de ecuaciones y determinar cuando son coincidentes. También se puede
simplificar el calculo del rango de una matriz sin tener que calcular todos
sus menores utilizando el concepto de dimension.

En un espacio vectorial genérico, la operacién externa esta definida por
los elementos de un cuerpo. Por eso, antes de definir un espacio vectorial
necesitamos la definicion de cuerpo:

Pasamos ahora a una descripcién precisa.

Cuerpo. Propiedades.

Definicion 1: Cuerpo es un conjunto con dos operacioénes internas que
llamamos suma y producto con las siguientes propiedades:
1) La suma es:
a) Asociativa.
b) Tiene elemento neutro (cero).
c¢) Todo elemento tiene elemento opuesto.
d) Conmutativa.
2) El producto es:
) Asociativo.
) Tiene elemento neutro (unidad).
7v) Todo elemento distinto del elemento neutro de la suma tiene elemento
inverso (opuesto respecto a la multiplicacion).
9) El producto es distributivo respecto a la suma (a los dos lados).

«

Si el producto es conmutativo, el cuerpo se llama cuerpo conmutativo.
Los cuerpos utilizados para los espacios vectoriales son cuerpos conmuta-
tivos. Por eso en nuestros cuerpos también se da la propiedad:

v) Conmutativo.

La existencia de la suma con las propiedades a), b), ¢) configura al
conjunto K en grupo aditivo. La propiedad d) lo hace ademés grupo aditivo
conmutativo.

Otra operacién llamada multiplicacién o producto, estructura a K —{0},
en un grupo multiplicativo.
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El conjunto de los niimeros reales es un cuerpo, que denotamos por R.
También el conjunto de los nimeros complejos, que denotamos por C' es
un cuerpo y el conjunto de los ntimeros racionales, que denotamos por Q).

Estamos tan acostumbrados a que el producto del cero por cualquier
otro elemento sea cero que podemos pensar que este resultado es evidente,
pero no lo es a partir de los axiomas establecidos en la definicién de cuerpo.

Denotando por e al elemento neutro de la suma para que deje de parecer
tan trivial, vamos a establecer:

e-xr=e Vre K

En efecto:

e-x=(et+e)-x=e-x+e-x

Sumando ahora a los dos miembros de esta igualdad el elemento x' op-
uesto de ex, tenemos:
e=2'+e-x=a'4e-x+e-x=e+e-x=c-xesdecir,e=ce- 1.

Otras propiedades interesantes son:

El elemento neutro de un grupo es inico: Suponiendo la existencia de dos
elementos neutros e y €, llegamos a su igualdad: tendriamos e = e+¢’ = ¢'.

De aqui tenemos la unicidad no soélo del elemento neutro de la suma sino
también la unicidad del elemento neutro de la multiplicaciéon sin mas que
cambiar el signo + por el signo -. Usualmente, representaremos por 1 el
elemento neutro de la multiplicacién.

El elemento opuesto de uno dado x de un grupo es tnico: suponiendo la
existencia de dos elementos opuestos ' y 2" de x, tenemos:

r=x4+e=2+(x+2")=E' +2)+2" =e+2" =2".

Propiedad importante es que A\ = e implica A\ = e 6 Ay = e.
En efecto: si Ay # e, A9 tiene un inverso respecto a la multiplicacion.
Sea A, ! este inverso, entonces, segiin las propiedades anteriores,

e=eX' = (M)A = () = AL
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Espacio Vectorial.

Definicion 2: Un conjunto V es un Espacio Vectorial sobre un cuerpo K
si

1) Esta dotado de una operacién interna llamada suma respecto de la
cual es grupo conmutativo.

2) Tiene una multiplicacién externa por los elementos de un cuerpo K,
es decir, existe una aplicaciéon del conjunto K x V' — V que asocia a cada
par (\,v) el elemento denotado por Av con las siguientes propiedades:

a) A(v1 + v2) = Avy + Avg. (Distributividad respecto a la suma de V).

b) (A1 + A2)v = A\jv + Agu. (Distributividad respecto a la suma en K).

¢) (AM1A2)v = A\ (Av). (Asociatividad mixta).

d) 1v = v donde 1 es el elemento neutro del cuerpo para la multiplicacién
y v es cualquier vector de v.

El espacio vectorial se representa por Vi.

En los espacios vectoriales se verifica, si e es el elemento neutro del
cuerpo, que e - v = 0 para cada vector v del espacio. Propiedad analoga a
la de los cuerpos, cuya demostracion es también exactamente analoga.

También, si A € K y 0 es el elemento neutro de la suma de V, se verifica
A -0 =0. En efecto, llamando v’ al elemento opuesto de A - 0, tenemos

0 =040 = 0"+A-(0+0) = v'+(A-04+X-0) = (v'+X-0)+X-0 = 0+X-0 = X0

Otra propiedad interesante: si 1 es la unidad del cuerpo y —1 es el
opuesto de 1 en K, el producto (—1)v es el opuesto de v en V. Se deduce
de la igualdad:

v+ (-lv=1-v+(-1)-v=(01+(-1)v=e-v=0

y de la unicidad del elemento opuesto.

Ademas, si un vector v es distinto de cero, la igualdad Av = 0 implica
A =0, ya que si A # 0, existiria el inverso de A : (\!') y tendriamos
0=X1v)=(A"Nv=1-v=uv,en contra de lo supuesto.

Se puede comprobar facilmente que el conjunto de matrices 2 x 2 de
nimeros racionales es un espacio vectorial sobre Q.

Es interesante observar que R tiene estructura de espacio vectorial sobre
R v que cada cuerpo K tiene estructura de espacio vectorial sobre K.
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También se verifica que C' tiene estructura de espacio vectorial sobre R
y R tiene estructura de espacio vectorial sobre ().

Es facil comprobar que el conjunto de polinomios de grado < n con
coeficientes reales es un espacio vectorial sobre R y que el conjunto de
polinomios de grado < n con coeficientes complejos es un espacio vectorial
sobre C'. A los espacios vectoriales sobre R, se les llama espacios vectoriales
reales. A los espacios vectoriales sobre C' se les llama espacios vectoriales
complejos.

Son espacios vectoriales reales el conjunto de matrices con entradas reales
de m filas y n columnas, M,,«,(R), el conjunto de funciones reales de
variable real, el conjunto de las sucesiones de ntimeros reales...

Son espacios vectoriales complejos el conjunto de matrices con entradas
complejas de m filas y n columnas, M,,«,,(C), el conjunto de sucesiones de
nimeros complejos...

El conjunto de las aplicaciones definidas en un conjunto con imagen en
un cuerpo es un espacio vectorial sobre ese cuerpo, sea este R, C' o Q).

Ejercicios

5.1.1. Indicar por qué el conjunto de todas las matrices de niimeros reales
de todas las dimensiones con ntimeros reales no es un espacio vectorial real.

5.1.2. Comprobar que el conjunto de funciones reales continuas de vari-
able real son un espacio vectorial real.

Un ejemplo en el que se ve la importancia del cuerpo en la estructura de espacio
vectorial es el conjunto C' de los niimeros complejos. C' tiene estructura de espacio vectorial
sobre R y estructura de espacio vectorial sobre C. Pero son dos estructuras distintas;
Como espacio vectorial complejo, fijado un elemento no cero, todo elemento de C' se puede
obtener multiplicando el elemento fijo por otro del cuerpo. Pero como espacio vectorial
real, fijado un elemento distinto de cero sélo los elementos de la recta geométrica con
direccion el elemento fijado se pueden obtener multiplicaindolo por elementos del cuerpo.

La estructura de espacio vectorial es importante porque permite el con-
cepto de dimension que clasifica a estos espacios y establece diferencias
entre los subconjutos de los espacios vectoriales llamados subespacios vec-
toriales. Se verda como ejercicio que la dimensiéon de C' no es la misma
cuando se considera espacio vectorial complejo que cuando se considera
espacio vectorial real.
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Subespacios Vectoriales.

Definicion 3: Un Subespacio vectorial de un espacio vectorial V' sobre
un cuerpo K es un subconjunto S no vacio de V' que es un espacio vectorial
sobre el mismo cuerpo K con las leyes de composicion inducidas por las
leyes de V con K.

El espacio vectorial R contenido en el espacio vectorial C' es un subespacio suyo si se
considera en C' la operacion externa por los elementos de R, pero no es un subespacio
vectorial, si se considera en C' la operacion externa por los elementos del mismo C'.

El cuerpo sobre el que se considera el espacio vectorial es importante
a la hora de considerar subespacios: fijado un origen, hemos visto que
los puntos del plano dan lugar a un espacio vectorial real formado por
los vectores que tienen el mismo origen 0 y que este espacio vectorial se
puede hacer coincidir con el espacio vectorial real R x R introduciendo un
sistema de referencia. El conjunto de los vectores horizontales, con origen
en el punto prefijado, son un subespacio vectorial real del primer espacio
vectorial y correspondientemente, el conjunto de las parejas {(a,0)|a € R},
es un subespacio vectorial de R x R.

Pero también, se pueden poner los puntos del plano en correspondencia
con los numeros complejos y trasmitirles la estructura de espacio vectorial
complejo de C'. En este caso, como el subconjunto de los niimeros reales
no es subespacio vectorial del espacio de los niimeros complejos cuando el
cuerpo que se considera es (', la recta horizontal, que es la que corresponde
a R no es un subespacio del espacio de los puntos del plano con la estructura
vectorial compleja.

Para que un subconjunto S no vacio de un espacio vectorial sea subespa-
cio vectorial se tendra que verificar que la suma del espacio vectorial sea
una operacion del subconjunto, asociativa, con elemento neutro, tal que
todo elemento del subconjunto tenga su elemento opuesto en el conjunto,
conmutativa y ademas que la multiplicacién externa por los elementos del
mismo cuerpo sea otra operacion del subconjunto con las propiedades dis-
tributivas y asociativa mixta y tal que 1 x v =0v Vv € §S.

Pero hay algunas de estas propiedades, como la asociatividad, la dis-
tributividad y la conmutatividad, que por verificarse en V, se verifican en
cualquier subconjunto S, y por ello, para comprobar que un subconjunto
S es subespacio vectorial, sélo hay que comprobar que las operaciones se
mantienen dentro del subconjunto, (se dice que sean cerradas en el sub-
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conjunto), y que el subconjunto contiene el elemento neutro de la suma.
Podemos ahorrarnos comprobaciones estableciendo:

Proposicion 1: El subconjunto S es un subespacio vectorial de un
espacio vectorial V si:

i) S es cerrado respecto a la suma de V. (Yuy,v3 € S,v1 +v9 € 5).

ii) S contiene el elemento neutro de la suma de V.

iii) S es cerrado respecto a la operacion externa. (Vv € S,V € K, \v €

5)

En efecto, si S es cerrado respecto a la suma, S esta dotado de esta
operacién. Como S también tiene el elemento neutro por ii), y la operacién
es asociativa en S (por serlo en V). Lo tnico que le falta a S para ser
grupo es que para cada v el elemento opuesto: —v pertenezca a S; Por ser
cerrado respecto a la operacién externa, —v = (—1)v pertenece a S. Por lo
que tenemos que S es un grupo aditivo.

La conmutatividad de la suma en S viene heredada de la conmutatividad
de la suma en V.

Luego 1) S es un grupo aditivo conmutativo.

Ademas, si S es cerrado respecto a la operacién externa de V, existe la
aplicacion K x S — S que asocia a cada par (A, v) el elemento Av de S con
las propiedades: a), b), ¢), d), de la definicién 2. heredadas de las de V.
Es decir,

2) S estd dotado de la operacién externa por ser cerrado respecto a
ella. Y las restantes propiedades de las operaciones de un espacio vectorial
quedan heredadas.

Hay que anadir la condicién ii) porque el conjunto vacio verifica i) y iii)
pero no es subespacio vectorial.

Sin embargo, podemos simplificar ain mas las condiciones a cumplir por
un subespacio vectorial y establecer la

Proposicion 2: El subconjunto S es un subespacio vectorial de un
espacio vectorial V si:

i) S contiene el elemento neutro del espacio vectorial respecto a la suma.

ii) Dados A1, Ay cualesquiera de K y dados vy, vy cualesquiera en S,
A1v1 + Agvg esta en S.

Demostracion:

Veamos primero que si se cumplen las condiciones de la proposicion 2,
se cumplen las condiciones de la proposicion 1.
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La condicién i) de la proposicion 2 es la condicién ii) de la proposicién
1.

Si se verifica ii) de la proposicién 2, cogiendo A\; = Ay = 1, dados dos
vectores v y vy de S, el vector 1-v; + 1 - vy = v1 + vy pertenece a S, luego
S es cerrado respecto a la suma en V.

Ademas, cogiendo A\ = A\, Ay = e, v1 = v = vy, tenemos que \jv+e-v =
Av esta en S, cualquiera que sea A € K y v € S, luego S es cerrado respecto
a la ley de composicién externa.

Reciprocamente, veamos que si se cumplen las condiciones de la proposicion
1, se cumplen las condiciones de la proposicion 2:

ii) Dados A1, A2 de K cualesquiera, y dados vy, vy en S los vectores \jvy
y Aouy pertenecen a S, por ser S cerrado respecto a la operacion externa y
su suma pertenece a S por ser S cerrado respecto a la suma.

La condicién i) de esta proposicion no es superflua, porque en el caso de
ser S vacio se cumpliria la condicién ii) pero no seria S un grupo aditivo al
no contener el elemento neutro.

En realidad, podemos establecer la

Proposicion 3: El subconjunto S es un subespacio vectorial de un
espacio vectorial V si:

i) S es no vacio.

ii) Dados A1 A9 cualesquiera de K y dados vy, ve cualesquiera en S,
A1U1 + Aavg esta en S.

Ya que al ser S no vacio, existiendo v € S, el vector cero 0 = e - v
pertenece a S por ii), cogiendo \y = Ao =0y v = v9 = v.

Ejercicios:

5.2.1. Comprobar que el conjunto de vectores con origen en O cuyos
extremos estan en una recta que pasa por el punto O es un subespacio
vectorial del espacio vectorial real formado por todos los vectores con origen

en O.
5.2.2. Explicar por qué el conjunto de vectores con origen en O cuyos

extremos estan en una recta que no pasa por un punto O no es un sub-
espacio vectorial del espacio vectorial real formado por todos los vectores
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con origen en O.

5.2.3. Comprobar que el subconjunto de R? formado por las parejas
(x,9) con x > 0 no es un subespacio vectorial de R?.

5.2.4. Estudiar si son subespacios vectoriales de R? los siguientes sub-
conjuntos:

a) S1 = {(z,y) € R*|y—z=0},

b) Sy = {(z,y) € R*|y—x =1},

c) (z,y) € R?| zy =0},
(z,v)

€ Ry =z},

5.2.5. Estudiar si son subespacios vectoriales de R? los siguientes sub-
conjuntos:

a) 51:{(1}7:%2) S R3| y—l':O},
b) Sy ={(z,y,2) € R’|y—a=1},
c) Sz ={(z,y,2) € R’| zy =0},

d) Sy={(z,y,2) € R’| y= |z},
e) S5 ={(z,y,2) € R’| ly| = |=[}.

5.2.6. Comprobar que aunque Q esta contenido en R y sus operaciones
estan inducidas por las de R, Q no es subespacio vectorial de R. (La multi-
plicacién de elementos de @) por elementos de R no es cerrada en ) (puede
dar elementos de R no contenidos en ())). Lo mismo ocurre con R respecto

aC.

5.2.7. Estudiar si son subespacios vectoriales de C, considerado como
espacio vectorial complejo, a) el conjunto de los nimeros reales. b) el
conjunto de los niimeros imaginarios puros.

5.2.8. Comprobar que el conjunto de las matrices diagonales de orden
n con elementos de un cuerpo K, es un subespacio vectorial del espacio
vectorial sobre el cuerpo dado, de las matrices cuadradas de orden n con
elementos de ese cuerpo.

5.2.9. Comprobar que el espacio vectorial de las matrices 2 x 2 con
numeros racionales no es subespacio vectorial del espacio vectorial real de

las matrices 2 X 2 con numeros reales.

5.2.10. Estudiar si son subespacios vectoriales del espacio vectorial real
de funciones reales de variable real los siguientes subconjuntos:
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S1={f1£(0) =0}, Sy ={f[f(1) =0}, Ss = {f[f(0) = 1}.

5.2.11. Averiguar si son subespacios vectoriales de los correspondientes
espacios vectoriales los siguientes subconjuntos:

a) El subconjunto de los polinomios con coeficientes reales dentro del
espacio vectorial real de las funciones reales de variable real.

b) El subconjunto de los polinomios de grado < n, con coeficientes reales,
siendo n fijo, dentro del espacio vectorial real de las funciones reales de
variable real.

c¢) El conjunto de los polinomios de grado n, siendo n fijo, con coeficientes
reales como subconjunto del espacio vectorial real de los polinomios de
cualquier grado con coeficientes reales.

d) El subconjunto de polinomios de grado < 3 con coeficientes reales
divisibles por x — 1 como subconjunto del espacio vectorial real de los
polinomios de grado < 3 con coeficientes reales.

5.2.12. Averiguar si son subespacios vectoriales del espacio vectorial real
de matrices de niimeros reales de orden 2 x 2 los siguientes subconjuntos:

a) El subconjunto de las matrices de ntimeros reales de orden 2 x 2 de
traza cero como subconjunto del espacio vectorial real de las matrices de
numeros reales de orden 2 x 2. (Se llama traza de una matriz a la suma de
los elementos de su diagonal).

b) El subconjunto de las matrices de nimeros reales de orden 2 x 2
de rango 1 como subconjunto del espacio vectorial real de las matrices de
numeros reales de orden 2 x 2.

c¢) El subconjunto de las matrices de niimeros reales de orden 2 x 2 que
conmutan con la matriz B, siendo B una matriz fija 2 x 2, como subconjunto
del espacio vectorial real de las matrices de niimeros reales de orden 2 x 2.

5.2.13. Averiguar si son subespacios vectoriales de los correspondientes
espacios vectoriales los siguientes subconjuntos:

a) El subconjunto de las matrices triangulares superiores n X n con ele-
mentos de un cuerpo como subconjunto del espacio vectorial sobre ese
cuerpo de las matrices cuadradas n x n con elementos del mismo cuerpo.

b) El subconjunto de las matrices simétricas n x n con elementos de
un cuerpo como subconjunto del espacio vectorial sobre ese cuerpo de las
matrices cuadradas n X n con elementos del mismo cuerpo.

c¢) El subconjunto de las matrices antisimétricas n x n con elementos de
un cuerpo como subconjunto del espacio vectorial sobre ese cuerpo de las
matrices cuadradas n X n con elementos del mismo cuerpo.

5.2.14. Averiguar si es subespacio vectorial del espacio vectorial real de
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matrices de ntimeros reales de orden m x n el subconjunto de las matrices
escalonadas de m filas y n columnas.

Corolario 1:(de la proposicién 2.)

La interseccion de una familia de subespacios vectoriales es un subespacio
vectorial. La demostraciéon a partir de la proposicion 2 es facil de ver y se
deja como ejercicio.

Corolario 2:

El conjunto de soluciones de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales
con coeficientes en un cuerpo conmutativo es un subespacio vectorial.

Demostracion:

Demostrando primero que el conjunto de soluciones de una ecuacion li-
neal es un subespacio vectorial, la demostracién se sigue de la observacion
de que el conjunto de soluciones del sistema es la interseccion de los sub-
espacios soluciones de cada ecuacion.

Respecto a lo primero, sea ajxy + asxy + - -+ + a,x, = 0 una ecuacién
con coeficientes en un cuerpo K conmutativo y sea S el conjunto de sus
soluciones. Entonces:

i) (0,0,...,0) es solucién de la ecuacién lineal.

ii) Sean \; y Ao elementos del cuerpo Ky (uq, ug, -+, uy), (v1, 09, ,vy,),
soluciones de la ecuacion,

A (Up, Ug,y -+ Uy )F Ao (V1, Ve, - - 0p) = (Aqur+Aavr, AMjuat-Avg, -+ - ) MUy +A2vy,)

es también solucién de la ecuacién porque:

ar(Auy + Aov1) + ag(Arus + Aovg) + + - - + an(Aru, + Aovy) =
(por la distributividad del producto)
= a1 (Mur) + a1(Aavr) + ag(Aqug) + ag(Aove) + - - - + an(Muy) + an(Aovy,) =
(por la asociatividad del producto)
= (a1 1)u1 + (a1 A2)vy + (agh1)ug + (agA2)ve + - - - (apA1)uy + (apAo)v, =

(por la commutatividad del producto)

= ()\1&1)%1 + ()\2&1)1)1 + ()\1a2>U2 + ()\2&2)1)2 + -+ (Alan)un + ()\QCLH)UH =

(por la commutatividad de la suma)
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= (Alal)u1+()\1a2)uQ+- . -+(/\1an)un+(>\2a1)vl+()\2a2)vg+- . -+()\2an)vn =

(por la asociatividad del producto)

= A (aruy)+A1(agug)+- - -+ A1 (anuy) +F A2 (a1v1) + Ao (agva) +- - -+ Ao (anvy,) =

(por la distributividad del producto respecto a la suma)

= M (a1ug + agug + - - - + apuy) + Ao(avy + aguy + - - - + ayvy,) =

(por ser (ug, vy, -+ ,uy) v (v1,v2,- -+ ,v,) soluciones de la ecuacion)

= M0+ X0=0

porque estos nimeros pertenecen a un cuerpo.

Un subespacio vectorial ha sido dado hasta ahora por una condicién
que han de cumplir sus vectores, pero también puede darse por una fa-
milia de vectores, a partir de los cuales se obtienen todos los demas.
p. e€j. los vectores horizontales de R® son un subespacio de R? dados
por la condiciéon de ser horizontales, pero también se pueden expresar:
{(z1,22,0) = 21(1,0,0) 4+ 22(0,1,0)}, es decir, que se pueden obtener a
partir de {(1,0,0), (0,1,0)} multiplicando por niimeros reales y sumando.

Se introduce el concepto de combinacién lineal para expresar un vector
a partir de otros.

Definicion 4: sellama combinacién lineal de los vectores {vy, vo, ..., v, }
C Vi a cualquier vector v que se pueda escribir v = A\jv;+ Ao+ ...+ A\ v,
donde los \; pertenecen al cuerpo K.

El vector cero es combinacion lineal de cualquier familia de vectores, ya
que tomando A = 0, se obtiene A\v = 0, cualquiera que sea v.

Démonos cuenta de que si S es subespacio vectorial de V', por la propiedad
asociativa de la suma, dados m vectores: {vy,vs,...,v,} de S, el vector
v = A\01+ AU+ ... + A\pup, (donde los \; pertenecen al cuerpo) permanece
en S.

Podemos decir que un subespacio vectorial es un subconjunto no vacio de
un espacio vectorial que coincide con las combinaciones lineales de todos sus
elementos. Pero investigaremos la posibilidad de determinar un subespacio
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por un subconjunto de sus vectores, (cuantos menos mejor), como conjunto
de las combinaciones lineales de este subconjunto.

Un ejemplo de subespacios son los conjuntos de soluciones de un sistema
homogéneo de ecuaciones, que se pueden expresar como combinaciones
lineales de un numero finito de vectores. Lo veremos mas adelante en el
ejemplo usado para establecer el Teorema 2.

Lema 1: El conjunto de las combinaciones lineales de m vectores fijos
de un espacio vectorial es un subespacio vectorial del dado con las op-
eraciones inducidas. (Su comprobacién se deja como ejercicio). Se llama
subespacio vectorial engendrado por los m vectores. Representaremos por
L{v1,v9,...v,,} al subespacio vectorial engendrado por {vy, v, ..., vy, }. Lla-
mamos a este conjunto de vectores un sistema generador de dicho subespa-
cio. Y a los vectores del conjunto, vectores generadores.

Como nos interesa la mayor simplicidad, nos interesan los sistemas gen-
eradores con el minimo nimero de elementos y por eso introducimos el
concepto de vector linealmente dependiente:

Definicion 5: Un vector v depende linealmente de los vectores
{v1,v2, ..., U } si se puede expresar como combinacién lineal de los vectores
dados.

Observemos que el vector nulo siempre depende de cualquier conjunto
de vectores: se expresa como una combinacion lineal en la que todos los
coeficientes son nulos.

La consideracion de los vectores linealmente dependientes estd justificada
por la proposicién siguiente:

Proposicion 4: Si un vector v depende linealmente de los vectores
{v1,v2..., v}, los subespacios vectoriales engendrados por {vi,vs ..., vy}
y por {v1,vy...,Vy, v} coinciden.

Demostracion:

Esté claro que L{v1,vo, ... v} C L{v1,v9, ..., 0, v}

Para la inclusién L{v1,vs, ..., v, v} C L {v1, v, ...0}, escribimos: v =
A1+ Agvg + ... + A, entonces, cualquier elemento de L{vy, vo, ..., Uy, v}
se escribe:

a1 + Qv + ... + Uy, U =

Q101 + QU + ... + QU + (A1 + AovUo + .o+ Apvp,) =

152



(a1 + ad)vr + (o + aXo)ve + ... + (i + Ay Vs

Este ultimo es un elemento de L{v1,vs, ..., v}

Por ejemplo, = £{(1,0,0)(0,1,0)} = £{(1,0,0)(0,1,0)(1,1,0)} dentro
de R3.

Definicion 6: Se dice que los vectores {vy, v, ..., v, } son linealmente
dependientes si y solo si uno de ellos depende del resto.

Si el vector cero es uno de los vectores v;, los vectores son linealmente
dependientes. (Reléase la observacién posterior a la definicién 5).

Proposiciéon 5: Los vectores {vy,vs,...,v,} son linealmente depen-
dientes si y sélo si el vector cero se puede expresar como combinacion
lineal de los vectores dados utilizando algin coeficiente no nulo.

Demostracién:
).
Sea
0= )\1?)1 + )\2?)2 + ...+ )\mvm

y sea \; # 0.
Entonces,
)\ﬂji = —)\11)1 — /\21)2 — ... /\mvm

donde en el segundo miembro aparecen solo los vectores distintos del v;.
Como \; # 0 y K es un cuerpo, existe inverso de \;. Multiplicando por
A; ! tenemos:

-1 -1
Vi, — _)‘i )\11)1 — ... >\z )\mvm

donde no aparece el v; en el segundo miembro, por tanto uno de ellos
depende linealmente del resto.
=). Sea v; un vector que depende del resto de vectores. Entonces,

UV, = )\17}1 + ...+ )\mvm

donde no aparece v; en el segundo miembro. Pasandolo al segundo miem-
bro, tenemos
O=M v +...—v;+ ... + \,om,

El coeficiente de v; en el segundo miembro es —1 porque v; antes no aparecia
en el segundo miembro. Hemos conseguido escribir el cero como combi-
nacion lineal de los vectores dados siendo al menos el coeficiente de v; (—1)

153



distinto de cero. Luego, por la definiciéon 6, los vectores son linealmente
dependientes.

Definicion 7: Se dice que los vectores {vy, v, ..., v, } son linealmente
independientes si no son linealmente dependientes.
En este caso, por la prop. 5, no podemos encontrar una expresion:

0= /\11)1 + )\2?)2 + ...+ )\m?)m
con algin \; # 0, o lo que es lo mismo, en una expresion del tipo
0= Moy + Avs + ... + \o,

todos los A; han de ser nulos.
En la préctica, en los casos concretos, se comprueba si {v,vo, ..., v}
son linealmente independientes viendo si la existencia de la expresion:

0= /\11)1 + )\2'02 + ...+ )\mvm

implica que todos los coeficientes sean nulos.

Esta regla también nos da que un conjunto de vectores formado sélo
por el vector cero es dependiente. Y que un conjunto formado sélo por un
vector distinto de cero es independiente. (Véanse las propiedades que se
demostraron al principio del capitulo sobre las operaciones en un espacio
vectorial).

Ejercicios:

5.3.1. Estudiar si son independientes en su espacio vectorial correspon-
diente las siguientes familias de vectores:

a) {(1,2,0),(0,1,1)} C R3,

b) {(1,2,0),(0,1,1),(1,1,0)} C R?,

c) {(1,2,0),(0,1,1),(1,1,-1)} C R3,

d) {(1,2,0),(0,1,1),(1,1,0),(3,2,1)} C R,
e) {(7’7 I 2)7 (27 —21 — 2)} C 027

f) {(Za 17 _Z)a (1727 _1)} C 03

5.3.2. En los casos de las familias anteriores que sean dependientes,
expresar uno de los vectores como combinacion lineal de los restantes.

5.3.3. Estudiar si son independientes en su espacio vectorial correspon-
diente las siguientes familias de vectores:

LG )
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subconjunto de las matrices 2 X 2 de nimeros reales.
b) Los polinomios {1,z — 2, (x — 2)%, (z — 2)3} C P3[x].

5.3.4. Demostrar que si {f1(x), fo(x), -, fr(x)} son funciones reales de
variable real tales que existen {ay, a9, - ,ax} verificando

filar)  folar) -+ fi(ar)
fl(a2). f2(a2): fk(@2): £ 0

filar) falar) - fular)

son funciones independientes.

5.3.5. Utilizar el resultado anterior para

a)

Demostrar que para todo n, considerados como vectores de P"[z], los

polinomios {1,z — 2, (x —2)?,--- , (x —2)"} C P"[z] son independientes en
dicho espacio vectorial.

b)

Demostrar que los polinomios: {1,z —a,(x—a)? -, (x—a)"} C P"[z],

cualquiera que sea n, y cualquiera que sea a, son independientes.

La proposicion 4 establece que en un conjunto de generadores de un
subespacio se puede prescindir de los que dependan linealmente de los
otros.

Introducimos el concepto de base para prescindir en el sistema gener-
ador de un subespacio de los vectores que dependan de los restantes. Asi
obtenemos las bases como sistemas generadores con un niimero minimo de
vectores.

Bases.

Definicion 8: Se llama base de un espacio vectorial a un sistema gene-
rador del espacio que a su vez es linealmente independiente.

Ejercicios

5.4.1. Comprobar que los siguientes conjuntos de vectores son bases de
los correspondientes espacios vectoriales: (son las llamadas bases canénicas)

a) {(170707 70)7(071707"' 70)7<070717"' 70)7"' 7(070707”' 71)} C
R".
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((50)-(08) (10)-(59)} e Maatm

c) {1,z,2% -+ 2"} C

5.4.2. HEstudiar si las

Pi(x).

siguientes familias de vectores son bases de los

espacios vectoriales dados:

a) {(1,0,0,1),(1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)} C R,

b) {(1,0,0,1),(1,0,1,0),(0,2,1,0),(0,1,0,1)} C R,

o
DI
(e

)G

5.4.3. Encontrar bases de los siguientes subespacios vectoriales de M3y3(R)

a) Las matrices diagonales.

b) Las matrices triangulares superiores.
c¢) Las matrices triangulares inferiores.
d) Las matrices simétricas.

e) Las matrices antisimétricas.

5.4.4. Siendo {ey, €9, - - -

Up = €1,Ux = €1+ €6, -

son otra base de R".

,en } una base de R", demostrar que los vectores:

JAUp—1 =€1+es+---+e,_1,u, =€e1+es+---+e,
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Ademas de ser una base un sistema generador minimo, (por ser un sis-
tema independiente), permite la definicion de coordenadas que asocia a
cada vector un conjunto de nimeros e identifica el espacio vectorial con un
producto cartesiano del cuerpo K por si mismo un determinado ntimero de
veces.

Definicion 9: Se llaman coordenadas de un vector en una base a los
coeficientes que hay que poner a los vectores de dicha base para obtener
una combinacién lineal que dé el vector dado.

Teorema 1: Las coordenadas estan bien definidas. (Son dnicas para un
vector fijo en una base fija).

Demostracion:

Sean {x1,x2,....,x,} v {2}, 2}, ...,z } dos conjuntos de coordenadas de
un vector x respecto a una base {ej, es, ..., e,} de V. Entonces,

/ / /
r1€1 + Taey + ... + XTp€y = X = X161 + Trea + ... + T, 6y
de donde

(r7 — 2))er + (x2 — 2h)es + ... + (z — 2))e, = 0

Como los vectores e; son independientes, los coeficientes x; — z, han de ser
nulos. Entonces x; = z) para todo i.

Observemos que si el sistema generador de un subespacio vectorial no
es una base, los coeficientes que podemos poner a los vectores del sistema
generador para obtener un vector dado no son unicos:

En £{(1,0,0)(0,1,0)(1,1,0)} podemos escribir:

(2,1,0) =2(1,0,0)+1(0,1,0)+0(1,1,0) 6 (2,1,0) = 1(1,0,0)+0(0, 1,0)+
1(1,1,0)

Y no siempre le corresponderian al vector cero las coordenadas (0,0, 0)
ya que también se tendria (0,0,0) = —1(1,0,0) — 1(0,1,0) + 1(1, 1,0)

Por ello, las coordenadas de un vector en un sistema generador que no sea
base no estan bien definidas. Sin embargo, dada una base de n elementos
en un espacio vectorial, cada vector del espacio queda determinado por los
n numeros que son sus coordenadas en esa base.

Ejercicios:

5.5.1. Hallar las coordenadas del vector (3,2, —1,0) de R?* en la base de

R* dada en el ejercicio 5.4.2 b).
5.5.2.
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a) Hallar las coordenadas del vector (n,n—1,---,2,1) de R", en la base

{uy,us, ...u,} dada en el ejercicio 5.4.4 cuando {ey,es,...e,} es la base
canonica de R".

b) Hallar las coordenadas del vector (1,2,--- ,n—1,n) de R", en la base

{uy,us, ...u,} dada en el ejercicio 5.4.4 cuando {ey,es, ...e,} es la base
candnica de R".

5.5.3. Hallar las coordenadas de ( 1 % ) en la base

10 01 11 01
() (2 ) (30 vt
5.5.4. Hallar las coordenadas de 1+ z + 2% en la base 1,z — 1, (z — 1)~

Veremos cual es la relacién entre las coordenadas de un vector en bases
distintas pero antes demostraremos una serie de resultados encaminados
a demostrar que si un espacio vectorial tiene una base con n elementos,
cualquier otra base tiene también n elementos.

Proposicion 6: Todo conjunto formado por n vectores independientes
de R" forma una base de R".

Demostracion:

Sea {v1,v2,v3,- -+ ,v,} un conjunto formado por n vectores indepen-
dientes. Entonces la expresion: Ajv; + Asvs + ... + A,v, = 0 sélo se cumple
cuando todos los coeficientes A; son nulos.

Siv = (0117012, ---,Uln), U2 = (021,U22, -'-7U2n); T Up = (Unlavn% '-'7Unn)
(todos elementos de R"), el vector A\jv; + Agvg + ... + \yu, es:
(A1v11 + Agvar + oo + AUn1, Avia + Agvag + oo+ Appa, e , AUty +

AoV, + ... + )\nvm)
Si los vectores dados son independientes, estos ntimeros son todos a la
vez nulos soélo si los A\; son nulos, es decir si el sistema lineal homogéneo:

)\11)11 + )\2"021 + ...+ )\nvnl =0
)\17}12 + )\2’022 + ...+ )\n’l}nQ =0

...... =0
)\1”l}1n + )\2U2n —+ ...+ )\nvnn =0

s6lo tiene la solucion trivial.
Esto es cierto si y sélo si

V11 V21 -+ Unl
V12 V22 -+ Up2

det " #0
Uln U2n """ Unpp
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Veremos que esta condicién es suficiente para demostrar que los vectores
dados son un sistema generador, es decir, que £ {vy,v9,...v,} = R"
En efecto, dado cualquier vector: (z1,xs,...x,;) de R", el sistema lineal

AU + AUoy + ... + AU = T
)\11)12 + )\21)22 + ...+ )\nvng = T9

......

>\1’U1n + )\21}2” + ...+ )\nvnn = Ty,

tiene solucion por el Teorema de Rouché Frobenius, ya que al ser el deter-
minante de la matriz de sus coeficientes (el anterior determinante) distinto
de cero, el rango de la matriz de los coeficientes del sistema es igual al
rango de la matriz ampliada.

Cogiendo las soluciones encontradas para los valores de \; en la ex-
presion: A\jv; + A2ve + ... + A\, vy, obtenemos el vector dado (z1, s, ...25).
Esto nos dice que cualquier vector de R" es una combinacién lineal de los
vectores dados, por tanto, formaban un sistema generador. Como también
eran independientes, forman un sistema generador independiente, es decir,
una base de R".

El procedimiento seguido en esta demostracién establece también que:
n n-uplas de R" son una base de R" si y solo si el determinante de la
matriz cuyas columnas(o filas)son las n-uplas dadas es distinto de cero.

Ejercicios:

5.6.1. Encontrar los valores de a para que formen una base de R3, los
vectores {(a,0,1),(0,1,1),(2,—1,a)}.

5.6.2. Dados dos vectores a = (a1, as, az),b = (b1, bs, b3) de R3, se define
el producto vectorial a X b como el vector simbdlicamente expresado por

i j ok
ap a2 ag | = ( )
by by b3

Demostrar que si los vectores a y b son independientes, los vectores
{a,b,a x b} son una base de R>.
5.6.3. Hallar los nimeros complejos z para los cuales los vectores:

ag as
by b3

aiy as
by bs

aiy a2
b by

Y Y

{(z+14,1,7),(0,24+ 1, 2),(0,i,z — 1)}

no forman base considerados como vectores del espacio vectorial complejo
C3.
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5.6.4. Los vectores {(z,1,0),(—1,2,1),(0,—1,2)} C R?, pueden consid-
erarse contenidos en R? 6 en O3, segin se permita a z variar en R 6 en C.
Atin considerandose contenidos en C?, puede darse a éste conjunto estruc-
tura de espacio vectorial real y estructura de espacio vectorial complejo.
Hallar los valores de z que los hacen dependientes en cada uno de los tres
casos.

Se puede generalizar la proposicion 6 a la siguiente proposicion 7: Todo
conjunto formado por n vectores independientes de un espacio vectorial que
tenga una base de n elementos forma una base de dicho espacio.

Proposicion 7:

Si un espacio vectorial Vi tiene una base con n vectores, cualquier con-
junto con mas de n vectores es dependiente.

Demostracion:

Sean {ey, es, ..., e, } una base de V' y {vy, v9, ..., v, } un conjunto de vec-

tores, donde m > n. Expresemos los vectores por sus coordenadas en la
base dada:

v = (7111,7112, ---,Uln)
Vg = (7121,022, ---,UQn)
Um = (Um1, Um2, -5 Umn)
Las coordenadas de una combinaciéon lineal de estos vectores: A\jv; +
AoU9 + ... + AUy, SON

A111 + A1 + oo+ AUt
A1U12 + A2 + oo+ A U2

......

)\1U1n + )\2U2n + ..+ )\mvmn

La combinacién lineal es nula si y sélo si sus coordenadas son nulas. El
sistema lineal homogéneo:

)\1"011 + )\2’021 + ...+ Amvml =0
)\11}12 + )\21}22 + ...+ )\mUmQ =0

......

>\1”U1n + )\2?}2” —+ ...+ )\mvmn =0

tiene por el teorema de Rouché-Frobenius, soluciones no nulas para todas
las \; ya que como m > n, hay més incégnitas que ecuaciones y por tanto el
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rango de la matriz de los coeficientes es menor que el nimero de incognitas.
Estas soluciones pemiten poner el vector nulo como combinaciéon lineal de
los vectores dados con coeficientes no todos nulos, por tanto los vectores
dados son dependientes.

Con esta proposicion llegamos al importante

Teorema de la Base.

Si un espacio vectorial tiene una base con n vectores, cualquier otra base
tiene el mismo numero de vectores.

Demostracién: Sea {ey, e, ...e,} una base de V. Sea {e], ¢}, .../ } otra
base de V.

Si m > n, segun la proposicién anterior, los vectores {e], €}, ...e/ } serfan
dependientes y no podrian formar base.

Sim < n, tomando {€], €5, ...e, . } como base de partida de V, tendriamos,
también, segun la proposicién anterior, que los vectores {eq, e, ...e, } serian
dependientes y no podrian formar base.

Luego m = n.

Se llama dimensién del espacio vectorial al nimero de vectores de
una base. (Un espacio vectorial de dimension finita es un espacio vectorial
que admite una base de n vectores para algin n € N.) El Teorema de
la Base demostrado garantiza que la dimension del espacio vectorial es
independiente de la base considerada, cuando el espacio es de dimensién
finita.

Una aplicacion del concepto de dimensiéon nos sirve para distinguir el
espacio vectorial formado por los complejos sobre el cuerpo complejo del
espacio vectorial formado por los complejos sobre el cuerpo real: véase el
siguiente ejercicio:

5.7.1. Comprobar que una base de C' considerado como espacio vectorial
sobre C' esta formada por {1}, pero una base de C' considerado como espacio
vectorial sobre R es {1,i}. Estos dos espacios vectoriales tienen distinta
dimension.

También se deduce de la proposicion 7 que n vectores independientes
de un espacio vectorial con una base de n elementos son otra base, pues
cualquier otro vector anadido a los dados es dependiente de ellos, siendo
por tanto el conjunto dado de vectores independientes un sistema generador
del espacio vectorial.

Dado que las bases contienen un menor niimero de elementos, hacen los
calculos mas cortos y por eso en el trabajo con espacios vectoriales son
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utiles las dos proposiciones siguientes:

Proposicion 8: De todo sistema generador finito de un espacio vectorial
se puede extraer una base.

Si el sistema generador no es una base es porque no es linealmente inde-
pendiente y existe algin vector que depende linealmente del resto. Por la
proposicion 4, el espacio de combinaciones lineales del sistema generador
coincide con el espacio de combinaciones lineales del conjunto de vectores
que queda al extraer del sistema generador el vector dependiente. Podemos
repetir el proceso mientras el sistema generador sea dependiente hasta que
se haga independiente (porque es finito). En el primer momento en que el
conjunto de vectores no extraidos sea independiente sera también una base
del espacio porque sigue siendo un sistema generador.

Proposicion 9: Todo sistema independiente de un espacio vectorial de
dimensién finita se puede completar a una base.

Sea n la dimensién de V' y {v1,vs,...,v,} un sistema de vectores inde-
pendientes de V.

Por la proposicién 7 no puede ser r > n.

Si L{v1,v9,...,0,} =V, {v1,v9,...,v,} son también un sistema generador
de V' y por tanto son ya una base de V. Entonces, por el teorema de la
base, r = n.

Si L{v1,v9,...,v.} # V, debe ser r < n y existir un vector w € V —
L{v1,v9,...,0,.}, que es linealmente independiente de los dados. Llamemos
vy41 = wy anaddmoslo a los vectores dados. El conjunto {vy, ve, ..., vy, U1}
es un conjunto de vectores independiente, que serd una base de V si
L{v1,v9,...;0., 041 = V , en cuyo caso 7 +1 = n y ya hemos comple-
tado el conjunto de vectores dado a una base. Si r + 1 < n, repetimos el
proceso anterior para anadir un v, o independiente de los anteriores y hasta
un v, independiente de los anteriormente anadidos y en ese momento, el sis-
tema independiente es un sistema generador por la proposicién 7, habiendo
completado el sistema independiente dado a una base de V.

El método para llevar a cabo los hechos de las dos proposiciones anterio-
res en casos concretos se verd como aplicacion de la relacion entre el rango
de una matriz y el niimero de sus filas independientes, mas adelante.

Corolario 3: Dos subespacios vectoriales S7 y Sy son iguales si y sélo
si §1 C Sy y dimSy = dimSs. (S1 y So son intercambiables).

Este corolario es cierto porque si S; C S5, una base de S; puede com-
pletarse a una base de Sy, pero al ser dimS; = dimSs, no podemos anadir
ningin vector porque todas las bases tienen el mismo nimero de elemen-
tos, lo cual implica que la base de S; es ya una base de Sy, y por tanto,

S1 = 9s.
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Teorema 2: La dimensién del subespacio de soluciones de un sistema
homogéneo de ecuaciones lineales es igual al nimero de incoégnitas menos
el rango de la matriz de los coeficientes de las incognitas.

Como es mas facil comprobar este teorema en un ejemplo y visto el
ejemplo, el teorema resulta obvio, aun sabiendo que un ejemplo no es una
demostracion, vamos a hallar la dimension del subespacio de soluciones del
sistema siguiente:

3r1 +2x9 +x3 44 —x5 =0
3r1 +2x9 +2x3 4314 =0
61’1 —|—4ZL‘2 +3 —3$5 =0

Una forma sistemaética de resolver un sistema homogéneo de ecuaciones
lineales, que se puede escribir en forma matricial por Ax=0, es reducir la
matriz A a una matriz escalonada E por operaciones elementales y pasar en
las ecuaciones de Ex=0, las incognitas de las columnas que no dan escalén
al segundo miembro.

Como hicimos en el capitulo del método de Gauss:

3r1 +2r9 +wz +wxy —x5 =0
r3 +2x4 +x5 =0 =
—XI3 —25[74 —xTy = 0

r3 +2x4 +x5 =0

Pasamos al segundo miembro las incognitas xs x4 v x5 :

3r; 42wy +x3 4wy —T3 :0}

3r1 +x3 = —2x9 —I4 +I5
Ty — —2LU4 —X5

Ahora, al recorrer las ecuaciones de arriba a abajo, las incégnitas del
primer miembro van dismi-nuyendo de una en una, apareciendo sélo una
incognita despejada en el primer miembro en la iltima ecuacién. Susti-
tuyendo esta incognita en la ecuacion anterior, podemos despejar otra
incégnita mas y seguir asi despejando hasta agotar las incégnitas de los
primeros miembros.

En este ejemplo, sustituyendo el valor de x3 dado por la segunda ecuacion
en la primera ecuacién tenemos: 3x1 = —2x9 + x4 + 275,.

Podemos considerar todas las incognitas como funciones lineales de las
variables pasadas al segundo miembro, anadiendo x; = x; para estas ultimas
variables.

En este ejemplo, anadiendo xo = 9, x4 = 4, x5 = x5, obtenemos las
condiciones:
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2 1 2
x1 —3T2 +3T4t+ 35

Iy = L2

T3 = —2x4 —x5
Ty = X4

Trs = Is

Una solucién cualquiera es una 5-upla de valores, donde las incégnitas
pasadas al segundo miembro pueden variar arbitrariamente y las incégnitas
del primer miembro estan sujetas a las condiciones despejadas. Que expre-
samos por:

. - ;
I9 1 0 0
r3 | = a9 O | 4+x4] —2 | +25] —1
Ty 0 1 0
Ty 0 0 1

9 1 0 0
T3 = )\1 0 + )\2 —2 + )\3 —1
Ty 0 1 0
i 0 0 1

El subespacio de soluciones del sistema es el subespacio de las combina-
ciones lineales de los tres vectores columna del segundo miembro.

En este caso, ninguno de los vectores columna anteriores del segundo
miembro de la igualdad es superfluo a la hora de dar las combinaciones lin-
eales soluciones. En nuestro caso, para comprobar que son independientes,
mirariamos si una combinacién lineal de los vectores igual a cero es posible
con coeficientes \; distintos de cero. Tendria que ser:

0 -5 %
0 1 0 0
0=\ O +X| -2 |+ —1
0 0 1 0
0 0 0 1

Considerando la segunda, la cuarta y la quinta filas, tenemos:

O:>\17 0:)\27 O:)\?)a
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lo que implica que los vectores columna escritos son independientes. La
dimensién del espacio de soluciones de este sistema es 5 — 2 = 3, (n° de
incognitas menos rango de la matriz de los coeficientes).

Para demostrar el teorema 2 en forma general, tenemos en cuenta que
la forma sistematica, por el Método de Gauss, de resolver un sistema ho-
mogéneo de ecuaciones lineales, escrito en forma matricial por Ax=0, es
reducir la matriz A a una matriz escalonada E por operaciones elementales
y pasar en las ecuaciones de Ex=0, las incognitas de las columnas que no
dan escalén al segundo miembro. Se despejan las incégnitas que dan es-
calén en funcion de las que no lo dan y si n es el nimero de incégnitas, las
soluciones son las n-uplas de niimeros que se pueden escribir segin las ex-
presiones obtenidas al despejar, donde varian arbitrariamente las incégnitas
del segundo miembro. Poniendo las n-uplas soluciones en columna orde-
nada y desglosando sus expresiones segun las incégnitas variables, (que
se pueden sustituir por paramétros), aparecen las soluciones como com-
binaciones lineales de tantas columnas como incégnitas variables. Estas
columnas son un sistema de generadores del conjunto de soluciones del
sistema.

Los vectores generadores asi obtenidos tienen el nimero 1 en el sitio cor-
respondiente a dicha coordenada y el nimero 0 en el sitio correspondiente
a las otras coordenadas pasadas al segundo miembro. Por esta condicion
son independientes.

El nimero de incégnitas que dan escalon es igual al niimero de escalones
de E, igual a su vez al rango de la matriz de los coeficientes del sistema,
(en términos de determinantes), por tanto, se pasan al segundo miembro
un numero de incognitas igual al nimero total de ellas menos el rango de la
matriz de los coeficientes. Por ello, la dimensién del conjunto de soluciones
del sistema es n° de incégnitas menos rango de la matriz de los coeficientes.

Ejercicios:

5.8.1. Encontrar bases de los siguientes subespacios:

r1 +x3 +2x4= 0 c R r1 +x9 +x3 414 425 =0 c RS
I —XI3 0 Ty —To +IT3 —Ty +I5 =0

31 —x2 +3x3 —x4 +315 =0 c R
3r1 +x9 +3x3 +14 +375 =0
5.8.2. Encontrar una base del subespacio S C Mjyo(R) definido por
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g_ a b 20+b—c+d =0
- c d a+b+c—d =0
5.8.3. Encontrar una base del espacio vectorial de los polinomios de
grado menor o igual que tres divisibles por x — 1.

Corolario 4: Dos subespacios vectoriales S; y Sy dados respectiva-
mente por las ecuaciones matriciales A1z = 0 y Asz = 0 son iguales si y
s6lo si el rango de Ay es igual al rango de Ay y S; C Sy (S1 y Sy son
intercambiables).

Se pueden utilizar estos corolarios para averiguar si los conjuntos de
soluciones de sistemas homogéneos distintos son coincidentes.

Corolario 5: En el conjunto de ecuaciones Axr = 0 de un subespacio
vectorial, podemos suprimir las ecuaciones tales que al suprimir de A las
filas de coeficientes correspondientes a tales ecuaciones, queda una matriz
del mismo rango que A.

Ejercicios:

5.9.1. Comprobar que el subespacio vectorial engendrado por {(1,0,1, —1),
(1,—1,1,—1)} en R* coincide con el espacio de soluciones del sistema:

r1 +x3 +2x4= 0 } c R
T — X3 = 0

5.9.2. Comprobar que los subespacios S; v S de R’ cuyas ecuaciones
son los sistemas:

1 +x9 +x3 +14 +T5 0 3r1 —x9 +3x3 —x4 +325 =0
r1 —Ty +x3 —x4 +x5 =0 3r1 +x9 +3xr3 414 +375 0

son iguales.

5.9.3. Dos subespacios vectoriales S; y Sy dados respectivamente por las
ecuaciones matriciales A1z = 0y Asx = 0 son iguales si y sélo si

r < " ) — r(Ay) = r(Ay).

(S1 y S2 son intercambiables).
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Cambio de base.

Veremos aqui cual es la relacién entre las coordenadas de un vector en
dos bases distintas.

Sean B = {ey, ey, ...}, B = {€],€,,...e.} dos bases de un espacio vec-
torial de dimensién n.

!/ / / :

Sean (x1, T, ...xy), (2], 5, ...x}) las coordenadas respectivas de un vector
x en ambas bases.

Entonces, 1€y + x9e9 + - - - + xpe, = © = x)e] +abeb+ -+ 2l el, lo que
también se puede escribir:

T T
x !
(e1 e ... en) 2 =x = (e}, e5,...c,) 2
T x!

n
Sean
e; = ajiel + az1eg + ... + aniéy

€y = a12€1 + A22€2 + ... + Ap2€y

/
€, = Q1p€1 + agpe2 + ... + Appéy

los vectores de la nueva base expresados en la antigua. También los pode-
mos escribir globalmente asi:

ajp ai2 -+ Qi

a a DT a

/ ! / . 21 22 2n
(v ey o) =(er e woen) 507 0

Qpl Ap2 - °° App

sustituyendo la expresién anterior de los {€’} en la expresion de x, tenemos:

ay; ai2 -+ dip x’1
r=(a e o) | ||
ap1 QAp2 - Qpp l’%
que comparada con
Iy
r=(e e .. e) T2 :
In
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ya que las coordenadas de un vector en una base fija son unicas, da:

I a1 aiz2 -+ Qip X
/
Zo . g1 Ay -+ QAgp Lo
/
Ln ap1 Ap2 - Qpp Ly,

Expresion de la relacion entre las coordenadas en las dos bases.
Observemos que las columnas de esta matriz son las coordenadas de cada
uno de los vectores de la nueva base expresados en la antigua.

Ejercicios:

5.10.1. Hallar las matrices de cambio de base en R?
a) de la base dada en el ejercicio 5.4.2. b) a la base canonica.
b) de la base candnica a la base dada en el ejercicio 5.4.2. b)

5.10.2. Si {vy,v9,v3,v4} = {(1,1,0,0),(0,1,0,-1),(0,1,1,0),(0,0,0,1)}
y {wy, we, w3, wy} = {(1,0,0,1),(1,0,1,0),(0,2,1,0),(0,1,0,1)}, hallar:
a) Las coordenadas del vector 3w;+2wo+ws—wy en la base {vy, vo, v3, v4}.
b) Las coordenadas del vector 3v; — v3 + 2vy en la base {w;q, wo, w3, wy}.

5.10.3. Escribir las matrices de cambio de base en R* entre las dos bases
del ejercicio 5.10.2 y comprobar los resultados de ese ejercicio.

5.10.4.
a) Hallar las matrices de cambio de base en Msyo(R) entre las siguientes

e ENG)
D6 (C)

b) Hallar directamente las coordenadas de la matriz

(11)

en las dos bases anteriores y comprobar que estan relacionadas por las
matrices de cambio de base.
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5.10.5. Escribir las matrices de cambio de base en el espacio de los
polinomios de grado < 3, entre las bases {1,z — 1,(z — 1)%, (z — 1)3} y
{La+1,(e+ 12z + 1)},

Hallar las coordenadas del polinomio 1+ z 4+ 22 4+ 23 directamente en las
dos bases y comprobar que estan relacionadas por las matrices de cambio
de base.
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APLICACIONES DEL CONCEPTO DE DIMENSION A PROCESOS
CONCRETOS.

Independencia del niimero de escalones obtenidos escalonando
una matriz.

Queremos aqui mostrar, sin usar determinantes, que el niimero de escalo-
nes de la matriz escalonada E obtenida escalonando una matriz dada A es
independiente del itinerario seguido para escalonarla (de las operaciones
elementales utilizadas y del orden de éstas).

Primero demostramos que las filas no nulas de una matriz escalonada
tal que todos sus elementos tienen inverso, son independientes:

Sea

€11 €12 - €1p

e e o o e e
F— 21 22 omn

€ml €m2 *°° Emn

una matriz escalonada.
Sea

)\1(6117 €12, 76171) + )\2(6217 €22, " 76271) maie
+ e+ )\i(eila €i2, " ;ein) + A7’(67’17 €r2,y 7€rn)

una conbinacion lineal nula de sus filas

Recordemos que por ser la matriz escalonada, si ey es el primer nimero
distinto de cero de la primera fila e;; = 0 para ¢ > 1. Entonces, la k-ésima
coordenada de la anterior combinacion lineal se reduce a Ajeq;, pero si esta
combinacién lineal es nula, Ajeqr, = 0. Como ey # 0 y pertenece a un
cuerpo, existe el_k1 y entonces tenemos A\ = (Alelk)el_kl =0.

Sea ahora ey el primer nimero no nulo de la segunda fila. Entonces,
e; = 0 para ¢ > 2. Como A\; = 0, la I-ésima coordenada de la combinacion
lineal escrita es Ageq;, pero como la combinacién lineal es nula, Asegp =0y
concluimos que Ay = 0, lo mismo que en el caso anterior.

Vamos considerando las filas sucesivamente en orden creciente y llegamos
a la conclusion de que todas las A; son nulas ya que lo son las \; anteriores,
y en cada fila no nula hay una primera coordenada no nula tal que las
coordenadas en ese lugar de las filas sucesivas son nulas. Por tanto, las
filas no nulas de la matriz escalonada son independientes.
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Ahora, dada una matriz A,,«,, llamamos {v;};<,, C K" a los vectores
que tienen por coordenadas los elementos de las filas de la matriz A y
llamamos espacio fila de A: (F(A)) al subespacio de K™ engendrado por
los vectores {v; }i<m-

El nimero de escalones de la matriz escalonada E(A) obtenida de A es
igual al nimero de sus filas no nulas. Veamos que este ntimero (el de filas
no nulas de la matriz escalonada al que queda reducida A) es la dimension
del subespacio vectorial F(A). Cuando lo hayamos visto, tendrenos que
los distintos nimeros de filas no nulas de distintas matrices escalonadas
obtenidas de A son todos iguales, por ser iguales a la dimensién de F(A).

Para ello, primero, se puede comprobar que en cada operacion elemen-
tal realizada en la matriz A para hacerla escalonada, sus vectores filas se
transforman en otros vectores que dependen linealmente de los anteriores,
por lo que el subespacio de las combinaciones lineales de los vectores filas
de la matriz obtenida estd contenido en el subespacio fila de la matriz de
la que provenia y al final F(E(A)) C F(A). Como las operaciones elemen-
tales tienen como inversas, otras operaciones elementales; al volver hacia
atras desde E(A) a A, en cada operacién elemental ocurre lo mismo: el
subespacio engendrado por los vectores filas esta contenido en el anterior,
por lo que F(A) C F(E(A))), luego F(A) = F(E(A))).

Después, siendo las filas de E(A): {e; = (€51, €0....€in) @ < m}, y siendo
las filas no nulas de E(A): {e; = (e;1,€i0....€;n) © < 7}, por lo anterior,
F(A) = L{v1,v2, ..., Vi, ..o } =L {e1, €9, ..., €, ...ep} =L{e1,€9,...,€;,...6,}
ya que podemos prescindir de las filas nulas.

Como los vectores filas no nulas de E(A) son independientes y forman
un sistema generador de L{ey, e, ..., €;,...e,} = L{v1,v9, ..., Vi, ..., Up }, sSON
una base de este subespacio.

Cualquiera que sea la forma en que escalonamos la matriz A, el niimero
de filas no nulas (y, por tanto, el nimero de escalones) coincide con la
dimensién del subespacio F(A).

O sea, si escalonando de otra forma, obtenemos que L{e}, €5, ..., €;, ...el. }
= L{v1,V2, ..., Vi, ..., Uy, }, como {eq, €9, ...,¢€;,...e,} v {€], €5, ....€l, ...el, } son
dos bases del mismo subespacio vectorial, han de tener el mismo nimero
de elementos, luego r = r’.

En el proceso de esta demostracion hemos hallado bases del subespacio
vectorial engendrado por las filas de una matriz. Si nos dan un subespacio
vectorial por una familia de generadores, una manera de obtener una base
del subespacio es escribir la matriz formada por las coordenadas de esos
vectores en filas, escalonarla y los vectores correspondientes a las filas no
nulas de la matriz escalonada obtenida, son una base del subespacio dado.
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Si queremos que la base sea un subconjunto del conjunto de generadores
dado, seguimos el siguiente procedimiento:

Extraccién de la base a partir de un sistema generador.

Se deduce de lo visto en la proposicion 7 que para extraer una base de
un sistema generador hay que ir eliminando los vectores que dependan de
los demas. Esto, a veces, puede hacerse a simple vista, pero, en general,
no. Veremos como escoger un sistema generador independiente utilizando
el rango de la matriz que tiene por filas las coordenadas de los vectores
generadores en una base prefijada.

El nimero de vectores que tenemos que escoger es igual a la dimension
del subespacio considerado.

Sea S = L{v1,v9,...,v;, ..} donde cada v; = (v;1, Vig....V;p) €sté ex-
presado en una base prefijada del espacio total. Llamamos A a la matriz
que tiene por filas las coordenadas de cada v; y la reducimos a su forma
escalonada a la que llamamos E(A). Sabemos (por el procedimiento de la
demostracion del teorema de Rouché-Frobenius) que el nimero de filas no
nulas de una matriz escalonada E(A) a la que A se reduzca es igual al
maximo de los érdenes de los menores distintos de cero de A, al que vamos
a llamar r. Hemos visto que este nimero (el de filas no nulas de la matriz
escalonada F(A)) es la dimensién del subespacio vectorial engendrado por
los vectores {v; }i<m. Luego es r, el numero de vectores independientes que
tenemos que escoger.

Tenemos que decidir ahora cudles pueden ser esos r vectores. Por la
definicién de rango, podemos escoger en A un menor de orden r distinto
de cero; consideramos la submatriz formada por las r filas de las dadas que
intersecan con este menor distinto de cero. El rango de esta submatriz es r,
por lo que el subespacio engendrado por esas filas es de dimensién r. Como
este subespacio esta contenido en el dado y es de su misma dimension,
coincide con el dado y podemos escoger las r filas correspondientes a la
submatriz considerada para formar una base del subespacio dado.

Ejercicios:
5.11.1. Calcular la dimensién y extraer una base del subespacio de R’

engendrado por
{(1,0,1,0,1),(0,1,1,0,1),(1,1,3,1,1), (0,0,1,1,1),(0,—1,1,2,1)}.
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5.11.2. Encontrar una base de R* que contenga {(0,0,1,1),(1,1,0,0)}.

5.11.3. Calculese segin los valores de «, 3,7 la dimensiéon del espacio
vectorial:

S = E{(L 1, O)v (27 1, Oé), (37 0, 6)7 (17 s 1>}

5.11.4. Dado el subespacio vectorial de las matrices cuadradas 2 x 2
engendrado por

o) (Vo)) ()

extraer una base del subespacio considerado, de este sistema de gener-
adores.

5.11.5. Dado el subespacio vectorial de los polinomios de grado 3 engen-
drado por los vectores: {x? —1,2% 4+ 1, 2% + 4, 23} extraer una base de este
sistema de generadores.

También, del procedimiento anterior se deduce que el rango de una ma-
triz A es igual al numero de sus filas independientes, ya que siempre se
puede extender un sistema independiente de vectores a una base de F(A)
y un nimero de vectores superior al de la dimensién del subespacio F(A)
es dependiente.

Y como el rango de A, como méaximo de los érdenes de los menores
distintos de cero de A, es igual al rango de su traspuesta, este rango es igual
al niimero de filas independientes de ‘A, es decir, al ndmero de columnas

de A.

Aplicacion del rango a la obtencion de las ecuaciones carte-
sianas de un subespacio dado por sus generadores.

Para simplificar los calculos, se obtiene primero una base del subespa-
cio dado. Una vez obtenida una base del subespacio vectorial dado por
sus generadores, la condicién necesaria y suficiente para que un vector
(21,9, ..., z,) sea del subespacio es que dependa linealmente de los vec-
tores de la base, es decir, que el rango de la matriz que tiene por filas las
componentes de los vectores de la base sea igual al rango de esta matriz
aumentada con la fila (xy, z9, ..., ;).

Como el rango de la matriz que tiene por filas las coordenadas de los
vectores de la base es igual al nimero de estos, (llamémoslo r), podemos
encontrar en ella un menor de orden r distinto de cero. Agrandamos la
matriz formada por las coordenadas de los vectores de la base en filas
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con la fila (z1, s, ...,x,) debajo de las anteriores; completando ahora el
menor encontrado de todas las formas posibles a un menor de orden r+1
en la matriz agrandada con las columnas que no aparecen en dicho menor,
obtenemos n-r expresiones lineales en las coordenadas que han de ser cero
para que el nuevo vector (1, T, ..., ) pertenezca al subespacio. Estas n-r
condiciones necesarias son también suficientes para que el vector dependa
linealmente de los de la base. Para darnos cuenta de ello, tengamos en
cuenta que al ser el determinante de una matriz igual al de su traspuesta,
el rango de la matriz, no sélo es el numero de filas independientes, sino
el nimero de columnas independientes y que la anulacién de cada una de
las expresiones obtenidas indica que cada columna de la matriz agrandada
depende linealmente de las columnas del menor distinto de cero de orden r
encontrado. Por ello aseguran que el nimero de columnas independientes
de la matriz agrandada es r; y también el nimero de sus filas, por lo que
aseguran que la fila (x1, x9, ..., x,) pertenece al subespacio considerado.

Ninguna de estas ecuaciones es superflua porque considerando la matriz
de los coeficientes del sistema homogéneo formado por ellas, las n-r colum-
nas formadas por los coeficientes de las incégnitas que no estan debajo de
las del menor distinto de cero tienen sélo un elemento distinto de cero de
valor absoluto igual al del menor distinto de cero, permutado ademéas de
tal forma que dan lugar a un menor de orden n-r distinto de cero. Conviene
comprobarlo con un ejemplo.

Asi tenemos n-r ecuaciones que son necesarias y suficientes para que un
vector (x1, 9, ..., T,) pertenezca al subespacio.

Hay una sola ecuacion cuando la dimension del subespacio es n—1; estos
subespacios se llaman hiperplanos. El subespacio solucion de un sistema de
ecuaciones homogéneo es una interseccion de hiperplanos. Y segin hemos
visto ahora, los subespacios engendrados por una base de r vectores son
interseccién de n — r hiperplanos.

Ejercicios:

5.12.1. Hallar las ecuaciones cartesianas de los siguientes subespacios de

R*:

S = £{(1,0,1,0)(2,1,0, —1)(1,—1,3,1)},
Sy = £{(3,1,0,—1)(1,1,—1,—1),(7,1,2,—1)},
53 E{(032757 )}

R5:.
S1=L£{(1,0,1,0,1
Sy = L£{(1,0,1,0,0)(2,



Calculo del rango de la matriz A y busqueda del menor distinto
de cero de orden igual al rango.

Segun la definicién de rango de A como el maximo de los érdenes de los
menores distintos de cero, parece que habria que calcularlos todos, pero
teniendo en cuenta que también es el nimero de filas independientes de la
matriz, no es necesario calcular los determinantes de todas las submatrices
de A, segiin el procedimiento que vamos a ver.

Veamos antes un ejemplo: calculemos el rango de la matriz:

01 -1 2 1
00 1 -3 =2
01 -1 —4 -3
02 1 -9 —6
01 0 -3 -2

Podemos prescindir de la primera columna de ceros, porque siempre que
aparezca en un menor, este menor tiene determinante cero.

Empezamos aqui por el primer 1 de la primera fila y la segunda columna,
que da un menor de orden uno distinto de cero.

Ahora, lo orlamos con elementos de la segunda fila y de la segunda
columna para formar un menor de orden 2.

De esta forma, obtenemos:

1 -1
det(o 1)=17£O

Entonces, el rango de la matriz primitiva es mayor o igual que dos y las
filas 1 y 2% son independientes.
Ampliamos este menor con la fila 3* y columna 3%, obteniendo:

1 -1 2
det{ 0 1 =3 ] =0
1 -1 -4

y con la fila 3 y con la columna 4 obteniendo:

1 —1 1
det| 0 1 =2 | =0
1 -1 =3

Ya que la anulaciéon de estos dos determinantes implica la dependencia
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lineal de las dos ultimas columnas de la matriz

01 -1 2 1
00 1 -3 =2
01 -1 —4 -3

respecto a las dos primeras, se sigue de la anulacién de estos dos determi-
nantes, la anulacién de

-1 2 1
det 1 -3 2
-1 —4 -3

ya que sus tres columnas perteneces a un espacio de dimensién 2. Por
tanto, no es necesario calcular este determinante.
Al mismo tiempo, el nimero de filas independientes de la matriz

01 -1 2 1
00 1 -3 =2
01 -1 —4 -3

es igual a su nimero de columnas independientes igual a 2.

Como calcular el rango de la matriz total es calcular el nimero de filas
independientes, podemos prescindir de la 3* fila en el calculo de las filas
independientes y no tenemos que calcular ningin determinante de ningun
menor de orden mayor que 3 en el que aparezcan las tres primeras filas.

Ampliamos ahora el menor de orden 2 distinto de cero obtenido con
elementos de la 4¢ fila y 3* columna y obtenemos:

1 -1 2
det | 0 1 =3 | =—4+£0
2 1 -9

Entonces, el rango es mayor o igual que 3 y las filas 1¢,2% y 4% son
independientes.

Para ver si la dltima fila es independiente de las anteriores, ampliamos
el menor de orden 3 obtenido a un menor de orden 4, obteniendo:

1 21 9 1 1 -1 92 1
0 1 -3 -9 0 1 -3 -9

det| o | g g |=dt| g 3 _13 g [=V
1 0 -3 -2 0 1 -5 —3

Ya podemos concluir que el rango de la matriz es tres sin necesidad
de calcular méas menores. Podriamos pensar que quiza otra submatriz de
orden cuatro con otras filas pudiera tener determinante distinto de cero.
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Pero lo que se deduce de que el anterior determinante es cero, es que la
ultima fila depende de las otras, luego sélo hay tres filas independientes.
Entonces, el espacio engendrado por las filas de la matriz es de dimensién
3 y cualesquiera que sean las cuatro filas que escojamos, por la proposicion
7, son dependientes, siendo por tanto el menor formado, nulo y el rango de
A no superior a 3.

Nos hemos ahorrado el calculo de los determinantes:

0 1 -3 =2 1 -1 2 1
1 -1 -4 -3 1 -1 -4 -3
2 1 9 -6|"12 1 9 -6/’
1 0 -3 =2 1 0 -3 =2

1 -1 2 1 1 -1 2 1
0 1 -3 -2 0 1 -3 =2
1 -1 -4 -3|1"|]11 -1 -4 -3
1 0 =3 =2 2 1 9 -6

Estableciendo, en general,
el procedimiento de calculo del rango de una matriz:

Podemos prescindir de las columnas nulas y de las filas nulas de la matriz
porque no aumentan el orden de los menores con determinante distinto de
cero.

Hecho esto, después de una permutacion de filas, (que no altera el rango),
si es necesario, podemos suponer que aq; es distinto de cero. Entonces
consideramos todos los menores de orden dos en los que figura a;; con
elementos de la segunda fila, si alguno de estos menores es distinto de
cero, el rango de la matriz es mayor o igual que dos. En caso contrario,
el rango de la matriz formada por las dos primeras filas es 1. Entonces,
la segunda fila es multiplo de la primera, por ello podemos prescindir de
ella en el cédlculo de las filas independientes. Repetimos el proceso con las
restantes filas hasta encontrar, o bien que todas son multiplos de la primera
y entonces el rango es uno y hemos acabado. O bien un menor de orden
dos con determinante no nulo, y entonces, el rango es mayor o igual que
dos y hemos encontrado dos filas independientes.

Para averiguar si el rango es mayor que dos, consideramos los menores
de orden 3 obtenidos al ampliar el primer menor de orden dos con determi-
nante distinto de cero encontrado, con elementos correspondientes de las
columnas siguientes y de la fila siguiente. Si todos los determinantes de las
submatrices de orden 3 con esta fila son cero, esa fila depende de las dos
anteriores y podemos prescindir de ella en la formacion de més menores.
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Seguimos formando menores de orden 3 con las filas siguientes. Si todos
los menores formados asi salen con determinante cero, las filas siguientes
dependen de las dos primeras. Al haber solo dos filas independientes, otro
menor cualquiera de orden 3 es cero, el rango es dos y hemos acabado.

Si hay un menor de orden 3 con determinante distinto de cero, el rango
de la matriz es mayor o igual que 3 y hemos encontrado tres filas indepen-
dientes.

El procedimiento es andlogo para ver si el rango de la matriz es mayor
que 3, ampliando el menor de orden 3 distinto de cero encontrado con
elementos de las columnas y de las filas siguientes.

Seguimos aumentando el tamano de los menores tanto como sea posible
con el mismo proce-dimiento y cuando no podamos aumentar el tamano,
hemos llegado al maximo orden de los menores con determinante distinto
de cero en los que aparece parcial o totalmente la primera fila no nula.

Podriamos pensar que al formar submatrices que no empiecen en la 1¢
fila no nula, orlandolas luego con elementos correspondientes de las otras
columnas y otras filas se pudieran encontrar submatrices de orden supe-
rior al rango establecido anteriormente, con determinante distinto de cero.
Pero en el procedimiento seguido hemos hallado el maximo ntumero de
filas independientes. Este ntimero es la dimension del espacio vectorial en-
gendrado por las filas, independiente del orden considerado al formar las
submatrices. Por tanto no tenemos que comprobar mas determinantes de
mas submatrices.

Ademas, como el rango de la matriz es la dimensién del espacio en-
gendrado por sus vectores filas y del espacio engendrado por sus vectores
columnas, el orden de éstas no influye en la dimension. Por ello, podemos
hacer un intercambio de filas o de columnas antes de empezar a calcular
menores si vemos que las operaciones van a resultar mas faciles.

Ejercicios:

5.13.1. Estudiar, segiin el valor de A, los rangos de las siguientes matrices:

11
23 1 7 1 A —12
37—6—2,>1‘§£é,2—1>\5
58 1 A 29 4 3 1 10 —6 1

5.13.2. Estudiar, segtin los valores de A la compatibilidad de los sistemas
AX = b donde la matriz A|b es la dada a continuacién:
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3251 Al 11
24603, 1A 1]1
57 A5 11 A1

Aplicacion al método de Gauss.
Las soluciones de un sistema homogéneo son un subespacio vectorial

de dimensién igual al nimero de incoégnitas menos el rango de la matriz
del sistema y este rango se puede determinar calculando determinantes de
menores de la matriz de coeficientes de la manera ordenada indicada.
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SUMA E INTERSECCION de subespacios vectoriales.

La interseccion de dos subespacios vectoriales es su interseccién conjun-
tista. El corolario 1 afirma que es otro subespacio vectorial.

Se define la suma de dos subespacios vectoriales como el conjunto de los
vectores que son suma de vectores de los dos subespacios. Puede compro-
barse como ejercicio, que es otro subespacio vectorial porque cumple las
condiciones de la proposicion 2.

La suma de dos subespacios vectoriales esta engendrada por la unién de
dos sistemas generadores de cada uno de los subespacios. Sus ecuaciones se
obtienen a partir de este sistema generador, suprimiendo los generadores
dependientes.

Las dimensiones de la suma y de la interseccién de dos subespacios estan
relacionadas por la férmula de las dimensiones para la suma y la inter-
seccion de dos subespacios vectoriales.

Formula de las dimensiones:

Si V1 y V5 son dos subespacios vectoriales,

dim(V1) + dim(V3) = dim(Vi + V) + dim (Vi 0 V3).

Cuando la interseccién V3 N V5 es {0}, la suma se llama suma directa
y se representa por V) @ Vs.

Si ademas de ser directa la suma, V; & Vo =V,
los dos subespacios se llaman complementarios.

Demostracién de la Férmula de las dimensiones.

Sean V7, V5, los subespacios vectoriales de dimensiones n; y ns, respec-
tivamente. Sea k la dimension de la interseccién. La base del subespacio
interseccion se puede ampliar a una base de V; y a una base de V5; podemos
suponer que {ey, €z, ..., €;} es una base de Vi NVa, {ey, ea, ..., €k, €411, oy €ny
una base de V1, {e1, ez, ..., €k, €)1, ..., €, } una base de V5.

Nuestra féormula esta demostrada si vemos que

/ / /
{e1, €2, ..., €hpts - Cnys €115 Cpyay -Cpy

es una base de Vj + V5.
Desde luego, los vectores

/ / /
{e1, €2, .eh, €rp1s Cnyy €1 1s Chyny -y}
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son un sistema generador de la suma. En cuanto a la independencia lineal,
sea,

ni ’Ilg—k‘ N o

Veamos que todos los coeficientes han de ser nulos.

Escribamos:
S hieg = X7 Nl

El vector del primer miembro de esta igualdad esté en V; y el vector del
segundo miembro de la igualdad esta en V5. Al ser iguales estos vectores,
estan en la interseccion de Vi y de V,. Este vector de Vi N V5 se expresa de
manera unica en cada una de las bases de Vi, Vo y Vi N V5.

Las coordenadas del vector en la base dada de Vi son las (\;)i<n,, de
forma que si ha de estar en Vi N V5 ha de ser \; = 0, para ¢ tal que k <
i < mnq,y las {\;}i<x son las coordenadas del vector en la base de Vi N V5.

La suma considerada: X7, \e; + E;‘i—k/\;ez +; = 0, queda, entonces, como
una combinacion lineal nula de los vectores de la base de V5 y por tanto

sus coeficientes han de ser cero.

Se pueden sacar importantes consecuencias de la formula de las dimen-
siones para la suma directa de subespacios:

SiVi+ Vo =Vi @ Vs, por ser la intersecciéon de los dos subespacios cero,
la unién de las bases de V7 y de V4 es una base de su suma directa. (Basta
observar la demostracién).

Si ademas los espacios son complementarios, la uniéon de las dos bases
es una base del espacio total. Por eso, dado un subespacio V7, los vectores
que se puedan anadir a la base de V; para dar una base del espacio total,
constituyen una base de un espacio complementario de V;.

Aunque la condicién para que dos espacios sean complementarios es que
su interseccion sea el cero y su suma sea el total, solo es necesario comprobar
una de estas dos condiciones ademas de que la suma de las dimensiones
de los dos subespacios es la dimensién del espacio total, porque cada una
de ellas se da contando con la otra mas la férmula de las dimensiones. Es
decir:

a) Si Vi(1Va =0, V1 v V4 son complementarios si y sélo si la suma de
sus dimensiones es la dimension del espacio total.

b) Si la suma de V; y V5 es el espacio total, V1 y V5 son complementarios
si y sélo si la suma de sus dimensiones es igual a la dimensién del espacio
total.
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Veamos a):

Si V3 (Vo = 0, la formula de las dimensiones implica que dim(V; +V3) =
dim (V1) + dim(V3); sea V el espacio total, como V; + V5 = V si y sdlo si
tienen la misma dimensién, Vi + Vo =V si y s6lo si dim(V7) + dim(Va) =
dimV'.

Veamos b):

Si Vi + Vo, = V, la férmula de las dimensiones da dim(V; () V)
dim(V1) +dim(Va) — dim(Vy 4+ Va); por tanto Vi (Vo = 0(= dim(Vi (N Va) =
0) siy sélo si dim (V1) + dim(Va) — dim(Vy + V) = 0, es decir, si dim(V7) +
dim(Va) = dim(Vy + Vo) = dimV.

Ejercicios:
5.14.1.

Si S1 = L£{(1,-5,2,0)(1,-1,0,2)} v So = L£{(3,-5,2,1)(2,0,0,1)},
hallar una base y las ecuaciones cartesianas de S; + S3 y de S1[) Ss.

5.14.2.
Si S = £{(1,0,1,0)(2,1,0,—1)} y S» = £{(3,1,0,—1)(1,1,—1,—1)},

hallar una base y las ecuaciones cartesianas de S; + Sy y de S1[) Ss.

5.14.3. Comprobar que S; + So = So v S1() Sy = 57 si
S| = E{(B, 1,0, —1, 0)(1, 1,—1,—1, —1)},
Sy = £{(1,0,1,0,1)(2,1,0,—1,0)(2,0,1,0,1)}.

5.14.4. Siendo S7 = £{(1,1,2,0)(—2,0,1,3)} v So = £{(0,2,5,0)(—1,1,3,2)},
Hallar una base y las ecuaciones cartesianas de S + So v S1[)Ss.

5.14.5. Siendo S; = £{(0,1,1,0)(1,0,0,1)} y

IR B Wt B T e 0
2= T +To =0

hallar una base y las ecuaciones cartesianas de S + So v S1 () Ss.

5.14.6. Siendo

I
o

1 —I3
S, =
1 i) —Xy = 0

g = T tTa tr3 AT= 0
2= T +To =0
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hallar una base y las ecuaciones cartesianas de Sy + So v S1 () Ss.

5.14.7. Siendo Fj el plano de ecuacién x + 2y — z = 0 y Fj la recta de
ecuaciones

r -y +2z2=0
—2r +2y +z2=0

Averiguar si son complementarios.

5.14.8. Siendo Vi = £{(1,1,0),(1,0,1)} y Vo = £{(0,1,1)}. Averiguar

si son complementarios.

5.14.9. Comprobar que son complementarios los subespacios de ecua-
ciones:

—2x1 4729 +4xy 0 r1 —2x9 +x3 =0

S, = { —2r1 —b5r9 +4x3 =0 S, = { r1 +2x9 +x4= 0

5.14.10. Hallar una base y las ecuaciones cartesianas de un espacio com-
plementario de

a) S1 = L£{(0,2,5,0)(—1,1,3,2)}.

b) Sy = £{(1,1,0,0)(1,0,1,0)(0,0,1,1)(0,1,0,1)}

5.14.11. Hallar una base de S;() S, donde

) (1)22))
i a

.Cual es 51 + 597.

5.14.12. Hallar una base de S1() Sy y de S1 + So, donde
11 00
s=c{(00) (1)}
10 01
s=c{(01) (Yo}

Hallar también las ecuaciones cartesianas de Sy(]S2 y de S + Ss.
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5.14.13. En My.o(R) se consideran los subespacios que conmutan con
cada una de las siguientes matrices:

(1) (1)

a) Hallar una base de cada uno de ellos, de su suma y de su interseccién.
b) Hallar una base de un espacio complementario del subespacio de las
matrices que conmutan con A.

5.14.14. Sea

M:

O O =
O NN O
— o O

y S1 = {A|AM = A}, S, = {B|MB = B}.
Encontrar dimensiones y bases de S1() Sy y de S1 + Ss.

5.14.15. Hallar los subespacios suma e intersecciéon de los siguientes
subespacios de las matrices cuadradas de orden n:

a) El subespacio de las matrices triangulares superiores de orden n y el
subespacio de las matrices triangulares inferiores.

b) El subespacio de las matrices simétricas de orden n y el subespacio
de las matrices antisimétricas de orden n.

5.14.16. Hallar los subespacios suma e intersecciéon de los siguientes
subespacios del espacio de los polinomios de grado < 3: S} es el subespacio
de los polinomios multiplos de x4+ 1 y S5 es el subespacio de los polinomios
multiplos de x — 1.

5.14.17. En R* sean U = L{uy,us} y V = L{v1,v2} donde
u = (1,1,2,=A),ue = (—1,1,0, =), v1 = (1, A\, 2, =), v2 = (2,3, A\, 1)
Hallar segin los valores de A las dimensiones de U, V U +V, U V.
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PROBLEMAS RESUELTOS DE LOS PROPUESTOS EN EXAMENES

1.

DE ALGEBRA LINEAL I.

Decidir acerca de la dependencia o independencia lineal de los vec-
tores:

a)

{e1 —es,e9 —e3,63 —eyq, 64 —€1.}
donde eq, e9, €3, 4 son cuatro vectores independientes.
b)

{(1,1,0),(1,0,0)(0,0,1), (z,y,2)}

cualesquiera que sean (x,y, 2)

a) Seran independientes si los tinicos coeficientes A1,A2,A3\4, que pode-
mos poner para que salga cero la combinacién lineal:

)\1(61 — 62) + )\2(62 — 63) + )\3(63 — 64) + )\4(64 — 61)
son todos cero.
Desarrollando la operacion, tenemos:

()\1 — /\4)61 + ()\2 — )\1)62 + ()\3 — )\2)63 + ()\4 — )\3)84

combinacion lineal de vectores independientes, que serd cero si y sélo
si todos sus coeficientes son cero. Lo que da el sistema:

Al -\ =0
—)\1 +)\2 =0
— Ao +)\3 =0

A3 +M\ =0

que se cumple si Ay = Ay = A3 = A9 no necesitando ser todos cero, por
lo que no son linealmente independientes. Podemos tomar todos los
A; = 1 y obtenemos cero.

b)
Los vectores {(1,1,0), (1,0,0)(0,0,1), (x, y, 2) }son dependientes porque

{(1,1,0),(1,0,0)(0,0,1)} son ya una base de R?, ya que el determi-
nante

— 140

O = =
OO =
— O O
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Entonces, cualquier otro vector (z,y,z) depende linealmente de los
anteriores.

Hallar los nimeros complejos z para los cuales los vectores:

{(z4+14,1,4),(0,2+1,2),(0,4,2 — 1)}

son linealmente dependientes en el espacio vectorial C® sobre el cuerpo

C.

Solucion:

Los tres vectores son dependientes si y sélo si el determinante de la
matriz cuyas filas son las coordenadas de los vectores tiene determi-
nante igual a cero.

z+1 1 1
0 241 2z |=@E+i)F-1-iz)=2"-i=0
0 1 z—1
implica que z es una raiz ctbica de i = e’2.

Las raices cubicas de 1 son

7;(14_27\') Z5l \/g 1
e \6 3/ = 6 = ——— _|_ 71—
2 2

s 4w - 91 - 3T
ET3) — % — i — —j

Los niimeros complejos z para los que los vectores dados son depen-
dientes son los tres anteriores.

Dados
S1=L{(1,2,1,2),(2,-1,-1,-1)} Se=L{(1,1,1,-1),(—2,5,4,3)}

Hallar bases y ecuaciones cartesianas de S7 + S9 y de S1 N Ss.
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Solucién:

El subespacio S7 4+ S esta engendrado por la unién de los sistemas
de genera-dores de S7 y de Sy, por tanto,

Si+ Sy =£{(1,2,1,2), (2, —1,—1,-1),(1,1,1,-1), (=2,5,4,3)}

Estos cuatro vectores son un sistema de generadores de la suma de S,
y S9, pero una base es un sistema de generadores independiente. Para
ver si son independientes calculamos el determinante

1 2 1 2 1 1 1 —1 1 1 1 -1
2 —1 -1 -1 2 -1 -1 =1 0 -3 -3 1|
1 1 1 =1 [ 1 2 1 2/~ 10 1 0o 3|
-2 5 4 3 -2 5 4 3 0O 7 6 1

11 1 -1 11 1 -1

|00 -3 10|_ |00 -3 10_0
01 0 3 01 0 3 '
07 6 1 00 6 —20

Entonces, no son linealmente independientes y por ello no son una base
de S7+S,. Para ver si hay tres linealmente independientes calculamos
los menores 3 x 3. El menor superior izquierdo 3 x 3:

1 2 1
2 -1 —1|=-3+40
1 1 1

por tanto, los tres primeros vectores son independientes y son sufi-
cientes para formar una base:

Base de Sy + Sy = {(1,2,1,2),(2,-1,—-1,—1),(1,1,1,-1)}

La ecuacién cartesiana de S; + Sy se obtiene igualando a 3 (que es
su dimension) el rango de la matriz formada por los tres vectores de la
base y un vector genérico (z,y, z,t) del subespacio suma:

1 2 1 2
2 -1 —1 —1

rang 1 1 1 =3,
rx y =z t
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es decir,

12 1 2
2 -1 -1 -1 _ B
1 1 1 -1 =0 = —-2x+4+9y—-10z-3t=0.
x y z t

En cuanto a S7 N Sy, hallamos primero sus ecuaciones cartesianas y
después una base.

Por la férmula de las dimensiones,

dim(Sy + S2) + dim(Sy N Sy) = dim(Sy) + dim(S5)

dim(Sy) = rang < ; _? _% _% ) =2,

Como

dim(Sy) = rang ( _% é 111 _é ) =2

dzm(Sl N SQ) =1

Una base de (51N 95) estd formada entonces por un vector y el niimero
de ecuaciones cartesianas independientes que la determinan es 3.

Como un vector v € (51N Sy) siy sélosiv € Sy yv €Sy, vdebe de
satisfacer las ecuaciones de S; y las de S5, que son dos para cada uno
de los subespacios y de las cuatro ecuaciones cartesianas escogeremos
tres independientes.

Ecuaciones cartesianas de Si:

1 2 1 2 1 2 1 2
rang\ o _1 _1 _1 )= 2 -1 -1 -1 | =2
r y =z t

equivalente a

—r+3y—5z=0

[\
I
)_l
I
N =
I
@)
Il



By — 5t =0

DO
|
NI
|
I
(@]
I

Ecuaciones cartesianas de Ss:

111 -1 111 —1
rang _2543:—2543:2
r Yy z t
equivalente a
1 11
-2 54|=0 = —x—-6y+72=0
x Yy z
11 —1
-2 5 3|=0 = 8xr—y+Tt=0
Ty t

Las ecuaciones cartesianas de S; seguidas de las de S5 son:

—r +3y —Hz =0

Y —t =0
—r —6y +7z =0
8r —y +7t =0

de las que tres independientes son las tres primeras porque

1 3 -5
0 1 0|=-12+#0
1 -6 7

Un sistema de ecuaciones de S; N Sy es:

—r +3y —Hz =0
Y -t =0
—r —6y +7z =0

Una base de S7; N Sy es un vector que verifica las tres ecuaciones:
para ello damos a t el valor 1 y despejamos las demas incégnitas,
obteniéndose:

189



y=1 2z = %, T = —%, entonces una base de S; N S es el vector
1

Multiplicandolo por cualquier nimero distinto de cero, sigue siendo
una base; entonces, una base de S; N Sy es (—3,4,3,4), no teniendo
éste ultimo, nimeros fraccionarios.

. Sean dos subespacios de R*:
S1 = L{(1,0,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,2)} y So = L{(1,0,0,2)(1,1,1,1)}.
Hallar una base de:
a) S1+ S
b) S1 N S,.

Solucién:
a)

S1+ S, = £{(1,0,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,2),(1,0,0,2),(1,1,1,1)}
pero si un generador depende del resto, puede ser suprimido del sistema

de generadores quedando el mismo espacio.

Como (1,1,1,1) = (1,0,0,1) + (0,1,1,0), el vector (1,1,1,1) puede
ser suprimido del sistema generador.

También (1,0,0,2) = (1,1,1,2) — (0,1,1,0) por lo que también se
puede suprimir, quedando

S1+ S, = £{(1,0,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,2)} = 53

Una base de la suma de subespacios es un conjunto de generadores
independientes. El nimero de generadores independientes es el rango
de la matriz cuyas filas son las coordenadas de los vectores.

Dicha matriz es

1001
0110
1112
que contiene al menor de orden 3:
1 01
010
112

de determinante 1.
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Como el rango de la matriz es 3, los tres generadores son indepen-
dientes, y por tanto son una base de S7 + S5 = 5i.

b) Como hemos visto que los dos generadores de Sy dependen de los
de 51, se tiene Sy C Sp por lo que S7 NSy = S5. Sus dos generadores
son independientes porque el rango de la matriz

100 2
1111

es dos ya que el menor formado por sus dos primeras columnas tiene
determinante distinto de cero.

Por ello, una base de S; NSy es {(1,0,0,2)(1,1,1,1)}.

Dados los subespacios siguientes S; y Sy de R*:

Si=L{(1,1,-2,1),(0,1,-1,2)} S = Bi _2y e 2t 8}

Hallar a para que S; + S sea distinto de R*.

Solucién:

Para que S+ S sea distinto de R?, es suficiente con que su dimensién
sea menor que 4.

Como S viene dado por sus generadores, su dimension es el rango de
la matriz que tiene en filas las coordenadas de cada generador:

. 11 -21
dzmSlzr(O 1 _1 2):2

Como Sy viene dado por sus ecuaciones cartesianas, su dimensién es
cuatro menos el rango de la matriz de los coeficientes de las incognitas.

dim51:4—ra,ng(? _g E)L _(2)>:4—2:2

cualquiera que sea a.

Entonces, segtin la férmula de las dimensiones:
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dzm(51 + Sg) = dimS7 + dimSs — dzm(51 N SQ) =
=242 dzm(Sl M SQ) =4 — dzm(Sl M SQ)

y lo necesario para que dim(S; + S2) < 4 es que dim S1 N Sy >0

Si tuviéramos las ecuaciones cartesianas de S; NSy su dimension seria
cuatro menos el rango de la matriz formada por los coeficientes de las
incognitas. Las ecuaciones de esta interseccién son las ecuaciones de
S1 junto a las ecuaciones de Sy, por eso hallamos las ecuaciones de S
que provienen de la igualdad:

11 -21
2 =rang Ll=217 rang | 0 1 —1 2
01 -1 2 vy ozt

y son p. €j. las dos siguientes:

11 -2
01 -1l|=2+y+2=0
rT Yy Z
1 11
01 2|=x—2y+t=0
x Yy t

Entonces, las ecuaciones de S; N Sy serian:

xr 4y +=z =0
xr —2y +t =0
3x +az =0
x —2y -2t =0

y la dimensién de S; NSy seria mayor que cero si el rango de la matriz

Q O
O = O

1 1
1 =2
3 0
1 -2 0 -2

es menor que cuatro, es decir, si la matriz tiene determinante cero.
Como su determinante es (desarrollando por la tercera columna):
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1 -2 1 1 1 0
3 0 O0|4+all =2 1|=-184+9a
1 -2 =2 1 -2 =2

—184+9a=0 = a=2, para que S] + S, sea distinto de R*.

Consideramos el espacio vectorial de los polinomios de grado menor
o igual que 2.

a) Demostrar que B = {1,z — 1, (x — 1)?} es una base de ese espacio
vectorial.

b) Hallar las coordenadas de 1+ x + 22 en la base anterior.

Solucién:

Para que B = {1,2 — 1, (z — 1)?} sea una base, los tres polinomios
tienen que ser independientes como vectores y ademds tienen que ser
un sistema generador de todos los polinomios de grado menor o igual
que 2, es decir, cualquier polinomio de grado menor o igual que 2 se
debe poder escribir como combinacién lineal de los tres polinomios.

a1) Seran independientes si los tnicos coeficientes A1,A2,A3, que pode-
mos poner en la combinacion lineal:

Mcl4+d- (2 —1)+ A3 (2 — 1)

para que dicha combinacion lineal sea cero, son A\ = Ay = A3 = 0.

Vedmoslo:

M1+ (-1 +X-(z—-172=
)\1+)\2$—)\2+)\3'£L’2—2)\31‘+)\3:
:)\1—)\2+)\3+()\2—2)\3)x+)\3x2:0-|—0-x—|—0-x2.

Entonces, han de ser ciertas las ecuaciones:

AM—A+A3=0; A—2X3=0;A3=0.

donde ya tenemos que ha de ser \3 = 0.

Sustituyendo A3 = 0 en la ecuacién central, ha de ser Ay — 2 -0 = 0,
de donde también Ay = 0 y sustituyendo ahora los ceros en la primera
ecuacion, tenemos A; = 0.
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Por tanto, son independientes.

az) Veamos que son un sistema generador:

Para ello, cualquier polinomio de grado menor o igual que 2: a + bz +
cx?, (que es un vector de este espacio) se debe poder escribir como
combinacion lineal de los tres polinomios dados.

Entonces ha de ser:
a+br+c® =X -1+X-(x—1)+ A3 (z—1)?

para algunos Ai,A2,\3. Viendo que podemos encontrar valores de los \;
que verifican la igualdad tenemos demostrado que son un sistema de
generadores.

En efecto, las igualdades:

a+brtcr’ =X -1+X-(x—1)+X-(z—1)7°=
:/\1 —)\2+)\3—|—(/\2—2)\3)$+)\3£€2

dan

AM—X+A3=a, A—2\3=0, A\g=c

donde ya tenemos A3. Sustituyendo A3 = c en la ecuacién central, ha de
ser \o —2c¢ = b, de donde también Ay = 2c¢+b, y sustituyendo ahora los
valores de Ay y A3 en la primera ecuacion tenemos \; — (b+2¢) +c¢ = a,
de donde A\ = a + b+ c. Por tanto son un sistema generador.

b)
Las coordenadas de 1 + x + 22 en la base anterior son los coeficientes

A1,A2,A3 que correspondan segun los valores encontrados anteriormente
para un polinomio general a + bx + cx?.

Como ahoraa =1, b=1, ¢ =1, tenemos, segin lo hallado:

AM=c=1, A=b+2c=3, MM=a+b+c=3

Por tanto, las coordenadas son (3,3, 1).

Se puede y se debe comprobar que sustituyendo los valores de las co-
ordenadas en la combinacién lineal de los polinomios dados (vectores
de este espacio)se encuentra el polinomio 1 + x + z*:

3-143-(x—1)+1-(z—-1)*=34+3r—-34+2" 20 +1=1+2+2°
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7.

Estudiar si las matrices:

() GGG

forman una base del espacio de matrices 2 X 2 con niimeros reales.

Solucién:

Para que las cuatro matrices sean base, tienen que ser linealmente
independientes y ademés ser un sistema generador.

a) Veamos si son independientes:
Para ello, la igualdad

10 01 11 11

s6lo se puede cumplir cuando todos los A; son cero.

La expresion anterior es equivalente a

A0 0 A A3 A M M) (00
Gra) = (o) =)+ (%) - (0 0)

que implica (sumando las matrices):

Mt At M) (00
M+ A+ A AL+ A+ A3 L0 0 /-

Por tanto, deberian cumplirse las cuatro ecuaciones:

MFAFANFM=0 X+X+M=0 M+ +M=0 A+ +A3=0

Restando la segunda de la primera se obtiene \; — Ay = 0, lo que
implica A\ = .

Restando la cuarta de la segunda, se obtiene \y —\; = 0, lo que implica
A = A4

Entonces, sustituyendo, las ecuaciones se transforman en:

2M + A3 =0<= A3 = =2\ A +2\1 =0<= Xy = -2\
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Yy )\1 +)\2+)\3 =0
de donde

AM =2\ =2\ =-3\1 =0
de donde ha de ser \;y = 0, y de las anteriores, Ay = \; = 0,3 =
0,\s = A\ =0.

Como todos los \; han de ser cero, las matrices son linealmente inde-
pendientes.

b) Para ver que son un sistema generador se debe ver que cualquier
matriz fijada A puede ponerse como combinacion lineal del sistema
de matrices dadas, es decir, que podemos encontrar los coeficientes

(A1, A2, A3, \g) tales que
01 11 11

a b 1
a=(ea)= (i
Para ello,
a b . )\1 0 0 /\2 )\3 )\3 )\4 )\4
(c d>_()\1 >\1>+()\2 /\2)+( 0 )\3)+<)\4 o)
teniéndose las ecuaciones:
MFA+M=a +X+M=0 M+X+tM=c M+h+A3=d

Restando a la primera la segunda, a la segunda la tercera, a la tercera
la cuarta y dejando la cuarta tal como estd, tenemos:

M—X=a—b, =N+ 3=b—c, —A3+ \y=c—d, M+ +A3=d.
de donde

Al = Xt+a—b, \3=N+b—c= X +a—c, \y= A3+c—d = I+a—d,
A+ A+ A3 =d.

Sustituyendo en la ultima, tenemos:

Mt+a—b+X+X+ta—c=d = 3\y=-2a+b+c+d = N =
5(—2a+b+c+d).

Sustituyendo ahora el valor de A9 en las otras \; obtenemos:

M =3(a—2b+c+d), \g=3(a+b—2c+d), \=3(a+b+c—2d).
Obtenidos los valores de los \;, podemos poner la matriz fijada al princi-

pio como combinacion lineal de las matrices del sistema independiente,
siendo éste por tanto, un sistema generador.

— O
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También, para ver que son un sistema generador, se puede tener en
cuenta que el espacio vectorial de las matrices 2 x 2 es de dimension 4
y que todo sistema linealmente independiente se puede extender a una
base. Entonces, al extender el sistema anterior a una base se obtendria
una base de mas de cuatro elementos, lo cual es contradictorio con el
teorema de la base, que afirma que todas las bases tienen el mismo
numero de elementos. Por lo tanto, si cuatro elementos de este espacio
vectorial son independientes, son ya una base y un sistema generador.

Hallar las coordenadas de la matriz
11
11
en la base anterior.

Solucién:

(A1, A2, Az, Ag) son las coordenadas de la matriz dada si

10 01 11 11 11
w(at) e (T)enlon) e (io) (1)
Entonces, ha de ser

MAN3+Aa=1 X+XA3+ =1 M+t =1 AN+X+A3=1

Restando la segunda ecuacion de la primera se obtiene Ay — Ay = 0, lo
que implica Ay = As.

Restando la cuarta ecuacion de la segunda, por el mismo procedimiento
se obtiene \; = A\4.

Por lo que la primera ecuacién da 1 = 2\ + A3 y la ultima da 1 =
2A1 + Ag; restando estas dos ecuaciones, se obtiene 0 = —Xy + A3, es
decir, Ay = A3 y todos los A; son iguales.
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Mirando ahora en una de las ecuaciones obtenidas anteriormente, y
sustituyendo se obtiene 3\; = 1, de donde A\ = Ay = A3 = \y = 1/3.

Siendo las coordenadas de la matriz dada: (3,11 1),

3737373
Dados

-
51 = E{(l’ L, =2, 1)7 (17 0,—1, _1)} Sy = { ZJ;L‘tyy—:’ZZt t =0

Hallar una base de un subespacio complementario de S; N .Ss.
Solucion:

Antes de hallar una base del complementario de S7MNSs, hallamos una
base de S;N Sy v luego la completamos a una base de R*, constituyendo
los vectores que hemos anadido, una base de un complementario.

Una base de S7 NSy puede escogerse cuando se tengan sus ecuaciones,
que son las ecuaciones de Sy junto a las ecuaciones de S;. Como 57
viene dado por generadores, sus ecuaciones surgen de la igualdad de
los rangos de las dos matrices formadas una por los generadores de S
en filas y la otra por los mismos generadores en fila anadiéndole la fila

(z,y,2,1):

11 -2 1) Hj_}
"\10 -1 —-1)7"
Ty z t

Nos fijamos en el menor = —1 # 0 y lo completamos con la

11
10
ultima fila y cada una de las dos columnas restantes, teniendo:

1 1 -2 11 1
10 —-1]=0 10 —-1(=0
rT Yy =z Ty t

Eistos menores igualados a cero son:

—x—-—y—2z =0|_ xz4+y+z =0
—x+2y—t =0 r—2y+t =0

Son las ecuaciones de Sy.
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Entonces, las ecuaciones de S; N .Sy son:

r+yt+z =
rT—=2y+1t =
r+y+z+t =0
2r—y+z—1t =

de las cuales hay sélo 3 linealmente independientes porque

1 11 0
1 20 1| _
1 11 1|~
2 -1 1 -1
—20 1 10 1 1 -2 1
| 11 1|—=|11 1]|+|1 1 1[=6+3-9=0
-1 1 -1 2 1 -1 2 -1 —1
y
1 10
1 —2 1|=-3+#0,
1 11

Por ello, la dimensién de S; NSy es 1. Una base de este espacio esta
constituida por {(—2,—1,3,0)} (se puede obtener resolviendo por el
método de Gauss el sistema de las ecuaciones de S; N Sy y se puede
comprobar que verifica dichas ecuaciones).

Seguin hemos dicho al principio, una base de un complementario de
S1 NSy esta formada por tres vectores que anadidos a éstos den una
base de R*, p. ej.

{(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} ya que

-2 —-130
0O 100
0o 0o10|- 270
0 001
Otra base de otro complementario es:
{(1,0,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} ya que
-2 —-130
1 000
0o 010/ 70
0 001
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10.

Sean S7 C Moayxo(R), So C Maxs(R), los siguientes subespacios

vectoriales:
a+b =0 g — a b
c+d =0 2= c d

()

a) Explicar cual es la dimensién de Sy + Ss

a+c =0
b+d =0
b) Hallar las ecuaciones cartesianas (o implicitas) de Sy + Ss.

a)

Primero vamos a encontrar las dimensiones de S; y de Ss

g _ a b a+b =0 _

1=\ ed )| c+d =0 (7

:{(a_a>a€R,c€R}:
cC —cC

(6 76)+ (1 D)acrcenr)-
(5 7o) eV V)aercenr)-
o o) (1)

(o 7o) (31 )

es un sistema generador de S;. También es una base porque es lineal-
mente independiente:

(3 ) en(t o

MM =AY _ (00 _ _
:><)\2 _)\2>—<0 0>:>)\1—0,)\2—0.

Entonces, dimS; = 2.

de donde
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En cuanto a

( a€RbeER) =
)aERbER}
})aERbER}
~2i( 1 0) (0 1)
(a0)(na)

es un sistema generador de S;. También es una base porque es lineal-
mente independiente:

(r(8) (b )} o
S )= (5] e

Por lo que también dim(Ss) =

de donde

Un sistema generador de S7 + Sg es la unién de las bases de S; y de Ss:

o) () (o) (o)

pero para que fuera una base, los tnicos coeficientes que se podrian
poner en

1 -1 0 0 10 0 1

para que salga la matriz nula deben ser los coeficientes nulos. Haciendo
la operacion, tendriamos:

A1 +A3 =0

A+ A3 =N+ M\ (00 _ —\1 +Xs =0
do—X3 —do—XN /L0 O )™ Aoy — A3 =0
— Ao —XN =0



Para que el sistema de cuatro incognitas tenga tinicamente la solucion
trivial, el determinante de la matriz de coeficientes ha de ser distinto
de cero, pero

1 0 1 0 1 0 1 0

-1 0 0 1| [0 0 1 1| _

0 1 -1 0|70 1-1 0|

0 -1 0 —1 0 -1 0 —1
0 1 1

= 1 -1 0|=-141=0
-1 0 -1

por lo que existen solciones no nulas para los coeficientes; por ello, no
son independientes y para obtener una base hay que prescindir de una
o varias matrices que dependan de las otras.

Observemos que las columnas de la matriz del sistema son las entradas
de las matrices del sistema generador y que éstas son independientes
si y solo si las columnas lo son, lo cual se puede ver mirando el rango
de la matriz; habiendo tantas matrices independientes como colum-
nas independientes, siendo este numero igual al rango de la matriz de
coeficientes.

Como
10 1
10 0]|=-1#0
01 —1

las tres marices primeras son independientes y por ser el determinante
de la matriz total de coeficientes nulo, la cuarta matriz depende de las
otras, pudiéndose prescindir de ella para dar una base.

Entonces, una base de S; + S5 es:
1 -1 0 0 10
(o 7o) (V) (o)
b)

Por lo que hemos visto una matriz

(%)

pertenece a S; + Sy si y sélo si depende de los vectores (matrices) de
su base. Lo cual se verifica cuando la columna (a, b, ¢, d)" depende de
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las tres columnas primeras de la matriz de los coeficientes del sistema
anterior, siendo su ecuacion:

1 0 1 «a
_(1) ? _(i) IZ =—a—-b—c—d=0=a+b+c+d=0.
0 -1 0d

11.  Sea S C Myyo(R), determinado por

0 b a +b +c¢ +d=0
s={(28)] b T Taso
¢ —a +2¢ +2d =0

Encontrar, razonadamente, una base de un subespacio complementario

de S.
Solucion:

Como S es subespacio de un espacio vectorial de dimensién 4 y esté
determinado por tres ecuaciones independientes, S es de dimensién 1;
(las tres ecuaciones son independientes porque el rango de la matriz de
sus coeficientes es 3:

1

111
rang 2 211 |=3,yaque =1+#0).
-1 0 2 2

—_ N =
O N =
DO =

Una base de S esta formada por una matriz que satisface las ecuaciones,

p-€j.
00
-1 1

Si el sistema hubiera sido complicado, la matriz se puede obtener re-
solviendo el sistema de las ecuaciones de S por el método de Gauss.

Las coordenadas de esta matriz en la base candnica:

G (o) (Fe) (1))

Un complementario de S tiene una base de tres vectores (matri-
ces) independientes entre si e independientes de la matriz de la base
de S, para lo cual los vectores formados por sus coordenadas en la
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base canonica tienen que ser independientes entre si e independientes
del vector (0,0,—1,1). Para encontrarlos escribimos una matriz con
primera columna (0,0, —1,1) y completamos con otras columnas que
den determinante distinto de cero y esas columnas son las coordenadas
en la base canoénica de las matrices que forman la base de un comple-
mentario.

Como

— 140

__O O
oS oo
SO~ O
_ o OO

las matrices

(00) (00) (1)

forman una base de un complementario de S.
También podiamos escribir una matriz con la primera fila (0,0, —1,1)°
y completar con columnas que dieran una matriz con determinante dis-

tinto de cero. Las nuevas filas son las coordenadas en la base candnica
de las matrices que engendran un complementario.

— 140

o= O
_ o O
SO O
_— o O

y se obtienen las mismas matrices como generadores de un complemen-
tario.
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APLICACIONES LINEALES.

Introduccién.

Una aplicacién lineal entre espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo es
una aplicacion que respeta las operaciones de espacio vectorial, es decir,
aplica la suma de vectores en la suma de sus iméagenes y el producto de un
escalar por un vector en el producto del escalar por la imagen del vector,
respectivamente.

Definicion:

Sean V; y V5 dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo y f una
aplicacion de V; en V5. Se dice que f es una aplicaciéon lineal si

a) Dados dos vectores cualesquiera v y v' de Vi, f(v+v') = f(v)+ f(0').

b) Dados un vector v de V4 y un elemento del cuerpo A, f(Av) = Af(v).

Las aplicaciones lineales se llaman también homomorfismos.

Las aplicaciones lineales nos permiten trasvasar los resultados encon-
trados en unos espacios vectoriales a otros en los que la intuiciéon es mas
dificil.

Ademads, la importancia de la estructura de espacio vectorial estd en
que no solo la encontramos en los conjuntos de vectores del plano o del
espacio, sino en que se puede trasmitir a otros conjuntos que estan en
correspondencia biyectiva con algin R" 6 algin C", haciendo la biyeccién
una aplicacion lineal.

Consecuencia inmediata de la definicion es:
1) f(0) = f(0-v) =0 f(v) =0.
2) f(=v) = f((=Dv) = (=) f(v) = = f(v), YveW.

Cuando el espacio original y el espacio final coinciden, el homomorfismo
se llama endomorfismo.

Un ejemplo de endomorfismos son las aplicaciones que resultan al mul-
tiplicar los vectores del espacio por un numero fijo: f,(v) = av Vv € V.
Estas aplicaciones se llaman homotecias.
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Las proyecciones sobre una recta de R? o de R?® y sobre un plano de R?
son aplicaciones lineales. (Véase el dibujo siguiente).

Las simetrias respecto a rectas o planos en R* son endomorfismos. (Véase
el dibujo siguiente).

v+v’

s(v+v7)
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La aplicacién que hace corresponder a cada matriz cuadrada su traza
es una aplicacién lineal definida en cada espacio vectorial de matrices
cuadradas de orden n con valores en el cuerpo del que son las entradas
de la matriz.

La aplicacién derivada hace corresponder a un polinomio de grado < n
otro polinomio de grado < n — 1, por tanto es también una aplicacion del
espacio vectorial de polinomios de grado < n con coeficientes reales en el
espacio vectorial de polinomios de grado < n — 1 con coeficientes reales.
Se puede comprobar que es una aplicacién lineal.

La aplicacién de R en R definida por f(z) = x+1 no cumple la condicién
1). Por tanto no es lineal. A pesar de que la aplicacién de R en R definida
por f(z) = 2? cumple la condicién 1), no cumple la condicién 2), por lo
que tampoco es lineal.

Ejercicios:

6.1.1. Averiguar si son aplicaciones lineales las siguientes aplicaciones:

a) La aplicacion del espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden
n en el espacio vectorial de las matrices antisimétricas de orden n dada por
A(B) = 3(B-"'B).

b) La aplicacién traza definida en el espacio vectorial de las matrices
cuadradas 3 x 3 con entradas reales sobre R.

c¢) La aplicacion del espacio vectorial de los polinomios de grado < n en
éste mismo conjunto dada por T'(p(x)) = p(z — 1).

d) La aplicacion del espacio vectorial de los polinomios de grado < n en
éste mismo espacio vectorial dada por T'(p(z)) = p(z) — 1.

e) La aplicacién del espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden
n en el mismo espacio vectorial dada por P(A) = AB donde B es una
matriz fija.

f) La aplicacion del espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden
n en el mismo espacio dada por Q(A) = A+ B donde B es una matriz fija.

g) La aplicacion del espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden
n en el mismo espacio dada por C(A) = AB — BA donde B es una matriz

fija.
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La suma de aplicaciones lineales es otra aplicacién lineal. El producto
de una aplicacién lineal por un nimero es una aplicacion lineal. Pueden
comprobarse como ejercicio facilmente estas dos afirmaciones y por tanto
que el conjunto de las aplicaciones lineales definidas entre dos espacios
vectoriales es otro espacio vectorial, que denotamos por £ (V;, V). Como
consecuencia del parrafo siguiente vamos a ver que £ (Vi,V3) se puede
equiparar a un espacio vectorial de matrices.

Expresion matricial de una aplicacion lineal.

Primero, queremos pasar del concepto de aplicacién lineal a ciertos
nuameros que la determinen y luego obtener niimeros que la caractericen.

Fijada {eq, €9, ..., }, base de Vi, f esta determinada por las imagenes de
los elementos de esa base y fijada {uy, us, ..., uy, }, base de Vs, estas imégenes
estan determinadas por sus coordenadas en esa base, como consecuencia,
cada aplicacion lineal estd determinada por una matriz m x n:

Para determinarla, escribimos:

un vector x de Vi como x = x1e1 + z9es+ ...+ x,e, y escribimos el vector
y = f(x) de V5 como f(x) = y1us + yotls + ... + Y Upm-

Entonces, si x es un vector de V7,

f(x) = f(zier + zoes + ...+ xney) = fzrer) + f(z2e2) + ... + fzpe,) =
por a)

=x1f(e1) + xaf(e2) + ... + znf(en). por b)

Si las coordenadas de f(ey) son (a11, ast, ..., am1), las de f(es) son (ai2, ass, ...

..., las de f(e,) son (ain, Gon, ..., Gy ), €n la base de V3, las de y = f(x)
son:

n aiy 12 A1n
y,2 =1 a:21 + X9 a?Q +-+x, a?n =
Ym am1 Am2 Amn
ai;p a2 -+ Ain Ty
_ 21 Qg2 -+ Q2p T2
Aml Am2 - Amnp Ln
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La matriz

air Qa2 -+ Aip

as1 Q22 -+ QA2p
A= . . .

am1 Am2 - Gmp

se llama matriz de la aplicacién f en las bases dadas.

Se escribe, de forma abreviada, una aplicacién lineal por f(z) = Ax.
Las columnas de esta matriz estan formadas por las coordenadas de los
vectores imagenes de los de la base del primer espacio expresados en la
base del segundo espacio.

Dados dos espacios vectoriales y escogidas una base en cada uno de ellos,
hemos visto que corres-ponde a cada aplicacion lineal entre los dos, una
matriz A € M ,,«,. Reciprocamente, dados dos espacios vectoriales V; y
V5 de dimensiones respectivas n y m, y escogidas una base en cada uno
de ellos, a cada matriz A € M ,,«, le corresponde una aplicacién lineal
definida por f(z) = Az, donde z es la columna de las coordenadas de un
vector de V; en una base de éste y Ax es la columna de las coordenadas
de su imagen en una base correspondiente de V5. Se comprueba facilmente
que f es lineal utilizando las propiedades del producto de matrices.

Es facil ver que esta correspondencia es biyectiva entre el espacio vecto-
rial de las aplicaciones lineales entre Vi y V5 y el espacio M 5, (K) una

vez fijadas las bases de estos, y que a su vez es una aplicacion lineal, que
por ello identifica £ (V1,V5) con M 5, (K).

La expresion abreviada Ax = f(x) nos recuerda la expresion abreviada
Ax = b de un sistema de ecuaciones lineales. Nos indica que resolver el
sistema Az = b es encontrar un vector x del primer espacio que se aplica
en b por la aplicacion f de la misma matriz A. Si no existe este vector,
el sistema es incompatible, si existe sélo un vector, es compatible determi-
nado, si existen muchos vectores cumpliendo esa condicion, el sistema es
compatible indeterminado.

Ejercicios:

6.2.1. Escribir la matriz de la simetria de R? respecto a:
a) El eje coordenado OX.

b) El eje coordenado OY.

c¢) La diagonal del primer cuadrante.

d) La diagonal del segundo cuadrante.
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6.2.2. Escribir las matrices de las proyecciones ortogonales de R? sobre
las distintas rectas enuncia-das en el ejercicio anterior.

6.2.3. Escribir la matriz de un giro:

a) de noventa grados en sentido positivo (contrario al de las agujas del
reloj), alrededor del origen en R*

b) de d4ngulo « en sentido positivo alrededor del origen en R2.

6.2.4. Escribir la matriz de la simetria de R? respecto a:

a) El plano de ecuacién y = x.

b) El plano de ecuacion y = z.

c) El plano de ecuacién = = z.

d) La recta de ecuaciones y =z, z = 0.

e) La recta de ecuaciones y = z, z = 0.
f) La recta de ecuaciones z = z, y = 0.

6.2.5. Escribir las matrices de las proyecciones ortogonales de R?* sobre
los distintos planos y rectas enunciados en el ejercicio anterior.

6.2.6. Determinar la matriz que corresponde en la base candnica al
endomorfismo de R? que transforma los vectores {(3,2,1)(0,2,1)(0,0,1)}
en los vectores {(1,0,0)(1,1,0)(1,1,1)} respetando el orden. (Se pueden
calcular facilmente las imédgenes de los vectores de la base canénica).

6.2.7. Hallar la matriz en las bases canodnicas de la aplicacién del espacio
de los polinomios de grado < 3 en R* dada por

6.2.8. Hallar las matrices en las bases candnicas de las siguientes aplica-
ciones:

a) La aplicaciéon A de R? en R? dada por A(x,y,2) = (x —y + 22,2 +
Y, 2¢ + 2y + 2).

b) La aplicacién B de C? en C? dada por B(z1, 22) = (i21 + 222, 21 —i29).

c) La aplicacién C' de R? en R? dada por C(x,y,2) = (x+2z,y,2+y+2).

d) La aplicacién D de C? en C? dada por D(z1,2) = (iz1 + 22,21 +
’iZQ, 21 — ZZQ)

e) La aplicacién E de R? en R* dada por E(z,y) = (z,z +y, 2z, 2 + 2y)

6.2.9. Hallar la matriz en las bases canodnicas de la aplicacion traza
considerada en el espacio de las matrices cuadradas de orden 2 de nimeros
reales con valores en R.

Como la matriz de una aplicacién lineal depende de las bases escogidas,
no es un invariante intrinseco de la aplicacion lineal y por ello tenemos que
ver qué le ocurre al cambiar las bases. Veamos como estan relacionadas las
matrices que coresponden a una aplicacién lineal en las distintas bases.
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Cambio de base en la expresion matricial de una aplicacion
lineal.

Sean {ey, €9, ..., e, } base de Vi, {uy, us, ..., u;, } base de V5 y f un homo-
morfismo dado en estas bases por

Y1 aj; a2 -+ QAip T
fla) = Y2 | | @21 Q22 - Q2p T2 | _ Ar
Ym Am1 Am2 - Amnp Tn

Sean {e}, €, ...,el } otra base de Vi, {u],u),...,u, } otra base de V5 y A’
la matriz de f en las nuevas bases. Si (2,5, ...,2]) son las coordenadas
de = e (y},v5, ...,y,) son las coordenadas de y = f(z) en las nuevas bases,
se tiene la relaciéon:

o !

X

fay=| 2 [=a| 7
Ym T

Para ver la relacién entre A y A’ recordemos que las coordenadas de un
vector  de V; en las dos bases estan relacionadas por

/ /
o Ci1 Ci2 -+ Cip Ty Ty
/ /
) - Ca1 C2 -+ Cop Ty _C Ty
/ /
Ln Cnl Cn2 - Cpn T, Ly,

Las coordenadas de un vector y de V5 en las dos bases estan relacionadas
por

Y1 diy dip -0 dim y{ yi
Al e B T
YUm dml dmZ e dmm y;n yyln

Recordemos que las columnas de las matrices C' y D son las coordenadas
de los vectores de las nuevas bases en las antiguas y que estas matrices son
invertibles.

Sustituyendo respectivamente estas relaciones en la expresion de la apli-
cacion lineal, tenemos:

dip dip - diy yi
dor doa -+ dop Ys _
dml dm? Tt dmm y;n

213



De donde

Esta es la expresién matricial de la aplicacién lineal en las nuevas bases.
Por lo que A’ = D~'AC. las columnas de D~! son las coordenadas de los
vectores de la base primera en la base segunda dentro del segundo espacio.

Otra forma de ver la modificacion que sufre la matriz de la aplicacién lin-
eal al realizar un cambio de base es darse cuenta de que la matriz A de una
aplicacion lineal sirve para expresar los vectores "(f(e1), f(e2), ..., f(en)) en

ai2 A1in
a2 Aon
Am?2 Amn
aii
_ asi
— D! .
Am1

C21

C11

C12
C22

Cn1 Cp2

ai2
a9

am2

A1n
Aop

amn

Cln
Con
Cnn
g
/
Lo
C .
Ly

funcién de los vectores (uq, usg, ...u,,) segun la relacion:

= (uq, us, ..

(f(er), flea), s f

ail a2

as1 A22
Uy, . .

Am1 Am?2

A1n
Ao,

amn

La matriz A’ expresaria los vectores "(f(e}), f(

de los vectores (u},uj, ...u; ) segin la relacién:

(f(€1), flez), s flen))

/ /

Como

(€],€h, ...

implica

/ /

a/n a/12

/ Qg1 g9
um) . :
!/ /

anﬂ. anﬂ

ce) = (eq, e, ...

,€n)
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(
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/ /
Uy, Uy, ..

Cln
Con

AC

/

U

') en funcién
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Ci1 €12 -+ Cin

(F(€)), F(eh), s F(€L)) = (Fler), Flea)s o fea)) | 7 C?Q o
Cn1 Cn2 Con
y
Ay d o dy
() iy ool ) = (un, us, ..t d:21 d:22 d2:m
Ay dy o do

sustituyendo en la expresion en las nuevas bases tenemos

€11 €12 -+ Cin
(Fler) flenwe fle) | T2 00| =
Ca;l 07;2 C7:m
diy dip -+ diy
(w1, ug, ... up) d.21 d.22 d2.m A
Gt s~ o

de donde
(f(e1), f(ea), ..., flen)) = (u1,us, ... upn) DA'C™!
obteniéndose también A = DA'C1,

Si el homomorfismo es un endomorfismo, como coinciden el espacio origi-
nal y el espacio final de la aplicacion, se utiliza normalmente la misma base
en estos dos espacios y un cambio de base en la matriz de la aplicacion
lineal se refiere al mismo cambio de base en V considerado como espacio
inicial y como espacio final. Entonces C = D y A’ = C'AC. Todas las
matrices correspondientes a un endomorfismo en distintas bases se llaman
equivalentes.

Como aplicacién del mecanismo de cambio de base en endomorfismos
se puede hallar facilmente la matriz de las simetrias ortogonales y de las
proyecciones ortogonales que permiten escoger bases en las que su expresion
es muy facil. La expresiéon de estas aplicaciones en la base candnica se
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encuentra haciendo el cambio de base necesario en cada caso desde la base
que da la expresién facil de la aplicacion a la base canonica.

Aplicacién 1.

1) Matriz de la simetrfa ortogonal de R? respecto al plano z —y + z = 0:

Esta simetria deja invariantes los vectores del plano y transforma en su
opuesto el vector perpendicular al plano.

Sean dos vectores independientes del plano ¢} = (1,1,0), €, = (1,0, —1).
Estos dos vectores junto al vector perpendicular al plano e = (1,—1,1)
forman una base de R? en la que la matriz de la simetria es:

10 0
A=[101 0
00 —1

Como la matriz de cambio de base de las coordenadas de la nueva base
a las coordenadas de la base canodnica es

) 1 1 1 T
o | =1 0 —1 )
T3 0 -1 1 '

la matriz en la base candnica de la simetria considerada es:

-1

1 1 1 10 0 1 1 1 L 12 -2
A=11 0 -1 01 0 1 0 —1 - 21 2
0 -1 1 00 —1 0 -1 1 3\ 2 2 1

Aplicacién 2.

Matriz de la proyeccién ortogonal de R? sobre la recta engendrada por
el vector (1,1,1):

En esta proyecciéon el vector de la recta queda fijo y se aplican en cero
los vectores ortogonales a la recta.

El vector de la recta € = (1,1, 1) junto con dos vectores independientes
ortogonales a él: e; = (1,—1,0) €5 = (1,0, —1) forman una base en la que
la matriz de la aplicacion es:

A =

oo =
o OO
o OO
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Como la matriz de cambio de base de las coordenadas de la nueva base
a las coordenadas de la base candnica es

T I 1 1 x)
o | =11 -1 0 xh
T3 1 0 -1 Tl

la matriz en la base canodnica de la proyeccién considerada es:

-1

1 1 1 1 00 1 1 1 1 1 11
A=11 -1 0 000 1 =1 0 =—1 111
1 0-1/\ooo/\1 0 -1 3\111
Ejercicios:
6.3.1. Dada la aplicacién de R? en R* por la matriz:
10
01
10
01

en las bases canodnicas, hallar la matriz de dicha aplicaciéon en las bases
{(0,1),(1,1)} de R? y {(1,1,0,0), (0, 1,1,0), (0,0,1,1)(0,0,0,1) } de R".

por la matriz:

en las bases {(0,1), (1,1)} de R? y {(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)(0,0,0,1)}
de R*, hallar la matriz de dicha aplicacién en las bases candnicas.

6.3.3. Hallar, haciendo un cambio de base, la expresién matricial en la
base canénica de la aplicacién lineal f de R? en R? tal que:

£(1,1,0) = (1,1,1), f(1,0,—1)=(0,1,1), f(1,—1,1) = (1,2,2).

6.3.4. Comprobar mediante un cambio de base, la matriz en la base
candnica obtenida para la aplicacion lineal del ejercicio 6.2.6.
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6.3.5. Hallar la matriz de la aplicacion lineal del ejercicio 6.2.6.

a) en la base {(3,2,1)(0,2,1)(0,0,1)}.

b) en la base {(1,0,0)(1,1,0)(1,1,1)}.

¢) Comprobar que las matrices obtenidas anteriormente estan relacionadas
con la matriz del endomorfismo en la base candnica por las matrices de
cambio de base correspondientes entre las bases.

6.3.6. Utilizando cambios de base calculénse las matrices en las bases
canodnicas de

a) La simetria ortogonal de R? respecto a la recta engendrada por el
vector (—1,1,—1).

b) La proyeccién ortogonal de R? sobre el plano de ecuacién z+y+2z = 0.

¢) Las rotaciones vectoriales de noventa grados de R? respecto a la recta
de ecuaciones: z +y =0,z = 0.

A pesar de que la expresion matricial no es una propiedad intrinseca de la
aplicacién (porque depende de las bases escogidas en los espacios), podemos
llegar, utilizandola, a la determinacion de subespacios asociados de manera
intrinseca a la aplicacién lineal. Estos subespacios son el ntcleo y la imagen
de la aplicacién lineal. Sus dimensiones son ntmeros independientes de la
base escogida siendo por tanto, propiedades intrinsecas de dicha aplicacion.

Ntcleo de una aplicacién lineal:

Es el conjunto de vectores del primer espacio que se aplican en el ele-
mento neutro del segundo espacio.

El nicleo de una aplicacion lineal es un subespacio vectorial ya que

Siempre contiene el cero por 1) y
Sivi,v € Nfy ar,ap € K, f(aiv) + apvz) = ay f(v1) + azf(vs) = 0.
i. e. aqvr + agvy € Nf.

El subespacio nicleo de la aplicacion lineal es independiente de su ex-
presion matricial.

Fijandonos en la expresién matricial de la aplicacion lineal, vemos que
fijada la base (ey,es,...e;,) de Vi, el nicleo de la aplicacién lineal f es el
conjunto de vectores de coordenadas (x1, x9,...x,) en esa base tales que

aj;1 a2 -+ Qg T 0
a1 a2 - Qg z2 | O
Am1 Am2 - Amnp Tn O
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Por tanto, el nicleo es el conjunto de soluciones del sistema homogéneo
cuya matriz de coeficientes es la matriz de la aplicacién lineal.

Su dimensién es por tanto la dimension del primer espacio menos el rango
de la matriz de la aplicacién lineal. Llegamos, por ello, a que el rango de
dicha matriz es siempre el mismo, cualquiera que sean las bases escogidas
en los espacios Vi y V5. Es un numero invariante de la aplicacién y se le
llama rango de la aplicacion.

Las ecuaciones cartesianas del nicleo se obtienen eliminando en las ecua-
ciones AX = 0 del sistema, las ecuaciones cuyas filas dependan de las
demas.

Una base del niicleo se obtiene resolviendo el sistema homogéneo obtenido.

Como ejemplo, hallemos el ntcleo de una aplicacién lineal f de R® en
R3 dada por la matriz:

3211
A=132 23 0
6 410

El ntcleo de f es el conjunto de vectores (x1, x9, T3, x4, T5) que verifican
f(z) =0, equivalente a A(x) = 0, es decir,

3r1 +2x9 +x3 44 —x5 =0
31‘1 +2332 +2$3 +3$4 =0
6$1 -|—4.I'2 +3 —3%5 =0

Este es el sistema del ejemplo 2 del capitulo sobre espacios vectoriales y
repito aqui su resolucion.

Una forma sistematica de resolver un sistema homogéneo de ecuaciones
lineales, que se puede escribir en forma matricial por Ax=0, es reducir la
matriz A a una matriz escalonada E por operaciones elementales y pasar en
las ecuaciones de Ex=0, las incognitas de las columnas que no dan escalén
al segundo miembro.

Como hicimos en el capitulo del método de Gauss:

3r1 +2x9 +wy +w4 —T3
T3 +2x4 +ws
— X3 —2$4 — XI5

I
oo o

~“ oo M=
Il

8
ot

3r1 +2x9 +x3 +X4
T3 +2x4 +ws

Pasamos al segundo miembro las incognitas xo x4

|
S
ot
I

—
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3r1 +x3 = —2r9 —xy4 +x3
T3 = —2x4 —x5

Ahora, al recorrer las ecuaciones de arriba a abajo, las incégnitas del
primer miembro van dismi-nuyendo de una en una, apareciendo soélo una
incognita despejada en el primer miembro en la ultima ecuacién. Susti-
tuyendo esta incognita en la ecuacion anterior, podemos despejar otra
incognita mas y seguir asi despejando hasta agotar las incégnitas de los
primeros miembros.

En este ejemplo, sustituyendo el valor de x3 dado por la segunda ecuacion
en la primera ecuacién tenemos: 3x1 = —2x9 + x4 + 275.

Podemos considerar todas las incoégnitas como funciones lineales de las
variables pasadas al segundo miembro, anadiendo x; = x; para estas ultimas
variables.

En este ejemplo, anadiendo x9 = 9, x4 = 4, x5 = x5, obtenemos las
condiciones:

r = —§$2 +%ZE4+ %xf)
Iy = L2

T3 = —2x4 —x5
Ty = Tq

Iy = Is

Una solucién cualquiera es una 5-upla de valores, donde las incégnitas
pasadas al segundo miembro pueden variar arbitrariamente y las incégnitas
del primer miembro estan sujetas a las condiciones despejadas. Que expre-
samos por:

. -2 ;
I9 1 0 0
r3 | = a9 O | 4+x4] —2 | +25]| —1
Ty 0 1 0
Ty 0 0 1

Haciendo ahora x9 = A\, x4 = A9, x5 = A3 se escribe:

i) 1 0 0
3 = )\1 0 + )\2 —2 + )\3 —1
Ty 0 1 0
i 0 0 1

El subespacio de soluciones del sistema es el subespacio de las combina-
ciones lineales de los tres vectores columna del segundo miembro.
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Nf = E{(—%, 1,0,0,0), (%, 0,-2,1,0), (%, 0,—1,0,1)} y estos tres vec-
tores son una base de N f.

En efecto, ninguno de los vectores columna es superfluo a la hora de dar
las combinaciones lineales soluciones. En nuestro caso, para comprobar que
son independientes, mirariamos si una combinacion lineal de los vectores
igual a cero es posible con coeficientes \; distintos de cero. Tendria que
ser:

0 -2 ;
0 1 0 0
0=\ O +X| -2 | +A]| —1
0 0 1 0
0 0 0 1

De la segunda, la cuarta y la quinta filas, tenemos: 0 = Ay, 0 = Xy, 0 =
A3, lo que implica que los vectores columna escritos son independientes.

La dimension del espacio de soluciones de este sistema es 3 = 5 — 2 =
dim Vi —r(A).

Imagen de una aplicacion lineal:

Es el conjunto de vectores que se pueden obtener como imagen de algin
vector del primer espacio, por la aplicacién lineal. Se representa por Im(f).

Al obtener la expresién matricial de la aplicacion lineal hemos visto que
cualquier vector f(x) de la imagen es combinacién lineal de los vectores
{f(e1), f(e2), ..., f(en)}, (Vuélvase a leer), es decir, de los vectores columnas
de la matriz de la aplicacion lineal. Reciprocamente, cualquier combinacion
lineal de estos vectores con los coeficientes aq, as, ...a,, es la imagen del
vector (aje; + aoes + ... + aye,) de V4.

Por ello, la imagen de f es el subespacio de V5 engendrado por las
imégenes {f(e1), f(es), ..., f(e,)}. Como las coordenadas de estos vectores
son las columnas de A, podremos extraer de ellos tantos vectores indepen-
dientes como sea el rango de A, por lo que la dimensién de la imagen es el
rango de A.

Extrayendo una base de este sistema generador podemos hallar las ecua-
ciones cartesianas y las paramétricas del subespacio imagen de la aplicacion
lineal.

En el ejemplo anterior, (en el que hemos calculado el nticleo de f), la
imagen de f es el subespacio de R? engendrado por

{(3,3,6),(2,2,4),(1,2,1),(1,3,0),(—1,0,—3)}, de los cuales, s6lo dos
son independientes (compruébese); la imagen de esa aplicacién lineal estd
engendrada p.ej. por {(1,3,0),(—1,0,—3)}, siendo su ecuacion:
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1 3 0
-1 0 -3|=0=-921+322+323=0 =321 —29—23=0
Tr1 X9 X3

Teorema de Rouché-Frobenius

Segtin hemos visto en un parrafo anterior, resolver el sistema Ax = b es
hallar x tal que f(x) = b donde f es la aplicacion lineal dada por la matriz
A. Sibno estd en Im(f), este x no existe, siendo el sistema incompatible.
Si b estd en I'm(f) el sistema es compatible, siendo determinado, si sélo
hay "uno” de tales x, e indeterminado si existen muchos x.

Veamos que si N f es cero, slo puede existir un x tal que f(x) = b: sean
x y 2 tales que f(z) = b= f(a'), entonces, f(x —2') = f(x) — f(2') =0
implica que x — 2’ =0, i.e. x = 2.

Veamos también que si N f # 0, existen muchas soluciones cuando el
sistema es compatible: entonces, Ya € Nf, a # 0, y si f(z) = b, también
f(z +a) =0, siendo x # x + a.

En el ejemplo de la aplicacién f anterior y de su matriz A, el sistema
Az = b tiene solucién si y solo si siendo b = (by, b, b3), se verifica

3by — by — bg = 0. La soluciéon no es unica porque N f # 0. Luego ese
sistema es compatible indeterminado si 30 — by — b3 = 0 e incompatible en
caso contrario.

También deducimos de las consideraciones anteriores que el sistema
Az = b tiene solucién (es compatible) si y sélo si al anadir el vector b
a los vectores que generan la imagen de A, (que son las columnas de A)
el nimero de vectores independientes es el mismo, lo cual equivale a que
el rango de la matriz ampliada A|b es igual al rango de la matriz A. Para
que la solucién sea tunica, (sea compatible determinado), ademads, la di-
mensién del nicleo de f debe ser cero, es decir, dim V; —r(A) =0, o lo
que es lo mismo, el rango de A debe ser igual al nimero de incégnitas.
El sistema es compatible indeterminado si el rango de la matriz ampliada
Alb es igual al rango de la matriz A y éste es menor que el nimero de
incognitas. Asi hemos vuelto a encontrar el teorema de Rouché-Frobenius
como consecuencia de la teoria estudiada sobre aplicaciones lineales.

Es conveniente, para adquirir agilidad, hacer los siguientes

Ejercicios:

6.4.1. Determinar cudl es el nucleo y cual es la imagen:

a) de una proyeccién ortogonal de R? sobre una de sus rectas.
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b) de una proyeccién ortogonal de R? sobre una de sus rectas.
c) de una proyeccién ortogonal de R? sobre uno de sus planos.
d) de una simetrfa ortogonal de R? respecto a una de sus rectas.
e) de una simetria ortogonal de R3 respecto a una de sus rectas.
f) de una simetria ortogonal de R? respecto a uno de sus planos.

6.4.2. Hallar las ecuaciones cartesianas y una base de los nucleos y de
las imagenes de las siguientes aplicaciones lineales:

a) La aplicacién A de R en R? dada por
Alz,y,2) = (x —y+ 22,2+ y,2x + 2y + 2).

b) La aplicacién B de C? en C? dada por B(z1, 20) = (i21 + 222, 21 —i22).
¢) La aplicacién C' de R? en R® dada por C(x,y,2) = (z+ 2,9y, 2+y+2).

d) La aplicacion D de C? en C? dada por D(z1,22) = (iz1 + 29,21 +
iZQ, 21 — iZQ).

e) La aplicacién E de R? en R* dada por E(x,y) = (z,x +y, 2z, z + 2y)

6.4.3. Dada la aplicacion lineal f : RS — R* en las bases candnicas por
la matriz:

N ==
WO N
DO W = =
N Ot N O
_ W o

1) Hallar una base del ntcleo de f.

2) Seleccionar las ecuaciones del nicleo de f.

3) Hallar una base de la imagen de f.

4) Hallar las ecuaciones cartesianas de la imagen de f.
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6.4.4. Siendo A la matriz:

A:

_ o O =
S = O =
OO =
_ o = O

Hallar ¢ para que el sistema Ax = b tenga soluciéon en los dos casos
siguientes:

1) b=(1,0,1,¢)",2) b= (1,0,¢,1)"

2) En los casos anteriores, ;es el sistema compatible determinado o in-
determinado?

6.4.5. Hallar las ecuaciones cartesianas y una base del ntucleo y de la
imagen de la aplicacién lineal de R* en R' (endomorfismo) dada por la
matriz:

20 —1 —2
24 -1 2
a) 22 —2 —9
22 0 2

La union de las dos bases encontradas correspondientes al nicleo y a la
imagen es un conjunto de cuatro vectores. ;Es una base de R*? ;Podriamos
conseguir una base de R* como unién de otras bases distintas del nicleo y
de la imagen de estas aplicaciones?

Responder a las mismas cuestiones para la aplicacion lineal g dada por

210 —1

-111 2

b) 121 1

032 0

6.4.6. Dada la aplicacién lineal de R* en R* (endomorfismo) por la
matriz:

12 31

-1 0 —-11

13 42

-1 0 —-11

Hallar la dimensién del subespacio vectorial f(L) C R* en los dos casos
si-guientes:
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a) L=x3=0.b) L=x1+x3—24=0.

;Hay algtin hiperplano de R*, cuya imagen es otro hiperplano? (Un
hiperplano de R" es un subespacio vectorial de dimensién n — 1).

6.4.7. Dada la aplicacién lineal de R* en R* (endomorfismo) por la
matriz:

_0 O =
OO = =
O = = O
_ - O

a) Hallar las ecuaciones cartesianas del subespacio vectorial f(L) C R*
siL=x3—x4=0.

b) Hallar las ecuaciones cartesianas de un subespacio vectorial L # R*,
tal que su imagen sea un hiperplano de R*. (Un hiperplano de R" es un
subespacio vectorial de dimensiéon n — 1).

¢) ¢Hay algtin hiperplano de R?*, cuya imagen sea una recta?

6.4.8. Cualquier matriz puede expresarse como suma de una matriz
simétrica y de una matriz antisimétrica. Considerar en Msy3(R) las apli-
caciones lineales:

a) La que hace corresponder a cada matriz su matriz simétrica sumando.

b) La que hace corresponder a cada matriz su matriz antisimétrica
sumando.

Hallar el ntcleo y la imagen de cada aplicacion.
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Formula de las dimensiones para una aplicacién lineal.

Repitiendo, la dimensién de la imagen de una aplicacién lineal es, por
tanto, el numero de vectores independientes de los {f(e1), f(e2), ..., f(en)},
es decir, de columnas independientes de la matriz de la aplicacion, o sea,
el rango de la matriz de la aplicacién lineal. Como hemos visto que la
dimensién del nicleo es la dimension del espacio original menos el rango
de esta misma matriz, tenemos la relacion:

dim(N f) 4+ dim(Im f) =

= dim(espacio origen) — r(A) + r(A) = dim(espacio origen,).

Si las dimensiones del espacio original y el espacio final coinciden, la
dimensién del nicleo es cero si y sélo si la dimension del espacio imagen
coincide con la dimensién del espacio total.

Es un ejercicio conveniente comprobar la féomula de las dimensiones en
cada uno de los ejercicios anteriores en los que se han hallado ambos espa-
clos.

Hasta ahora, dada una aplicacién lineal, hemos hallado su ntucleo y su
imagen. Podemos plantearnos el problema inverso: dados dos espacios
vectoriales Vi v Vo, si Wy C Vi y Wy C Vi son dos subespacios vectoriales,
/se pueden construir aplicaciones lineales de 1V} en V; tales que su ntcleo
sea W7 y su imagen sea W57

Para que se puedan construir, en virtud de la férmula de las dimensiones,
es necesario que dimWi+dimWsy = dimV;. Vamos a ver que esta condicion
es suficiente. En efecto, podemos coger una base de W; y extenderla a una
base de V7, para lo cual necesitamos tantos vectores como hay en una base
de W5. Como una aplicacién lineal queda determinada por las imagenes
de los elementos de una base, definimos la aplicacion lineal aplicando los
elementos de la base de W; en cero y aplicando los anadidos para obtener
una base de Vi, en una base de W5 con cualquier biyecciéon posible.

Ejercicios
6.5.1. Comprobar la férmula de las dimensiones en todas las aplicaciones

lineales de los ejercicios anteriores en las que se han calculado nucleo e
imagen.
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6.5.2. Comprobar que es posible hallar una aplicacién definida en R?
con imagen en I3, tal que:

a) Su nucleo es el plano de ecuaciéon = + y + z = 0 y su imagen es la
recta r =y = 2z.

b) Su imagen es el plano de ecuacién x +y + z = 0 y su nucleo es la
recta r =y = 2z.

c) Hallar las matrices correspondientes en la base canénica.

6.5.3. Comprobar que es posible hallar una aplicaciéon lineal ( y su
matriz) de R* en R*, tal que tanto su niicleo como su imagen sean el
subespacio de ecuaciones:

rT1+ o+ x3 +x4=0
$2+$3 =0

Isomorfismos.

Los homomorfismos cuyo ntcleo es cero y cuya imagen es el espacio
total se llaman isomorfismos. Los isomorfismos son aplicaciones lineales
que hacen coresponder a cada elemento de un espacio otro elemento del
otro espacio y sélo uno, por ello, identifican distintos espacios vectoriales
y permiten el trasvase de propiedades de un espacio a otro.

Un isomorfismo es un homomorfismo cuyo nticleo es cero y cuya imagen
es el total.

El caracter de isomorfismo de una aplicacién lineal queda reflejado en
la matriz de la aplicacion lineal: Veremos que para que la aplicacion lineal
sea isomorfismo es necesario y suficiente que la matriz sea cuadrada y que
su determinante sea distinto de cero.

Si f es isomorfismo, por por ser N(f) = 0 y por la férmula de las
dimensiones dimIm(f) = dimN(f)+dimIm(f) = dim(V7); como también
Im(f) = Vo, dimIm(f) = dim(V3), por lo que dimV; = dimVs. Ya que
la matriz de una aplicacién lineal f : Vi — V5 es m X n donde m es la
dimension de V5 y n es la dimension de Vi, la matriz de un isomorfismo es
cuadrada. Por otra parte, el niicleo de f serd cerosiy sélosi 0 = dimN f =
dimVy — r(A), es decir, si y sélo si r(A) = dimVi, (que es su nimero de
columnas) o sea si y s6lo si el determinante de A es distinto de cero.

Reciprocamente, si A es cuadrada, dimV; = dimV, y cuando |A| # 0,
dimN(f) = dimVy —r(A) =0, por lo que N(f) = 0 y utilizando otra vez
la formula de las dimensiones, dimIm(f) = dimV; = dimVs, por lo que
Im(f)="Va.
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Teorema 1: Si f : V; — V5 es isomorfismo, existe la aplicacién inversa
de f, que es lineal, y si A es la matriz de f en dos bases prefijadas de V; y
de V5, A1 es la matriz de la aplicacién lineal inversa de f en las mismas
bases.

Demostracion:

La aplicacion inversa g de f existe si sabemos hacer corresponder a cada
y € Vo un z tal que f(z) =y, entonces seria x = g(y).

Si f es isomorfismo, por ser Im(f) = V5, cualquiera que sea el y € V5,
existe x tal que f(x) = y; este x es un candidato a ser g(y), pero podriamos
tener problemas si existieran varios de estos x y no supiéramos cual escoger.
Veremos que solo existe uno cuando f es un isomorfismo. En efecto, si
f(z) = f(a'), para algin otro 2/, 0 = f(z) — f(2') = f(z — ') implica
que x — x' € Nf = {0}, es decir que x = z’. Luego podemos construir
la aplicacién inversa de f, haciendo corresponder a cada y € V5 el tinico
x € W, tal que f(x) =y.

Esta aplicacion es lineal, porque si f(g(y1)) = 11y f(9(y2)) = y2, se tiene
flg() + g(y2)) = flg(y1)) + f(9(y2)) = y1 + y2, de donde g(y1 + y2) =

9(y1) + g(y2) por una parte y si f(g(y)) =y, f(ag(y)) = af(9(y)) = ay,
de donde ag(y) = g(ay).

El hecho de que la matriz de g es la inversa de la matriz de f se sigue
de que al ser go f = Idy fog =1, silamatriz de f es A y la matriz de
g es B, AB=I y BA=I.

También tenemos el siguiente

Teorema 2: Dos espacios vectoriales son isomorfos si y sélo si tienen la
misma dimension.

Demostracion:

Si f: Vi — V4 es un isomorfismo, dimV; = dim(Im(f)) por la férmula
de las dimensiones y por ser N(f) = 0, y por la definicién de isomorfismo,
dim(Im(f)) = dimVs, por lo que dimVy = dim(Im(f)) = dimVs

El reciproco también es cierto: si dos espacios tienen la misma dimension,
son isomorfos.

En efecto, sea dim(Vy) = dim(V2) = n y sean {ey, €9, ..., €,,} una base de
Vi y {uy, us, ..., u, } una base de V5, definimos:

f(fU) = f($1€1 + x0€0 + ... + SL’nen) = xiUu1 + xoUu9 + ... + T Uy,

Se puede comprobar facilmente que la aplicacion f es lineal:
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a)

f(ﬂf + y) = f((:z:lel + XToeg + ... + :Unen) + (y1€1 + Ya€9 + ...+ ynen)) =

f((l‘l + y1)61 + (ZQ + y2)62 S (l’n + yn)en) =
= (1 +y1)ur + (22 + y2)uz + ... + (2o + yn)u, =

(x1u1 + Toug + ... + Tpuy) + (1ur + yous + ... + ypuy) = f(z) + f(y)
b)

flaz) = f(a(xier +xoes + ... +xpe,)) = flazier + azges + ... + azpey,)) =

= (az1)us + (axo)us + ... + () u, = a(r1ug + ToUs + ... + THUy) = af ().

Como Imf = L {uj,us,...,u,} = Vo y segun la férmula de las dimen-
siones, N f =0, f es isomorfismo.
Quedando asi demostrado el teorema.

El teorema nos da una forma facil para calcular la dimensién del espacio
vectorial de las aplicaciones lineales entre dos espacios vectoriales.

Corolario:

Si Vi vy V5 son dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, de
dimensiones respectivas n y m, dim £ (V1,V,) = m X n.

Ya que hemos visto anteriormente que fijadas las bases de V; y de V5, hay
una aplicacion lineal biyectiva entre £ (Vi, V) y M 50 (K). v se puede
comprobar facilmente que esta aplicacion es isomorfismo.

Ejercicios:

6.6.1. Compruébese que:
a) La composicion de dos aplicaciones lineales es una aplicacién lineal y

b) La matriz de la composicién de ellas es el producto de sus matrices.

6.6.2. Sea f un isomorfismo en R® y ¢ otro homomorfismo tal que la
dimension de la imagen de g o f es 2.

a) ;Cudl es el rango de la matriz de g.
b) {Cual es la dimensién de la imagen de f o g?
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6.6.3. Demostrar que una aplicacion lineal con ntucleo cero tiene inversa
a la izquierda también lineal. ;Es tinica?

6.6.4. Demostrar que una aplicacion lineal cuya imagen coincide con el
espacio final, tiene inversa a la derecha también lineal. ;Es tnica?

6.6.5. Estudiar si son isomorfismos las aplicaciones del ejercicio 6.4.1.
. Cuales son los isomorfismos inversos en los casos que existen?

6.6.6. Considerar las aplicaciones lineales de los ejercicios 6.2.6. y 6.3.3.
y estudiar si son isomorfismos.
En los casos que lo sean hallar la matriz del isomorfismo inverso.

Espacio Dual.

Un tipo especial de aplicaciones lineales, que merecen un nombre espe-
cial, son las aplicaciones lineales de un espacio vectorial real V" en R. Se
llaman formas lineales, forman el espacio L(V", R) que segun lo visto ante-
riormente, son un espacio vectorial de dimension n. Este espacio vectorial
se llama espacio dual de V".

Un ejemplo de forma lineal en R? es la aplicacién que resulta de multi-
plicar escalarmente un vector fijo a = (a1, as, a3z) por los distintos vectores

de R3:

Iy X1
fl 22 | =(a1,a2,a3) | T2 | = a1 + asxs + azws.
L3 X3

Una vez escogida una base de V", una forma lineal, como aplicacién
lineal de un espacio de dimensién n en un espacio de dimensién 1, viene
determinada por una matriz 1 x n, (la base de R se da por supuesta como
1). Por eso, tanto un elemento de R™ como un elemento de su dual vienen
determinados por n ntimeros reales.

Si f es una forma lineal de R",

Ty X1
T2 i)

fey=f| 7 | =(a,a,,a) | | | =@z +ars+ -+ apz,
Iy Tn
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expresion que nos recuerda la del producto escalar.

Proposicion: Si una forma lineal no es nula, es suprayectiva.
Demostracién: Si la forma lineal no es nula, existe un vector x que no
se aplica en el cero. Entonces, para cada valor r € R, podemos encontrar

el vector ﬁaj que se aplica en r.

Son de especial significado geométrico los conjuntos de nivel de estas
aplicaciones. Se llama conjunto de nivel de una aplicacién con valores
reales al conjunto de puntos que se aplican en uno dado de R. Por ser
las formas lineales no nulas, suprayectivas, los conjuntos de nivel de cada
r € R son no vacios.

Consideremos una forma lineal sobre R? no nula,

Ya que la forma lineal viene dada en general por:

f(?j) :<a1,a2)(§> — a2 + agy,

el conjunto de nivel » € R de f es: {(z,y)|a1x 4+ asy = r}. Este conjunto
es una recta del plano dada por su ecuacion implicita.

Para cada forma lineal no nula de R? los conjuntos de nivel son planos
geométricos dados por su ecuaciéon impicita. En efecto, ya que la forma
lineal viene dada en ge-neral por

x x
fly | =_(a,aa)| vy | =a1x+ ay+ asz,
VA zZ

el conjunto de nivel r € R de f es: {(x,y, 2)|a1x + asy + agz = r}.

Dada una forma lineal en R", el conjunto de nivel cero es el nicleo de la
forma lineal, que es un subespacio de R", cuya dimension es n — 1, por la
férmula de las dimensiones y por ser la forma lineal suprayectiva.

Si xp es un vector tal que f(zg) = r, el conjunto de nivel r € R se
obtiene sumando al vector zj todos los vectores de N(f). Ya que si x €
N(f), flxo +2x) = f(xo) + f(x) = f(xg). Y reciprocamente, si y, estd
en el conjunto de nivel r, se puede escribir yy = z¢ + (yo — o), donde
Yo —xo € N(f).

Es decir, el conjunto de nivel r: f~1(r) = {xg + z|zg € f1(r) y z €
N(f)} se obtiene trasladando por un vector zy € f~1(r) el nicleo de la
forma lineal.
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Dada una base B = {ej,es,...e,} C V", se definen los elementos {e}}
(duales de los e;) por

sy J L sii=
ei(ef)—{o si i

Se puede comprobar facilmente que si f € V*, estd definida en B por
flx)=f : = (a1---ay) : se tiene f = aye] - -+ + ape)

(Ya que coinciden en todos los elementos de la base).
Por ello, los elememtos {€] }ic(1..») son un sistema de generadores de V*.
También se puede ver facilmente que son independientes. Por ello, forman

una base de V*, llamada base dual de B.
Las coordenadas de f en la base dual de B son (ay, ..., a,), donde a; =

f(ei).

Un problema que se plantea es como varian las coordenadas de f al
cambiar de base en V. ;Cual es la relacion entre la matriz de cambio de
base en V' y la matriz de cambio de base en V*7

Sean B y B’, dos bases de V, tales que la relacién entre las coordenadas
de un vector = en esas bases viene dada por:

Sean (aq,...,a,) v (a},...,al), las coordenadas de una aplicacién f en las
bases duales de las dos anteriores.
Entonces, dado que

T Ly

(ai,...,a,) | : = f(z) = (a},...,a,) | :
Tn T,
(ai,...,a,)C = (al,...,a)) ,

de donde



al a; a; aj
=t

/ /
al, ay, ay, a

~~
~
N——
|
—_

que es la relacion buscada.

Representando los duales de dos espacios vectoriales por V" = L(V}, K),
Vot = L(Vs, K), a cada aplicacién f : V) — V5, le corresponde la aplicacion
f* Vo8 — Vi que hace corresponder a w € V5 la aplicaciéon w o f. Esta
aplicacion es lineal, se llama aplicacién dual de f y se representa por f*.

El problema que se plantea ahora es encontrar la matriz de f* en las
bases duales de dos bases de V; y V5, conocida la matriz de f en dichas
bases.

Recordemos que si By = {ey,...e,} C Viy By = {e},...e,} C Vs, las
columnas de la matriz que expresa f son las coordenadas de los vectores
f(e;) en la base Bj. Andlogamente, las columnas de la matriz de f* son las
coordenadas de las aplicaciones f*(e;*) en {e}, ..., e:}. Hallémoslas: Sea A
la matriz de f,

Frer)(en) = (e o f)(er) = ef (fen) = ey O aueq) = ag:
Al variar i vamos obteniendo los elementos de la fila k de la matriz de

f. Luego las columnas de la matriz de f* son las filas de la matriz de f.
Sus matrices, en las bases duales, son traspuestas la una de la otra.

Ejercicios:

6.7.1. Hallar las coordenadas de f en la base dual de la candnica de
R3) si f un elemento del dual de R?® tal que f(1,1,0) = 1, f(0,1,1) =
1, f(1,0,1) = 3.

6.7.2. Sea f : R* — R? una aplicacién determinada por

f(1,1,0) = (-1,0,1), f(0,1,1)=(0,—-1,1), f(1,0,1)=(1,—1,0).

Hallar la matriz de la aplicacion dual de f en la base dual de la base
canénica de R3.

6.7.3. Expresar en la base dual de la canénica de R? los elementos de la
base dual de la base B, siendo B:

a) B=1{(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}

b) B ={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,2)}

Observar que aunque el primer vector coincide en estas dos bases, su
dual no coincide en los dos casos.
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PROBLEMAS RESUELTOS DE LOS PROPUESTOS EN EXAMENES
DE ALGEBRA LINEAL I.

1.  Considérese la aplicacién lineal T : R* — R? que respecto de las
bases candnicas de dichos espacios tiene la matriz:

_0 =
N — O
—_ O
N = O

a) Calcular la dimensién y las ecuaciones cartesianas de los subespacios
NT e imT.

b) Hallar las ecuaciones cartesianas de la imagen por T del subespacio
generado por los vectores:

{(1, —1,0, 0), (1, 0,—1, O), (1, 0,0, —1)}.
Solucién:

a)

La aplicacion es:

v 1010 v
T?;:Ol()l g
. 1212 .
1010 v 8
(x,y,2,t) e NT=[ 01 0 1 g: o | =
1212 . 0
€T +z =0
Y +t =0

r 2y +z +2t=0

Como la tercera ecuacion es suma de la primera y del doble de la
segunda, podemos prescindir de ella. Las otras dos son independientes
porque el rango de la matriz de los coeficientes de las incognitas es:

1010Y_,
TCLHgOlOl—
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por tanto, las ecuaciones de N'T' son:

T +z =0
Y +t=0

En cuanto a ImT', estd engendrada por los vectores columna de la
matriz de la aplicaciéon. Como la matriz es de rango 2, sélo hay dos
vectores columna independientes, p.ej. {(1,0,1),(0.1,2)}.

Las ecuaciones cartesianas se obtienen teniendo en cuenta que

(1,0,1),(0.1,2)} =

£{
101

=rang| 0 1 2 :ranLq((l)(l)%):Q
Ty z

es decir,

=0=—-2—-2y+z2=0=x+2y—2=0.

8 O -
<L~ O
NN =

b) La imagen por T del subespacio generado por los vectores:

{(1,-1,0,0),(1,0,—1,0),(1,0,0, —1)}.

esta generada por

1010 _1 1010 (1) 1010 (1)
0101 o |- lotot IR P IR 0
1 2 1 2 0 1 2 1 2 0 1 2 1 2 1
Estos vectores son:

1 0 1

-1 1,1 0], —1

—1 0 —1

que como generadores quedan reducidos a (1,—1,—1).

Las ecuaciones cartesianas de la recta engendrada por (1,—1,—1) se
obtienen de
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1:rang(1 —1 —1):rang<i _; _i>

para lo cual es suficiente:

1 -1
roy

1 -1
r oz

=0

-

Las dos ecuaciones de Im(T) C R¥*sonz +y =0; x+ 2 = 0.

2. a) Considerar la aplicacién de R® en R® que deja invariantes los
vectores del plano de ecuacion x+y-+2z = 0 y aplica el vector ortogonal
a dicho plano en el vector nulo. Hallar la matriz en la base candnica
de dicha aplicacion.

b) Comprobar que el determinante de la matriz de esa aplicacién es
cero y explicar por qué.

Solucién:

Escogiendo una base {(1,—1,0),(1,0,—-1),(1,1,1)} de R? formada
por dos vectores del plano y un vector perpendicular a él, ya que las
columnas de la matriz de la aplicacion en una base son las coordenadas
de los vectores imagenes de la base en esa base:

£(1,-1,0) = (1,—-1,0) =1-(1,-1,0) + 0 (1,0,—1) + 0- (1,1, 1).
F(1,0,—1) = (1,0,—1) =0-(1,—1,0) + 1-(1,0,—1) + 0 - (1,1,1).
F(1,1,1) = (0,0,0) =0 - (1,—1,0) +0- (1,0,—1) + 0 (1,1,1).

la matriz de la aplicacion en dicha base es

OO =
O = O
O OO

Para hallar la matriz de la aplicacion en la base canodnica tenemos
que hacer un cambio de base en los espacios original y final. Siendo su
matriz:

-1

NN

I

I
O = =
— O
— = =
O O =
O = O
o OO

I
O = =
— o
— = =

I
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1 11 100), /1 -2 1 L2 -1 1
~1 01 01021 1 -2]=2(-1 221
0 -1 1 ooo0/3\1 1 1 S\ 21 21 9

Se puede comprobar que la matriz es la pedida, multiplicindola a la
izquierda por los vectores de la base escogida al principio y viendo que
sus imagenes son las requeridas:

L2 -1 1 1 1
S -1 2 o1 1= -1

1 -1 2 0 0
L2 -1 1 1 1
S 21 o2 41 ol=1| o
S\ -1 21 2 ~1 —1
L 2 -1 -1 1 0
21 o2 -1 1] =1o0
S\ -1 21 9 1 0

b)
El determinante de la matriz A es cero porque la primera fila de la

matriz es igual a la suma de las otras dos cambiadas de signo.

Tiene que salir cero porque hay un vector que se aplica en el vector
nulo y el determinante en la primera base es nulo, siendo el determi-
nante de una matriz de un endomorfismo independiente de la base en
la que se exprese, siempre que ésta se exprese en la misma base en el
espacio inicial y en el espacio final de la aplicacion.

Hallar la matriz en base candnica de una aplicacién lineal f : R® — R3
cuyo nucleo e imagen sean:

_Jx4+2y+22z =0 _ B
Nf:{ dty+z =0 Imf=x—y+2=0.

Solucién:

Una aplicaciéon lineal queda determinada por las imagenes de los
vectores de una base.

Los vectores del niicleo se aplican en (0,0,0). Como en este caso, su
dimensién es 1 porque las dos ecuaciones son independientes, podemos
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4.

hallar un vector que lo genere, que se aplicara en el vector nulo. De-
spués podemos completar este vector a una base de R?, de forma que
las imagenes de los otros dos vectores engendren Imf.

Un vector que engendra N f se obtiene resolviendo por el método de
Gauss el sistema de las dos ecuaciones de Nf:

r+2y+2z =0 r+2y+2z =0 _ | x+2y =22
2c+y+z2 =0 —3Jy—3z =0 — —y =z
Haciendo z = 1, obtenemos y = —1, x = 0, por tanto, un vector que

engendra N f es (0, —1,1); lo ampliamos a una base de R>:
{(0,—1,1),(1,0,0),(0,1,0)}. (Se comprueba que es base porque

0 -1 1
1 00|=1+#0)
0 10

Ahora hallamos los generadores de Imf = x = y — 2z, donde haciendo
z =1, y =0, obtenemos un vector de la imagen: (—1,0,1). Otro vec-
tor independiente se obtiene haciendo z = 0, y = 1, hallando (1, 1,0).

Entonces, una aplicacion como la pedida es la que cumple:

f(0,—-1,1) = (0,0,0), f(1,0,0) =(—1,0,1), f(0,1,0) = (1,1,0)

La matriz de f en la base candnica es:

0 —1 1 010
0 01 -1 01 =
0O 10 100
0 —1 1 001 -1 11
=10 01 100 | = 011
0 10 011 1 00
Consideremos los subespacios vectoriales:
r+y+z+t =0\ _ 4
xr—y+2z—3t :0}231CR

= £{(1,2,3),(2,3,1),(1,1,a)} C R*.

238



a)

Explicar razonadamente si hay valores de a para los que existe f :
R* — R3, tal que el nicleo de f sea S; v la imagen de f sea Ss.

b)
Explicar razonadamente si hay valores de a para los que existe g :
R? — R*, tal que el ntcleo de g sea S, y la imagen de ¢ sea Si.

Solucién:

Por la férmula de las dimensiones para aplicaciones lineales:

dim(N(f)) + dim(Im(f)) =4

Como

dim(Sl):4—7“cmg(i _1 ; _25):4—2:2

para que el nicleo de f sea S7 y la imagen de f sea Sy, ha de ser
dim(S2) = 2, por tanto, ha de ser:

—_ DD =
GV N}
Q = W

I

@)

Ii

|

)

|

[\

I

)

Ii

Q

I

|

[\

Esta condicién es suficiente y la aplicacién lineal se puede dar con-
struyendo una base de N (f), ampliando ésta a una base de R* con otros
dos vectores y aplicando los vectores de la base del ntcleo en el vector
nulo y los otros dos vectores en {(1,2,1),(2,3,1)} respectivamente.

b) Por la férmula de las dimensiones para las aplicaciones lineales:

dim(N(g)) + dim(Im(g)) = 3

Como dim(S1) = 2, si Im(g) = Si1, ha de ser dim(Ng) = 1, pero
dim(Ss) > 2, por lo tanto no puede ser N(g) = Ss.

No hay valores de a para los que exista g : R> — R* con Ng= Sy y
Im(g) = S1.
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5.

Dada una aplicacién lineal f : R* —s R* en la base canénica por la
matriz:

O O
_— o = O
[ R B e
SN R Q2

a) Hallar a y b para que la dimensién del nicleo de f sea igual a la
dimensién de su imagen.

b) Hallar una base de un subespacio complementario del subespacio
Im(f), si f satisface las condiciones del apartado a).

Solucién:

a)

Por la formula de las dimensiones para aplicaciones lineales:

dim(N f) + dim(Im(f)) = dim(R*) = 4.

Si ha de ser dim(N f) = dim(Im(f)), es 2dim(Im(f) = 4, es decir,
dim(Im(f) = 2.
La dimensién del subespacio I'm(f) es igual al rango de la matriz de
la aplicacién, ya que Im(f) estda engendrado por los vectores columnas
de dicha matriz. Por ello, ha de ser:

OO =
— O

También ha de ser:

1
(a=1) |0
0

O O =
— =
ot R

I

()

Il

Estas dos condiciones son suficientes; se ve sustituyendoa =1, b =1
en la matriz dada y viendo su rango (que es igual a 2).

b)
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En las condiciones anteriores, Im(f) = £{(1,0,1,0),(0,1,0,1)}.
Completando estas dos columnas con (1,0,0,0)", (0,1,0,0)" obtenemos
una matriz 4 x 4:

1010
0101
1000
0100

de rango 4 (su determinante es 1). Entonces, estas cuatro colum-
nas engendran R* y una base de un complementario de Im(f) es

{(1,0,0,0),(0,1,0,0)}.

. Sea f : R* — R? una aplicacién lineal cuya imagen es un plano
;Puede ser f2 =07 (f2= fof).

Solucion:
Si f2=0,
fof(R)=0 = f(f(R))=0 = f(Imf)=0 = Imf C kerf

Segin esto, si la imagen de f es un plano, la dimensiéon de kerf es
mayor o igual que 2, pero por la férmula de las dimensiones para apli-
caciones lineales:

dimImf + dimkerf =3 = 2+ dimkerf =3 = dimkerf =1

lo cual es una contradiccion con lo anterior.

.a) Si f: R® — R3 es una aplicacién lineal dada en la base canénica
por la matriz

A= | —

O R R
N O DN
DN = =

hallar la matriz B de una aplicaciéon lineal g tal que Ng = Imf y
Img=NFf.

b) Comprobar que AB = 0 = BA y explicar por qué en términos de
aplicaciones lineales.

Solucién:
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Hallemos antes N f e Imf:

1 21 x 0
02 2 2 0
r +2y +z2=0
—x +2=0 p,=L(1,-1,1)

2y +2z2=0

Se puede ver que la imagen de f estd engendrada por los vectores
columna de la matriz A:

Imf = £{(1,-1,0),(2,0,2),(1,1,2)} =
= L£{(1,-1,0), (2,0,2)}(porque(1,1,2) = (2,0,2) — (1,—1,0)) =
£{(1,-1,0),(1,0,1)}

Si Img = N f, todos los vectores columna de la matriz de g han de
ser multiplos de la columna (1, —1,1)*, no pudiendo ser cero todas las
columnas.

Si Ng = Imf, los dos vectores que engendran Imf se han de aplicar
en el vector nulo.

Las dos cosas las conseguimos completando la base de Imf = Ng a
una base de R? y aplicando los dos vectores de la base de Imf en el
vector nulo y el vector anadido independiente en el vector (1, —1,1).

La matriz en la base {(1,—1,0),(1,0,1),(0,0,1)} del espacio inicial y
en la base candnica del espacio final de una de las aplicaciones buscadas
es:

o OO
o OO
I
—_ ==

Para hallar la matriz de la aplicacion lineal en la base candnica
hacemos un cambio de base en el espacio inicial, obteniendo:

-1

00 1 110 00 1 0 —-10
B=100 -1 -1 00 =100 -1 1 10 ]=
00 1 011 00 1 -1 -1 1
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1 1 -1
-1 -1 1
b)
1 21 -1 -1 1 000
AB=1| -1 0 1 1 1 -1 ]=(0020]|=
02 2 -1 -1 1 000
-1 -1 1 1 21
1 1 -1 -1 01 | =BA
-1 -1 1 02 2

Como AB es la matriz de fog y por ser Img= Nf, fog=0, ha de
ser AB = 0.

Lo analogo ocurre con BA.

Sea f: R" — R" una aplicacion lineal que no es isomorfismo.

a) ;Existe alguna aplicacién lineal g : R" — R" tal que g o f sea
isomorfismo?

b) ;Existe alguna aplicacion lineal g : R" — R" tal que f o g sea
isomorfismo?

Solucién:

a) La aplicacién lineal f : R" — R" es isomorfismo si y sélo si
Im(f) = R". Por tanto, si f no es isomorfismo Im(f) # R" y
dim(Im(f)) < n, entonces dim(Im(g o f)) = dim(g(Im(f))) < n
por lo que g o f no puede ser isomorfismo.

b) La aplicacion lineal f : R" — R" es isomorfismo si y sélo si
Im(f) = 0. Por tanto, si f no es isomorfismo dim(Imf) < n, en-
tonces dim(Im(f og) < dim(Im(f) < n por lo que f o g no puede ser
isomorfismo.
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ESPACIO VECTORIAL COCIENTE.

Introduccién.

El espacio vectorial cociente recoge la estructura de los conjuntos imagen
inversa de un punto por una aplicacion lineal y por ello de la estructura
de los conjuntos de soluciones de los sistemas de ecuaciones lineales no
homogéneos. Estos conjuntos se llaman variedades afines y se encuentran
también entre los elementos caracteristicos de las aplicaciones afines.

Variedades afines del plano (R?).

Ademas de las rectas del plano que pasan por el origen y pueden ser ex-
presadas matematicamente como subespacios vectoriales del espacio vecto-
rial R?, hay otras rectas que no pasan por el origen. Las rectas que no pasan
por el origen son un caso particular de variedades afines de dimensién 1.

Cada recta que no pasa por el origen es paralela a una recta que pasa
por el origen y al mismo tiempo, por cada punto del plano pasa una recta
paralela a una recta dada.

Todas las rectas paralelas son variedades afines paralelas, llaméandose la
que pasa por el origen, recta de direccién de dichas rectas paralelas.

Dado un vector v distinto de cero de la recta de direccion, r, ésta es el
conjunto r = {\v|\ € R}. Cada recta paralela a la recta de direccién estd

formada por los puntos extremos de los vectores {u + Av|\ € R} donde
u € R2.
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Considerada r como subespacio vectorial se denota por W y cualquier
recta paralela a ella se denota por u + W. Es importante observar que
u+W =u+W siv € u+W: En efecto, si v’ = u+ awv, todos los vectores
que se pueden obtener haciendo sumas v+ Av, cuando A varia en R pueden
obtenerse de v’ + M'v haciendo N = X — a.

Conjunto cociente.

Las rectas paralelas a una dada son una descomposicion del plano en
partes, siendo vacia la interseccion de dos de estas partes. Se dice que for-
man una particion del plano y considerando cada parte como un elemento
tenemos un conjunto de elementos que se llama conjunto cociente de R?
por W y se denota por R?/W.

Espacio vectorial cociente.

Se pueden definir dos operaciones en R?/TV:

1) Suma:

Dadas dos rectas paralelas 1 = {u; + Av|A € R}, ro = {ug + M|\ € R},
definimos 71 + ro = {u; + ug + Av|A € R}.

Se puede comprobar que esta suma estd bien definida, es decir, que
aunque cambiemos el vector u; por otro u} que tenga extremo en la misma
recta r; y cambiemos el vector us por otro vector u), que tenga extremo en
la recta 79, la recta suma obtenida utilizando u} y v} es la misma porque
el vector u| 4 uj estd en la recta {u; + us + Av|A € R}
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El elemento cero del espacio vectorial cociente es la variedad W que pasa
por el origen.

2) Multiplicacién por un nimero:

Dada una recta r = {u + A|A € R} y un nimero k € R, definimos
kr = {ku+ \v|\ € R}.

Se puede comprobar que esta multiplicacién no depende del vector u
escogido con extremo en r:

Si v’ = u+ av la recta {ku' + Av|\ € R} es {ku + kav + \v|X € R} =
{ku+ (ka+ Mv|A € R} = {ku+ Nv|\ € R}.

Obsérvese que si el vector que va del extremo de u al extremo de v’ es
av y entonces el vector que va del extremo de ku al extremo de ku' es kaw,
por lo que la recta que pasa por el extremo de ku y tiene direccion v es la
misma que la que pasa por ku’ y tiene direccion v.

Es facil comprobar que estas dos operaciones tienen las propiedades aso-
ciativas, distributivas, etc... que estructuran al conjunto cociente R?/W

como un espacio vectorial, que se llama espacio vectorial cociente.

La aplicacon que asocia a cada vector del plano la recta que pasa por su extremo y es
paralela a W se llama aplicacién cociente de R? en R?/W y es lineal.
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Es curioso observar que el doble de una recta se puede obtener sumando
vectores con extremos en dicha recta, por lo que cualesquiera que sean
las parejas de vectores que cojamos con extremos en la recta, los vectores
suma de estas parejas tienen extremos en la misma recta. Véase el dibujo
a continuacion.

/

Otro ejemplo de espacio cociente:

Si W es un plano que pasa por el origen de R?, el espacio cociente R3 /W
es el conjunto de planos paralelos a W, que se pueden sumar y multiplicar
por un numero. El elemento cero de este espacio vectorial es WW.

Podemos hacer en cualquier espacio vectorial V' y con cualquier sub-
espacio suyo W el mismo proceso:

Los conjuntos {u + Av|A € R} = u+ W son casos particulares de var-
iedades afines, paralelas a WW. Consideradas como elementos forman el
conjunto cociente V/W, que se puede estructurar en espacio vectorial con
las operaciones suma y multiplicacién por los nimeros del cuerpo de V,
andlogas a las de R?/W resultando asf el espacio vectorial cociente V/W.

La aplicacién natural p(u) = u+ W definida en V' sobre V/W se llama
aplicacion cociente y es lineal.
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Relacion entre las aplicaciones lineales y los conjuntos cociente.
Empecemos por considerar aplicaciones lineales sencillas de R? en R.

Sea f : R? — R definida por f(x,y) = x. Dado a € R, el conjunto de
puntos de R? con imagen a es f(a) = {(z,y)|r = a} = {(a,y)|y € R} =
{(a,0) + (0,y)ly € R} = {(a,0) +y(0,1)]y € R}, que podemos escribir
(a,0) + W como una variedad afin, donde W = {(0,y)|ly € R}. Es la
recta que pasa por (a,0) y es paralela a W. Como W es el conjunto de
vectores del eje de ordenadas, esta recta es la vertical que pasa por (a,0).
(Observemos que W, recta de direccién de estas variedades afines es el
nucleo de la aplicacién lineal f).

Las distintas imagenes inversas de puntos de R son las distintas rectas
verticales, que forman una particién de R? y consideradas como elementos,
son el conjunto cociente R*/W, que es biyectivo al espacio R asociando a
cada variedad afin f~!(a) el niimero a.

No es dificil comprobar que la biyeccién considerada es también lineal y
por tanto un isomorfismo, teniéndose R?/N f = R?/W ~ Im(f) = R.

El lector puede repetir la construccién anterior para la aplicacién lineal f : R? — R
definida por f(z,y) = y, obteniendo que el conjunto de las rectas horizontales con la
estructura de espacio cociente de R? por el subespacio del eje de abscisas es también
isomorfo a R.

Para la aplicacién f : R? — R definida por f(x,y) = x +y y para cada
a € R, f7(a) = {(z,y)|x +y = a} es una recta paralela a la diagonal del
segundo y cuarto cuadrante. El conjunto de todas estas rectas estructurado
en espacio vectorial es isomorfo a R. El isomorfismo asocia a cada recta la
abscisa de su punto de interseccion con el eje de abscisas.

Consideremos ahora la aplicacién f : R — R definida por f(x,y,2) =
r+y—+=z.

Para cada a € R, el conjunto f~!(a) = {(z,9,2)|lzr +y + 2z = a} es un
plano. Los distintos planos que se obtienen para los distintos a son paralelos
y forman el conjunto cociente de R? por el plano W = o +y + z = 0. Este
conjunto es isomorfo a R. El isomorfismo asocia a cada plano la abscisa de
su punto de intersecciéon con dicho eje.

Para la aplicacién f : R? — R? definida por f(x,y,2) = (v +y,y + 2)
el conjunto f~1(a,b) es el conjunto {(z,y,2)|lzr +y = a,y + 2z = b} =
{(z,y,2)|lt = a— XNy =XAz=0—-A} = {(x,y,2)|(x,y,2) = (a,0,b) +
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A(—1,1,—1)} que es una recta paralela a la recta

{(SE,y,Z)’LC - _)‘73/: sz = _>\} - Nf

El conjunto de todas estas rectas paralelas es un conjunto cociente de
R3 por la recta N f que con la estructura de espacio vectorial cociente es
isomorfo a k2. El isomorfismo asocia a cada recta la pareja de coordenadas
no nulas de su punto de intersecciéon con el plano y = 0.

Si consideramos la aplicacién f : R® — R? definida por f(z,y, 2) = (v+
y,0), tenemos dos tipos de puntos en R% cuando b # 0, el punto (a,b) no
pertenece a la imagen de f, por tanto su imagen inversa es vacia, pero para
cada (a,0) € R?, el conjunto f~1(a,0) es el conjunto (z,y, z)|z+y = a}, que
es un plano. Para los distintos a € R, obtenemos distintos planos paralelos,
que forman el espacio cociente de R? por W = {(z,y,2)|x +y = 0}. El
espacio vectorial cociente R?/W es isomorfo a R ~ Im(f).

El mismo proceso se puede hacer para cualquier aplicacién lineal
f:V — V' entre dos espacios vectoriales, teniéndose V/N f ~ Imf.

Si f:V — V es una aplicacion lineal con un subespacio invariante U,
hay una aplicacién lineal V/U — V/U inducida por f que aplica cada
variedad afin v+ U en f(v)+U. Puede comprobarse que estd bien definida
y que es lineal.

Relacién del espacio cociente con los sistemas de ecuaciones.

Dado un sistema de m ecuaciones con n incégnitas, que designamos
simplificadamente por Ax = b, donde A es una matriz m x n, considerando
la aplicacion lineal f : R" — R™ de matriz A, el conjunto de soluciones
del sistema se puede escribir como la imagen inversa f~1(b), que segin
hemos visto es una variedad afin, elemento del conjunto cociente de R"
por el nicleo de f, siendo éste, a la vez, el conjunto de soluciones del
sistema homogéneo Ax = 0.

Variedades afines y aplicaciones afines

Dada una aplicacién afin f(z) = a + Az, la imagen inversa de un punto
b € Imf es el conjunto de puntos {z|a + Az = b} = {z|Ax = b — a},
conjunto de soluciones de un sistema, que es también una variedad afin
paralela al conjunto de soluciones del sistema Axr = 0 y por tanto un
elemento del conjunto cociente de R" por {z|Azx = 0}.
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Ejercicios.

7.1.1

Consideremos en R? el subespacio F' engendrado por (1,1),(1,0).Dar
una base de R*/F.

7.1.2.

Consideremos en R’ el subespacio F' engendrado por (1,1,0,1,1),(1,0,1,0,1).Dar
una base de R°/F.

7.1.3.

Sea S el subespacio de las matrices cuadradas simétricas de orden n

(M)y A el subespacio de las matrices cuadradas antisimétricas de orden n.
Hallar M/S y M/A.
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