El y—invariante de Z,-esferas homoldégicas simétricas.
Lucia Contreras Caballero.

Demostramos aqui de forma progresiva que:

El yi—invariante de una 7, esfera homoldégica tridimensional con
un autohomeomorfismo que invierte la orientacién de periodo
mayor que 2 es cero.

Una esfera homolégica tridimensional M con un autohomeomorfismo que
invierte la orientacion se dice simétrica.

Recordemos que el p-invariante de una esfera homoldgica tridimensional
M se define utilizando una variedad aciclica tetradimensional W* con fron-

tera M, por medio de la signatura de la forma cuadratica de intersecccion
en Ho(W1)

oWH
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Podemos establecer ya que el u—invariante de una Z5 esfera homolégica
tridimensional con un autohomeomorfismo que invierte la orientacién es
cero, ya que entonces, la suma conexa de M con M es iqual a la suma
conexa de M con —M, siendo esta suma conexa, la frontera de (M — B?) x I,
variedad tetradimensional con forma cuadréatica nula.

uM = — mod 1

Fué demostrado por Birman y también por Galewski junto a Stern y
por Hsiang junto a Pao que el y—invariante de una Z, esfera homolégica
tridimensional con un autohomeomorfismo periédico que invierte la orien-
tacion h de periodo 2 es cero.

Demostramos primero,

Teorema 1.

El y—invariante de una esfera homolégica tridimensional M con
un autohomeomorfismo que invierte la orientacién h de periodo
4 es cero.

Demostracion:

El conjunto de puntos fijos de h* estd formado por dos puntos aislados
y el conjunto de puntos fijos de h? es un nudo K, por la teoria de Smith,
cuando M es una esfera homolégica. Este nudo contiene los dos puntos fijos
de h, que deja invariante el nudo, invirtiendo su orientacién. Lo mismo es
cierto cuando M es una Z, esfera homoldgica.
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Llamemos N = M/h?, entonces N es también una esfera homoldgica, por
el teorema de dualidad de Poincaré. El autohomeomorfismo h se proyecta
a un homeomorfismo h en N que designaremos con la misma letra porque
no da lugar a confusion.

M es el recubridor doble de N ramificado sobre el nudo (K) anfiqueiral
por h.

Cuando M es una Zs-esfera homoldgica, N = M/h? es también una Z
esfera homologica y

Hi(N) = Zomy41 B Zomys1 B -+ @ Zopm, 11, donde: mq, mg, - -+ ,m, son
numeros enteros.

Nuestro nudo K es nulhomologo en una esfera homoldgica N pero no lo
es necesariamente cuando N es solo una Zj esfera homoldgica. En una Zs
esfera homoldgica, un multiplo de K: ((2s+1)K) es nulhomélogo y haciendo
la suma conexa sum » | N de 2s+1 copias de N consigo misma por los puntos
fijos de h de tal manera que la suma sea compatible con h, obtenemos
también la suma conexa de K con él mismo 2s+1 veces, que es nulhomologo
en » N y hacemos una demostracion comin a esferas homolégicas y Zo
esferas homoldgicas simétricas.

La variedad > N es también una Zy esfera homoldgica con un auto-
homehomorfismo que invierte la orientaciéon, por tanto su p—invariante es
cero o 1/2. Llamamos K, el nudo suma conexa de 2s+1 copias of K; (el
nudo K, es anfiqueiral para h).

La suma conexa de M con ella misma 2s+1 veces >, M es un recubridor
doble de Y N ramificado sobre K,

Construimos un bordismo B, entre > M y dos copias disjuntas de > | N,
considerando F, una superficie de Seifert de K, (que siempre existe cuando

M es una esfera homoldgica), (> N) x I, y haciendo el recubridor doble
B, of (3_ N) x I, ramificado sobre F' x [0,1/2), de dos copias de

> N x I —bicollar(F x [0,1/2)) &Y N xI—F x [-1,1] x [0,1/2),
identificando de forma cruzada en las copias, las fronteras de

bicollar((F x [0,1/2)) — (F — K,) x (—1,1) x {0} :

Si 2! es el punto € F en la primera copia y 22 es el punto x € F en la
segunda copia, (J indicando frontera) y siendo
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(6(F x [<1,1] x [0,1/2)) — (F — K,) x (—1,1) x {0} =
Fx{—1,1} x [0,1/2) U (F) x (—1,1) x {1/2}

identificamos
(1, —1,t) € (F x {=1} x [0,1/2)) con (22,1,t) € (F x {1} x [0,1/2))
y

(21,1, —s) € (F x {1} x [0,1/2)) con (22, —1,s) € (F x {—1} x [0,1/2))

Identificamos también,
(xl,s,1/2) with (2%, —s,1/2) Vz € F x (=1,1) x {1/2}.

La frontera de B, es la unién disjunta de > M y dos copias de > N.

Por una sucesiéon de Mayer-Vietoris, Hs(B,) es una suma directa de
Hy(N) con él mismo 2(2s + 1) veces més un grupo abeliano de 2g gene-
radores, donde cada generador corresponde a una c¢;, generador de Hi(F)
que verifica (2n; + 1)¢; es nulhomdlogo.

Escribimos ahora cémo son los elementos de Hs(B,) determinados por

curvas cerradas nulhomologas contenidas en la superficie de Seifert F con-
tenida en > N :

Llamamos [a] el elemento de Hs(B,) determinado por a, curva cerrada

reprepresentativa de Hi(F'), nulhomdloga in Y N, que bordea una super-
ficie de Seifert F, C >  N;
Dada una curva cerrada a C F' C > N, llamamos

at =ax {1} C F x {1} C bicollar(F) C >N and F,+ C >_N la
superficie de Seifert de a™

a~ =ax{-1} C F x{-1} C bicollar(F) C YN,y F,- C >N la
superficie de Seifert de a~

Denotamos por FL. C > N, la superficie de Seifert de a* en la primera
copia de N x I, en cualquier nivel {t} y por F2 C Y N, la superficie de
Seifert de a™ en la segunda copia, (F,+ C Y. N C > N x I).

Entonces,

[a] = FL x {1/2} Ua® x [0,1/2) Ua~ x [0,1/2) U F2 x {1/2}

y también,



[a] = F- x {3/4}Ua™ x [0,3/4)Ua™ x [0,3/4) U F4 x {3/4}.

Entonces, tenemos para un par ([a;] = [(2n; + 1)¢;, [a;] = (2n; + 1)¢;),
donde a;, a; son curvas cerradas en F, generadores de H;(F'), nulhomoélogas

in Y N:

a;| M a;| =
(FL x {1/2} Uaf x [0, 1[/2]) u[a;] x[0,1/2) UFZ x {1/2})n

(FL x {3/4} Ua; x [0,3/4) Ua} x [0,3/4) U F2 x {3/4}) =

(lk representa linking number)

= lk(a,a;) +1lk(a;,al) = lk(a’,a;) + lk(a;,af
1 9 ) i ) J i

La matriz de la forma cuadratica de interseccion de Hy(B,) viene dada,
entonces, por una matriz cuyas entradas son:

(Ik(a;, a;) + l/{:(a;’, a;)) =
= (l/{?((in + 1)0;, (27%‘ + 1)Cj + lk((2n3 + 1)6;), (QTLZ + 1)61))

Demostramos que esta matriz tiene signatura cero porque el nudo K, es
anfiqueiral:

En efecto, como el nudo K verifica h(K) = —K, el bordismo B, puede
construirse también haciendo el recubridor doble de N x I ramificado sobre
h(F) x [0,1/2).

Entonces, otra matriz para la forma cuadratica de interseccion () de
B, puede calcularse de la base {h(c1), h(ca), -, h(cog—1), h(cog)} C h(F),
(que da una base diferente de Hs(B,)), v, como (h(a))™ = h(a~) para cada
curva de F, porque h invierte la orientacién tenemos:

Uk(h(ai)) ™, hlay)) = —lk(h(a; ), hlaj)) = —lk(a; , a;) = —lk(a;, a]) =

J

= —lk(aj, a;)

lk(h(a;))", h(a;)) = —lk:(h(aj_), h(a;)) = —lk:(aj_,ai) = —lk(a;,a) =

- —lk(a;L, aj)
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Sumando los términos anteriores, obtenemos como matrices de () dos
matrices opuestas que deberian tener la misma signatura, de aqui que esta
signatura sea cero.

Entonces, el p—invariante de > M es igual (méd 1) a

—signatura(Q)+ 2u—invarianted , N = 0,

porque Y N es una Zp— esfera homolégica con un autohomeomorfismo
que invierte la orientacion. (u»_ N =0 or 1/2), por tanto

O=pY M= (2s+1)pM = uM =0

porque M is Z, esfera homoldgica con un autohomeomorfismo que invierte
la orientacién. (uM = 0 or 1/2) y el p-invariante estd definido modulo 1.

De forma analoga, Teorema 2:

El yi—invariante de una esfera homolégica tridimensional M con
un autohomeomorfismo que invierte la orientacién h de periodo
23 es cero.

Demostracion:

El conjunto de puntos fijos de h estd formado por dos puntos aislados
de M vy el conjunto de puntos fijos de h* es un nudo por la teorfa de Smith,
Cuando M es una 7, esfera homolégica. Este nudo contiene los dos puntos
fijos de h, invirtiendo la orientacién del nudo, que deja invariante.

Llamemos N = M/h* El autohomeomorfismo h se projecta a otro
autohomeomorfismo h en N, que designaremos por la misma letra.

Cuando M es una Zs—esfera homolégica, N = M/h? es también una
Zy—esfera homologica, por el teorema de dualidad de Poincaré. Ademés
M es recubridor doble de N, ramificado sobre el nudo K.

Con el mismo procedimiento anterior para M y N obtenemos que el
p—invariante de M es cero.

[gualmente, Teorema 3:

El y—invariante de una esfera homolégica tridimensional M con
un autohomeomorfismo que invierte la orientacién h de periodo
h" es cero.

Para ello, consideramos N = M/ X y repetimos el procedimiento an-
terior.

Hemos obtenido, junto al primer resultado de Birman, Galewski and
Stern, Hsiang and Pao, que El y—invariante de una esfera homolégica
tridimensional M con un autohomeomorfismo que invierte la ori-
entacion h cuyo periodo es una potencia de 2, es cero.
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Y podemos establecer Teorema 4.

El y—invariante de una esfera homolégica tridimensional con
un autohomeomorfismo periédico h que invierte la orientacion es
cero.

El resultado se sigue ahora de la consideracion de que cualquier niimero n
mayor que 2 puede expresarse como n = m2" donde m es un nimero impar
y r > 1, porque A" es un autohomeomorfismo que invierte la orientacion
de periodo 2", en M.
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