FUNDAMENTOS DE ANALISIS MATEMATICO  Hoja 5  Para entregar el 20 de noviembre de 2006

1.- Sea (X, p) un espacio métrico. Dado A C X y dado 6 > 0, definimos A’ = {z € X : dist(z, A) < §}.
Consideramos el conjunto K(X) formado por todos los compactos de X. Dados A, B € K(X),
definimos dy (A, B) = inf{§ >0 : B C A° y A C B°}. Se pide: ver que dy es una distancia en
K(X), a la que llamaremos distancia de Hausdorff y que

(X, p) es completo < (K(X),dy) es completo.

Esta observacion permite obtener la existencia y unicidad de conjuntos autosemejantes por aplicacion
directa del teorema del punto fijo de Banach o de la aplicacién contractiva.

2.- Sean f una funcién compleja medible en X, p una medida positiva en X y

o(p) = /X Fldp = £z (0 < p < o).

Sea E={p : ¢(p) < oo} y supongamos que || f|| > 0.

(a) Sir<p<s,re€ Eysée€E, demostrar que p € E.
(b) Demostrar que log ¢ es convexa en el interior de E'y que ¢ es continua en E.

(¢) Sabemos por (a) que E es conexo. ;Es F necesariamente abierto? ;Es E necesariamente cerrado?
i Puede E reducirse a un sélo punto? jPuede ser E cualquier subconjunto conexo de |0, co|?

(d) Si r < p < s, demostrar que ||f||, < max(||fl||,,||f||ls) y deducir de esta desigualdad que
L"(p) N L () € LP ().

(e) Suponiendo que ||f||, < oo para algin r < oo, probar que ||f||, = ||f||~ cuando p — oo. Si
ademés se supone que u(X) = 1, demostrar que

i 11, = exp { [ ol
p—0 X

si se define exp{—oo} = 0.

3.- Para algunas medidas, la relacion r < s implica que L"(u) C L*(u); para otras, la inclusion se invierte;
y hay algunas para las que L"(x) no contiene a L°(u) si r # s. Dar ejemplos de estas situaciones y
encontrar condiciones sobre p para que dichas situaciones se presenten.

4.- Sea (X, M, p) un espacio de medida que no es o—finito. Sea A € (LP(u))*, con 1 < p < 0o. Demostrar
que existe £ C X, donde E es o—finito y tal que A se anula fuera de F, es decir, A(f) = 0 para toda
f que viva fuera de FE.

5.- ;Como puede ser de grande el conjunto de puntos donde una funciéon convexa ¢ : R — R no tiene
derivada?




