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1.- Una semejanza de razón r > 0 en Rd es una aplicación S : Rd → Rd que satisface la condición
||S(x)−S(y)|| = r||x− y||. Se pide demostrar que toda semejanza es composición de una traslación,
una rotación (quizá impropia) y una dilatación.

Sugerencia: La clave está en probar que S es una aplicación af́ın, esto es, que lleva segmentos a
segmentos o, simplemente, que transforma el punto medio del segmento determinado por dos puntos,
en el punto medio del segmento determinado por sus imágenes. Esto resulta fácilmente de la siguiente
caracterización métrica del punto medio del segmento determinado por x e y como el único punto z
que cumple

||z − x|| = ||z − y|| = 1

2
||x− y||.

2.- Sea S : X → Y una isometŕıa entre espacios de Banach reales, es decir, una aplicación que cumple
||S(x)− S(y)|| = ||x− y||. El propósito de este problema es determinar en qué condiciones podemos
afirmar que S tiene que ser af́ın, o lo que es lo mismo, S − S(0) tiene que ser lineal.

En primer lugar observamos que la caracterización métrica del punto medio que vimos en el problema
anterior, puede fallar en un espacio de Banach. Ver que falla, por ejemplo, en R2 con la norma
||(x1, x2)|| = |x1|+ |x2|.
Sin embargo hay una clase de espacios en que la caracterización métrica del punto medio sigue siendo
cierta. Se trata de los espacios estrictamente convexos, que son aquellos en los que

||x|| = ||y|| = 1

2
||x + y|| ⇒ x = y.

Ver que la afirmación del párrafo anterior es verdad.

Ver que todo espacio de Hilbert es estrictamente convexo.

Demostrar que si S : X → Y es una isometŕıa entre espacios de Banach reales y además Y es
estrictamente convexo, entonces S es af́ın.

Cuando la isometŕıa es sobreyectiva, no hace falta suponer nada sobre Y para asegurar que S es
af́ın. Este es el clásico teorema de Mazur-Ulam y se puede demostrar con la siguiente caracterización
métrica del punto medio: Se considera el conjunto M0(x, y) formado por los puntos z que cumplen
la condición contenida en la sugerencia del problema 1. Aunque ese conjunto M0(x, y) contenga más
puntos que el punto medio del segmento, definimos M1(x, y) como el conjunto de los puntos de
M0(x, y) cuya distancia a cualquier punto de M0(x, y) es menor o igual que la mitad del diámetro
de M0(x, y). A M1(x, y) se le aplica el mismo proceso y aśı se obtiene una sucesión de conjuntos
cuya intersección es, justamente el punto medio. Demostrar esto y usarlo para obtener el teorema de
Mazur-Ulam.


