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1.- Dado 0 < ξ < 1, construimos el conjunto de Cantor de disección constante Cξ eliminando en cada
etapa, de cada intervalo cerrado, un intervalo abierto central de longitud ξ veces la longitud del

intervalo original. Para ξ =
1

3
obtenemos el conjunto de Cantor clásico C cuya dimensión de Hausdorff

hemos visto que es
log 2

log 3
. Demostrar que, Cξ es homeomorfo a C, tiene, como C, medida de Lebesgue

0 y tiene dimensión de Hausdorff log 2/ log(2/(1− ξ)).

2.- Si se imita la construcción del conjunto de Cantor eliminando en la etapa k−ésima 2k−1 intervalos
centrales, cada uno de longitud `k, de forma que

`1 + 2`2 + · · ·+ 2k−1`k < 1,

se obtiene un conjunto C̃ que se suele llamar “de tipo Cantor”. Demostrar que C̃ y C son homeomorfos.
Ver que, eligiendo apropiadamente los `k se pueden obtener, tanto conjuntos de medida de Lebesgue
positiva como conjuntos de medida de Lebesgue 0. Discutir, en cada caso, cual es la dimensión de
Hausdorff, demostrando, en particular, que se puede conseguir un conjunto de tipo Cantor cuya
medida de Lebesgue sea 0 y cuya dimensión de Hausdorff sea 1.

3.- La curva de von Koch K es miembro de toda una familia de curvas que se construyen de forma
similar. Dado 1/4 < ` < 1/2, consideramos en la primera etapa de la construcción la curva K`

1(t)
formada por cuatro segmentos de longitud `, de los cuales, el primero y el último están sobre el eje x,
y el segundo y el tercero son los dos lados iguales de un triángulo isósceles cuya base está sobre el eje
x. Después este proceso se repite con la escala apropiada sobre cada uno de los cuatro segmentos y se
continúa de forma similar a como se haćıa para construir la curva K de von Koch. La curva de von

Koch corresponde a ` =
1

3
. En general obtenemos una curva a la que llamamos K`. Se pide demostrar

que K` tiene dimensión de Hausdorff estricta
log 4

log(1/`)
, de forma que se obtiene una familia de curvas

con dimenśıones que recorren todo el intervalo abierto ]1, 2[. También se puede considerar el caso
` = 1/2, para el que se obtiene una curva de las que “llenan el espacio”. Finalmente, probar que para
1/4 < ` ≤ 1/2, la curva K` es continua; pero no es diferenciable en ningún punto. (Sugerencia: Si
K(t) existe para algún t, entonces

ĺım
n→∞

K(un)−K(vn)

un − vn

existe para un ≤ t ≤ un y un − vn → 0. Si elegimos un = k/4n y vn = (k + 1)/4n obtenemos una
contradicción.)


