
Fundamentos de Análisis Matemático Hoja 2 Para entregar el 18 de octubre de 2006

1.- Demostrar que, en cualquier espacio métrico X, un conjunto E ⊂ X con dimensión de Hausdorff
dimH(E) < 1 es, necesariamente, totalmente inconexo.

Sugerencia: La distancia a un punto fijo de E es una función Lipschitz y eso se puede usar para acotar
la dimensión de Hausdorff en R del conjunto de valores que toma esta función. A partir de aqúı se
pueden sacar consecuencias topológicas sobre dicho conjunto de valores que permiten descomponer E
en dos trozos cada uno de los cuales contiene a uno de dos puntos distintos de E fijados de antemano.

2.- Demostrar que, en Rd, las medidas de Hausdorff mα para α < d no son nunca σ−finitas

3.- Ver que, en Rd, si el conjunto E no es medible-Lebesgue y α < d, entonces, m?
α(E) = ∞.

4.- Hemos visto que la medida de Hausdorff α−dimensional del conjunto de Cantor C ⊂ R, para α =
log 2

log 3
satisface 0 < mα(C) ≤ 1. Esto es suficiente para calcular la dimensión de Haussdorff de C. Sin
embargo, se tiene que, de hecho, mα(C) = 1. Se pide probar esta igualdad.

Sugerencia: Uno puede considerar recubrimientos abiertos para sacar ventaja de la compacidad de C
y limitarse a medir los conjuntos Ck, que dan C como intersección y resultan fáciles de medir al ser,
simplemente, uniones de intervalos disjuntos.


