ALGEBRA I. HOJA 1

. Resolver utilizando la regla de Ruffini las ecuaciones:

1—A 1 3
ot — 223 — 1322 + 142 +24 =0, 1 2—-X -2 |=0.
0 1 3—A
. Resolver las ecuaciones siguientes:

2t — 1322 +36=0, 25— 142" +492% — 36 = 0.

. Resolver las ecuaciones:

a) 622 — 5z +1=0. d) 122 — 3222 4 252 — 6 = 0.
b) 1223 — 4022 + 27z — 5 = 0.
c) 2423 — 2622 + 92 — 1 =0. e) 6xt+ 723 —322 -3z +1=0.

. Comprobar que, en el cuerpo de los nimeros complejos, tienen tantas soluciones como
su grado, las ecuaciones siguientes:

-z —1=0.
2> —z+1=0.
22 —V3x+1=0.
20 + 42% — 32 + 9 = 0.
et =2 =3 +dr—4=0.

62t + 23+ 222 — 42 +1=0.
62° + 5xt + 42% + 422 — 22 — 1 =0.
42t —r—1=0.

62 + 2% + 1122 +22 —2=0.

2 )‘ 1 4 3 2

1 2 —)l=o. 122" +2° + 11+ —1=0.

oA 1 1 62 — 112° + 1022 — 11z + 4 = 0.
28 +4zt + 522 +2=0. Azt + 423 —112° + 42— 15 = 0.
2t - —x—2=0. 4z* +162° + 3122 + 64z + 60 = 0.

. Factorizar los polinomios igualados a cero en las ecuaciones anteriores y en las siguientes:

2 =20t 428 — 42+ —2=0. P+t +23+ 222+ +1=0.
6+ 723 — 322 —-3x+1=0. 2+ 28+ 625+ 624+ 923+ 922 +4x+4 = 0.

Observar que algunas no son totalmente factorizables en binomios de grado 1 con coefi-
cientes reales. Cuando se admiten los coeficientes complejos, o bien hay tantos factores
como el grado de la ecuacion, o bien llamando al nimero de veces que se repite un factor,
multiplicidad de ese factor, la suma de las multiplicidades de los factores de primer grado
es igual al grado de la ecuacién.

. Demostrar que en un cuerpo, se tiene b - 0 = 0, cualquiera que sea b.

. Demostrar que en un cuerpo, si a # 0, axr =0 =z = 0.
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Probar que en un conjunto de niimeros que sea un cuerpo, la ecuacion aix + a = 0 tiene
solucién tnica si a; # 0. No tiene solucién si a3 = 0 y a # 0. Tiene infinitas soluciones
sia; =0=a.

Hallar los siguientes nimeros complejos en forma binémica:

i i\ 2 i)3 i)3
(14 20)(1 — 26), 142 <1+2> | (14 20)3  (1+2i)

1—27 1—2i 2—i)3 " (2—2i)3

Hallar un niimero complejo en forma binémica: a + bi tal que (a + bi)? = 1 4 1.
Resolver la ecuacién 2* — 222 410 = 0 en el cuerpo de los ntimeros complejos.
Resolver la ecuacién 22 — (1 +i)z +i = 0 en el cuerpo de los niimeros complejos.

Demostrar

a) z1tzn=21+% b) Zi- =717

Demostrar que para todo polinomio p(z) con coeficientes reales, p(z) = p(z).

Demostrar:

2) [2] = |2l

b) |21 - 22| = |z1]| - |22| usando coordenadas rectangulares.
c) |21+ 22| < [21] + |22]-

De los niimeros complejos enunciados a continuacién calcular su médulo y su argumento
y escribirlos en forma trigonométrica y en forma polar.

V3 V3 1
+i—, =
2 2

14+, 1—4,  —1—4, iy

1
2

Comprobar que cualquier niimero complejo tiene el mismo mdédulo que su conjugado y
que su opuesto. ;Cudl es la relacién entre los argumentos de un ntmero complejo, su
conjugado y su opuesto?

Suponiendo conocidos el médulo y el argumento de un niimero complejo, hallar el médulo
y el argumento de su inverso.

Demostrar utilizando la forma binémica y la forma polar de los nimeros complejos que:

a) El producto de un ntimero por su conjugado es un nimero real.

b) El cociente de un nimero por su conjugado es de médulo 1. Observar que la de-
mostracién usando la forma polar es méas corta.

¢) Comprobar los resultados anteriores en los célculos siguientes:

3+ 4

14 2¢)(1 —2¢
(+2-20), S

d) Utilizar los resultados anteriores para calcular:

AN R V242
74‘17 ﬁ_zﬁ7 7§ e
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Probar la asociatividad de la multiplicaciéon de niimeros complejos usando su expresion
en forma polar y comparar la simplicidad del calculo respecto del que hay que hacer
para demostrarla en forma bindémica.

Calcular en forma polar y en forma binémica los siguientes niimeros complejos:
v —4, v@, v —i
Comprobar que los resultados son los mismos.

Calcular en forma binémica y en forma trigonométrica los siguientes niimeros complejos:
V1414, V=24 2i.

Comparando las expresiones determinar el valor de cos(mw/8) y cos(37/8).

Comprobar que cos?(7/8) + cos?(37/8) = 1. {Por qué?

Expresar las siguientes raices en forma bindmica utilizando la forma trigonométrica
correspondiente y el ejercicio anterior.

v/—16, /=38, N V16i.

Hallar las raices cuartas de —i y representarlas graficamente.

Hallar las raices quintas de la unidad. Senialar cudles son las raices que son conjugadas
entre si.

Hallar las siguientes raices:

1 1

ofV3 L el V3
2 2 2 2

;,Cémo estan relacionadas entre si?

Resolver en el cuerpo de los ntimeros complejos las ecuaciones:

327 4+ 2% 4+ 62t 4+ 223 + 62 +2 =0,

2+ 1=0, 927 — 28 4 4ot 1 22% + 22 — 1 =0,

2% +22° +1=0, 927 4+ 25 4 4ot +22% 4 22 +1 =0,
S+ +1=0, 48 — 25 — 82 + 223 + 422 — 1 =0,
28 + 22 + 222 +1 =0, 22° + 2t — 223 —2? + 2 +1=0.

Comprobar que la suma de las multiplicidades de las soluciones complejas (entre ellas
las reales) de cada ecuacion es igual a su grado.

Habiendo comprobado que (z" !+ 2" 242" 34...+2+1)(x —1) = 2" — 1, demostrar
que

a) Las soluciones complejas y las soluciones reales de " + 2" !+ 2" 24.. .42 +1=0
son raices (n + 1)-ésimas de la unidad.

b) La ecuacién 2* 4+ 23 + 22 + 2 + 1 = 0 no tiene ninguna solucién real.



29.

30.

31.

¢) La ecuacion 2" + 2" ! + 2" 2 + ...+ 2+ 1 = 0 no tiene ninguna solucién real si
n es par y tiene exactamente una solucion real si n es impar. ;Cudl es la solucion
real si n es impar?

d) Las raices (n + 1)-ésimas de la unidad que no coinciden con 1, son soluciones de la
ecuaciéon " + "1+ 2" 2 4. .+ 2 +1=0.

Resolver en el cuerpo de los niimeros complejos las ecuaciones:
2+ —2x—-1=0, 2’ +a20—2x—-1=0,
25+t + a3+ 22+ —-1=0, 625 + 520 + 4zt + 422 + 422 — 22 — 1 =0.

Comprobar que la suma de las multiplicidades de las soluciones complejas (entre ellas
las reales) de cada ecuacion es igual a su grado.

Deducir de la férmula de De Moivre (cos o + i sen o)™ = cos(na) + i sen(na)

a) Las férmulas del coseno del angulo triple y del seno del angulo triple.
b) Las férmulas andlogas para el dangulo quintuple.

Hallar cos(m/12) calculando la rafz de e/,



