PROCESOS ESTOCASTICOS Hoja 1 Curso 2012/13

Se asume siempre que estamos trabajando en un espacio de probabilidad (€2, 4, P). Estos problemas
son basicamente un repaso o recordatorio de cursos anteriores.

1) Decimos que la sucesién de v.a. {X,}>°, converge en media de orden p > 0 a la v.a. X (en el
caso particular p = 2 decimos que hay convergancia en media cuadrética) si

lim E(|X, — X[P) =0
n—oo

cuando p < 00, y
lim esssup | X, — X|=0
n—oo

cuando p = o0.

a) Probar que para todo par s,p tal que 0 < s < p < oo, se cumple || X|s < || X||, (sugerencia:
usar Jensen o Hoélder). Concluir que la convergencia en media de orden p implica convergencia en
media de orden s para todo 0 < s < p, y ademads implica convergencia en probabilidad.

b) Los reciprocos no son ciertos; proporcionar contraejemplos.
2) Estudiar para a > 0 la convergencia en media cuadratica de la sucesion {X,,}22 ,, sabiendo que

1 1
P(X,=0)=1-—

T pa’ ne’

3) Dada la informacion E[X] = 7y Var(X) = 9, usar la desigualdad de Chebyshev-Markov para

acotar inferiormente P(4 < X < 10). Con las mismas hipétesis, hallar los valores méximo y minimo
que puede tomar P(4 < X < 10).

4) Determinar si para toda u > 0, toda o > 0, y toda ¢ > o, existe una v.a. X con media pu y
desviacion tipica o tal que

0.2

2’

P(X = | 2 ¢)

Mas adelante veremos desigualdades maximales, que en cierto sentido mejoran la desigualdad de
Chebyshev-Markov.

5) Lanzamos un dado equilibrado con 6 caras, y a continuacién lanzamos una moneda equilibrada
tantas veces como sefiale el dado. Sea X el nimero de caras obtenido. Calcular F[X] y Var(X).
Comentario-sugerencia: puede que sea mas facil hallar la esperanza y la varianza condicionales
primero. Buscad la definicién de la varianza condicional si no la habeis visto antes, y la regla de la
varianza total.

6) Este problema es mds o menos igual que el anterior. Lanzamos una moneda lastrada, con prob-
abilidad de sacar cara igual a 3/5. Si sale cara lanzamos un dado equilibrado con cuatro caras
numeradas del 1 al 4, y si sale cruz lanzamos un dado equilibrado con seis caras numeradas del 1 al
6. Sea Y el niumero obtenido. Denotando X = 1 si sale cara, X = 0 si sale cruz, hallar 1) E(Y|X),
2) E(Y), 3) Var(E(Y|X)), 4) Var(Y|X), 5) Var(Y).

7) Dadas tres variables aleatorias X, Y, Z y una funcién de Borel g : R — R, probar las siguientes
afirmaciones:

a) E[Y g(X) |X] = g(X) E[Y]X].
b) EIEY[X, Z] [X] = E[Y|X] = E[E[Y|X] |X, Z].
8) Dadas dos variables aleatorias X e Y con media cero, demostrar las siguientes afirmaciones:
a) X y E[X|Y] tienen correlacién positiva.
b) El coeficiente de correlacién de Y y E[X|Y] tiene el mismo signo que el de X y Y.



9) Demostrar la positividad de la esperanza condicional, es decir, si X > 0 c.s., entonces E(Y|X) > 0
C.S..

10) Demostrar la versién condicional de la desigualdad de Jensen.

11) Demostrar la siguiente versién condicional de Chebyshev: Si a > 0, entonces

X2
PUX| = alB) < 5 (215)



