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1) Probar que si X := {Xn}∞n=0 es una martingala adaptada a la filtración {An}∞n=0, entonces para
todo n > 0 tenemos EXn = EX0. Enunciar los resultados análogos para sub y supermartingalas, y
demostrarlos.

2) Probar que si X := {Xn}∞n=0 es una martingala adaptada a la filtración {An}∞n=0, entonces
para todo m,n ≥ 0 tenemos E(Xn+m|An) = Xn. Enunciar los resultados análogos para sub y
supermartingalas, y demostrarlos.

3) Probar que si X := {Xn}∞n=0 es una martingala adaptada a la filtración {An}∞n=0, entonces para
todo n ≥ 0 tenemos que σ(X0, . . . , Xn) ⊂ An, y X es una martingala adaptada a σ(X0, . . . , Xn).
Aquí σ(X0, . . . , Xn) denota la σ-álgebra más pequeña que hace que todas las funciones X0, . . . , Xn

sean medibles.

4) Probar que si T1, T2 son tiempos de parada con respecto a la filtración {An}∞n=0, entonces T1+T2,
max{T1, T2} y min{T1, T2} son tiempos de parada con respecto a {An}∞n=0.

5) Probar que si X := {Xn}∞n=0 es una submartingala adaptada a la filtración {An}∞n=0, y T1, T2 son
tiempos de parada acotados, digamos, por m ∈ N, y tales que T1 ≤ T2, entonces EX0 ≤ EXT1 ≤
EXT2 ≤ EXm.

6) Demostrar que si X := {Xt}t∈T es un proceso uniformemente integrable, entonces ‖X‖1 :=
supt∈T ‖Xt‖1 <∞.

7) Probar que si X := {Xn}∞n=0 es una submartingala, y 1 ≤ r ≤ s ≤ ∞, entonces ‖X‖r ≤ ‖X‖s,
donde ‖X‖p := supn∈N ‖Xn‖p.

8) Sea Bn el operador de Bernstein en C[0, 1]. Usar la desigualdad de Hoeffding para probar que si
f : [0, 1]→ R es Lipschitz, entonces ‖f −Bnf‖∞ ≤ O

(√
n−1 log n

)
.
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