PROBABILIDAD 11 Examen Final Curso 2013/14

I) Enunciar y probar la Ley Fuerte de los Grandes Nuimeros para variables aleatorias unlformemente

acotadas en L. ’ .
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IT) 1) Existen variables aleatorias X e Y definidas en 2 y con idéntica distribucién tales que para

todo w, X(w) # Y (w). @ F Towewae P(X=4)= -é: F(X:= o)~ P(’y::.l)"‘F(\/:D‘)
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2) En [0,1) con la probabilidad uniforme (medida de Lebesgue) las varaibles aleatorias 1p1/2) ¥

—1j0,1/4)u[1/2,3/4) SOD independientes. @ F < @ o ( XY= — K ﬁ 2,
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3) Si {X,}22, es una submartingala adaptada a la filtracién {A4,}2,, entonces para todon > 0y

para casi todo w tenemos E(Xp1|A,p)(w) > Xp(w). @ K Por X % { X’Q
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4) Si {X,}52, es una submartingala adaptada a la filtracién {A,}%,, entonces para todon > 0y
para casi todo w tenemos E(Xni1]|Xy)(w) > Xn(w) (recordatorio sobre notacién: condicionar con
respecto a X, es lo mismo que condicionar con respecto a o(Xy)). @ F !Z) PUIE PRy P
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Para las preguntas restantes en este problema, suponemos que {X,}2; es una sucesién de variables
aleatorias independientes, tales que P(X, =1)=1/n,y P(X,=0)=1-1/n.

5) Cuando n — 00, X,, — 0 en distribucién, y por tanto en probabilidad. @ F
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6) Cuando n — oo, X, — 0 en LP para todo p tal que 1 < p < co. @ F F(J"Q Yo
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7) Cuando n — oo, X, — 0 en L™, V@ \/\.\ F(X >>o 3
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8) Cuando n — oo, X,, — 0 casi seguro. V @ S.ec\wAv\: zxm’ﬁ?
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9) Cuando n — oo, %Zi:l(Xi E(X;)) — 0 casi seguro. @ F Pmr Q/a FV’"\?-’Q“’“‘"
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10) Cuando n — oo, = 37 | X; — 0 casi seguro. @ F Fz"/ ﬁ ) . C““‘“’
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IIT) (10 puntos) En un examen tipo test se planten 5 preguntas para responder verdadero o falso.
Los puntos asignados a las preguntas V o F son: respuesta correcta, 1 punto, respuesta incorrecta,
- 1 punto, en blanco, 0 puntos. Valor minimo del problema: 0 puntos. Es decir, si la puntuacién es
negativa se asigna un cero al problema.

a) Calcular la nota esperada de un alumno que responda a las 5 perguntas de manera aleatoria, por
ejemplo lanzando una moneda equilibrada 5 veces.
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b) Sabiendo que el alumno ha respondido ectamente a la primera pregunta, calcular la nota

esperada. _{ \
(0\,\ Qk— V\«\3MQ ne ‘t(qobt b~( Ct"‘\‘&@-,/

C(>< 1) 6:((2'-?)’ > Y1)
(027 Y=1)

_ é:[( | & z Y. } , Ya g Yy, Vs

o clep. 2 Vi, b e~ tiats tanb d,

(l4 Z \/ ) ALD(KL ‘»Véu\w—eﬂl&wm (ow o
"“'F")/ N W = (i+z\/)

\,\JB Z»(.\(\A/'(.B

/u)—;— 3 () () e

’?.5[,\



IV) a) (2 puntos) Enunciar la Ley 0-1 de Kolmogorov. Ver = Pt ( “.

b) (2 puntos) Sea P la probabilidad uniforme en los conjuntos de Borel de [0,1], y sea {X;}$2, una
sucesién de variables aleatorias independientes, tales que X;[0,1] — [—1,1]. Sabiendo que las medias
M, ==n"'3"" | X, satisfacen, para todo w € [0,1/2], lim, M,(w) = 1/3, decidir razonadamente si
lim, M, existe o no en (1/2,1], y en caso de respuesta afirmativa, determinar a qué converge, y en
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¢) (1 punto) Probar que las sumas Sy, := > | X; pertenecen a L.
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d) (1 punto) Sea T : [0,1] — N\ {0} una variable aleatoria con E(T) = 42, tal que las variables
T, Xy, Xy, ... son independientes. Probar que para todo n € N\ {0}, las variables 1{7—pn}, X1, Xy, . ..
son independientes. Decidir razonadamente si 1{7—,) y 5, son 1ndepend1entes
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e) (1 punto) Probar que la suma aleatoria St, definida mediante Sp(w) := ZT(“’) Xi(w), satisface la
igualdad Sr(w) := 377 Lir=nj(w)Sn(w). F {2 1mn - We 5L . E -J[ Su e,
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f) (3 puntos) Probar que la suma aleatoria St := Zi:l X; pertenece a L'. Suponiendo que para
toda i € N\ {0}, E(X;) = 1/3, hallar E(St). Sugerencia: usar apartados anteriores.
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