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ALGEBRA I. HOJA 1

. Representar graficamente los siguientes sistemas de ecuaciones, y hallar todas las solu-

ciones. Hallar el dngulo entre cada par de rectas (esta pregunta es un poco ambigua).

20 +y =8 20 +y =8 20 +y =38
2c +y =4 x —y=-2 4o +2y =16 |

. Hallar las ecuaciones, en forma paramétrica, de la recta que pasa por los puntos (2, —1, 3)

y (=1,0,3) en R3.
Respuesta parcial: x = 2 — 3t.
Sea B; = {e1,es} la base canénica del plano real R?, y sea By = {v1,v2} la base

compuesta por los vectores v = (1,1) y vo = (1,2). Hallar las coordenadas de e; y eo

con respecto a Bs.
Resolver z3 = i en coordenadas polares y rectangulares. (Recordatorio: las coordenadas

rectangulares, o cartesianas, o bindmicas, son de la forma a + ib; las polares, re'®).
Solucién (parcial): v/3/2 4 14/2, —v/3/2 +i/2, —i.

Resolver iz + (2 — 10i)z = 3z + 2i.

Solucién: —9/41 — i/41.

Resolver 22 = —8 — 6i.

Resolver 22 — (3 +4)z + 4+ 3i = 0.

Solucién: 2 — 4,1 + 2i.

Resolver el sistema (i + 1)z 4+ (2 —i)w = —3i, (2i + 1)z + (3 +i)w = 2 4 2i.
Solucién: z = —1 + 5i,w = 19/5 — 8i/5.

Escribir 229:0(1' +1)" en coordenadas rectangulares y polares. Solucién: (1 4 259)i.

Escribir en coordenadas polares 4 + i, —3/2 — /2, —1 + 2i.

Comprobar que (1+4)'2 = —64, y (1 —1)/v2)7¢ = —i.

Resolver las siguientes ecuaciones i) 22 = 1 +iv/3; ii) 24 = i; iii) 2% = —8i.
Soluciones a iii): z = 24, —/3 — i,v/3 —i.

Recordad que las rotaciones en el espacio tridimensional (que fijan el origen) no conmutan
en general. Decidir razonadamente si las rotaciones en el plano alrededor del origen
conmutan.

Usando e = cosz + isenx, donde x es un nimero real, demostrar que cosz = (e"* +
e ") /2y senx = (" —e7)/(2i).

Sea ||x||2 := /2% + y? + 22 la norma euclidea (la longitud) del vector x = (z,y, 2).
Comprobar que para todo par de vectores v,w € R3, la norma del producto vectorial
|lv x w||2 nos da el area del paralelogramo determinado por v y w.

Hallar los siguientes niimeros complejos en forma binémica a + bi:

142 1+2i)° (1423 (1+2i)3
1—2i° 1-2i) (2—4)3 " (2—2i)%

(1 + 2i)(1 — 2i),
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Hallar un niimero complejo en forma binémica: a + bi tal que (a + bi)? = 1 4 1.
Resolver la ecuacién z* — 222 + 10 = 0 en el cuerpo de los niimeros complejos.

Resolver la ecuacién z2 — (1 +4)z +4 = 0 en el cuerpo de los niimeros complejos.

Demostrar
a) 1t zm=71+7% b))z =717
Demostrar que para todo polinomio p(z) con coeficientes reales, p(z) = p(Z).

Demostrar:

a) [z] = [2].

b) |21 - 22| = |z1]| - |22| usando coordenadas rectangulares.
c) |21+ 22| < [21] + |22]-

De los niimeros complejos enunciados a continuacién calcular su médulo y su argumento
y escribirlos en forma trigonométrica o polar.

1 1
1v3  ¥31

144, 1—1 —1—1
+Z? Z’ Z7 2 2’ 2 2

Demostrar utilizando la forma binémica y la forma polar de los niimeros complejos que:

a) El producto de un ntimero por su conjugado es un nimero real.

b) El cociente de un nimero por su conjugado es de médulo 1. Observar que la de-
mostracién usando la forma polar es méas corta.

¢) Comprobar los resultados anteriores en los cdlculos siguientes:

3+ 4
1+24)(1—2¢
(+2)i-2), ST
d) Utilizar los resultados anteriores para calcular:
V2 VR (V2 V2 P i
2 "2 J\veVe) g

Probar la asociatividad de la multiplicaciéon de niimeros complejos usando su expresion
en forma polar y comparar la simplicidad del calculo respecto del que hay que hacer
para demostrarla en forma bindémica.

Calcular en forma polar y en forma binémica los siguientes niimeros complejos:
VA, Vi Ve
Comprobar que los resultados son los mismos.
Calcular en forma binémica y en forma trigonométrica los siguientes niimeros complejos:

Viti, v—2+2i

Comparando las expresiones determinar el valor de cos(w/8) y cos(37/8).

Comprobar que cos?(7/8) + cos?(37/8) = 1. ;Porqué?
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Expresar las siguientes raices en forma bindmica utilizando la forma trigonométrica
correspondiente y el ejercicio anterior.

v/—16, /-8, V=211, V16i.

Hallar las raices cuartas de —i y representarlas graficamente.

Hallar las raices quintas de la unidad. Senialar cudles son las raices que son conjugadas

entre si.
3 ﬁ +Zl, N 14-2@
2 2 2 2

., Coémo estan relacionadas entre si?

Hallar las siguientes raices:

Resolver en el cuerpo de los nimeros complejos las ecuaciones:
20 +1=0, 20 +2234+1=0.

Habiendo comprobado que (z" !4+ 2" 242" 3 4... 4+ 2+ 1)(x—1) = 2" — 1, demostrar
que

a) Las soluciones complejas y las soluciones reales de " + 2" !+ 2" 24+.. .42 +1=0
son raices (n + 1)-ésimas de la unidad.
b) La ecuacién 2% 4+ 23 + 22 + 2 + 1 = 0 no tiene ninguna solucién real.

¢) La ecuacion 2" + 2"t + 2" 2 + ...+ 2+ 1 = 0 no tiene ninguna solucién real si
n es par y tiene exactamente una solucién real si n es impar. { cudl es la solucion
real si n es impar?

d) Las raices (n + 1)-ésimas de la unidad que no coinciden con 1, son soluciones de la
ecuaciéon z" + " 1+ 2" 2 4. 42+ 1=0.

Resolver en el cuerpo de los ntimeros complejos las ecuaciones:

S+ —2x—-1=0, 2+ —2x—1=0.

Describir el conjunto del plano complejo determinado por las siguientes relaciones:

(i) |z —2] > |z + 2[; (i) Rz + 3z < 1.

Demostrar las férmulas:

(1) |z + 12 — |z — 12 = 4Rz; (i) [z + 12+ |z = 1) =2+ 2]z|%

Deducir las formulas del coseno del angulo triple y del seno del angulo triple, de la
férmula de De Moivre (cos o + isen )™ = cos(na) + i sen(na).

Hallar cos(m/12) calculando la raiz de e/,

Usando como definicién det <Z Z

(a) det <1__2A ! A> —0;  (b) det (1__; 3EA) —0.

> := ad — be, resolver las ecuaciones



Observacién: En general, se dice que un ntmero A es un autovalor o valor propio
de una

matri a b 1
atriz e d S

a— A b
det( c d—)\>_0'

40. Encontrar todos los autovalores de las siguientes matrices:

@ (58 o)



