ALGEBRA I. HOJA 8

1) Calcular los determinantes siguientes:

02 4 0 -1 1 -2 1 1 (1) _01 j }
a)l1 1. 3|1 0 1 -3 2 1/|d 9 _1 _3 _1
3 3 3 2 -1 -1 1 -1 1 0 1 -1 0
Sol: 12, -4, -1, -8.
2) Calcular los determinantes de las matrices dadas a continuacion:
1 3 2 —6 1 -8 -1 —4
2 6 3 1 8 —4
Sol: a) -1, b) 1
3) Demostrar que los siguientes determinantes son nulos:
2 92 92 42
713 a b ¢ 1 23 ;2 22 i2 ;
10 3 4 d e f 3 45 252 @2 7

4) a) Comprobar que la ecuacién de un plano que pasa por tres puntos (ai,as,as), (bi,bs,bs),
(c1, ¢, c3) del espacio es

1 Tr1 T2 I3
1 a; ao as —0
1 bl bg b3
1 ¢ ¢ c3

y hallar la ecuacion cartesiana del plano que pasa por los puntos (1,2,1), (—1,3,0), (2,1, 3).
b) Escribir la ecuaciéon de una recta del plano que pasa por los puntos (a,b), (¢, d) del plano y hallar
la ecuacion cartesiana de la recta del plano que pasa por los puntos (—1, —2), (2, 2).

5) a) Siendo ag + a7 + asr? + azz® = P(x) un polinomio de grado 3, hallar sus coeficientes para que
P(0)=2, P(1)=1, P(2) =—1, P(3) =0.

Sol: 2+ 2x — Sa? 4 2a.

b)Demostrar que siempre se puede encontrar un polinomio de grado 3 que cumpla las condiciones

{P(z;) = y;}}_, siempre que todos los x1, ...,z sean distintos.
¢) Generalizar el resultado b): dados n+1 pares de puntos {z;, y;}**! con 21, ..., 2, distintos, hay
un dnico polinomio P(x) de grado n que cumple P(x;) = y;, i =1,...,n+ 1.

Obsérvese que la parte c¢) nos indica como hallar una funcién polindmica de grado n que pase por
n + 1 puntos del plano siempre y cuando no haya dos puntos en la misma vertical.

6) a) Obtener, en términos de los determinantes de los menores diagonales de la matriz A,

a; — A 12 13
|A — )\I’ == 921 99 — A 923
a31 a32 ass — A

(Indicacion: descomponer las filas en sumandos con y sin \).



b) Aplicar la formula obtenida para hallar los siguientes determinantes:

1—A 2 1 L2 1 -2
A== 0 3-Xx 1 |, s L 22—
3 12— —2 2 -1

sol: —A* + 606X —TA4+2, =\ — N+ 1A +1

7) Encontrar los valores de a para que las siguientes matrices sean invertibles:

a 1 1 -1 -1 1 -1 a a
a)| 1 a 1 |, b) 1 4 —a |, c) a -1 a
01 a -1 a 0 a a 1

Sol: a)a#l,a##gya#%g b)a#2ya#-2 c)a#—-lya#;.
8) Sean matrices cuadradas A € M,um, B € Myxn, C € Myxny D € M (m4n)x (m+n) Una matriz
que se descompone por bloques como
A C
D= ( 1 ) .

a) Demostrar que |D| = |A||B| utilizando la descomposicion
ACN\ (I, 0 A C
0 B ) 0 B 0 I,
b) Demostrar, utilizando una descomposicion similar, la misma igualdad |D| = |A||B], en el caso
A0
p=(e5)

(Notese que ahora C' € M, yp,).
c¢) Calcula el determinante

1 -1 2
17
3
2
4 =2
1 4 5
2 3
2

Sol: -240.

9) Estudiar si son independientes en su espacio vectorial correspondiente los siguientes conjuntos.
En el caso en que sean linealmente dependientes, expresar uno de ellos como combinacion lineal de
los restantes:

a) {(1,2,0),(0,1,1)} C R?,
b)ﬂLzm(QLUJLLm}CR3

c) {(1,2,0),(0,1,1),(1,1,-1)} CR?,
d)ﬂ12m4QLU4LLm4&zn}cRi
e) {( ). (2,—2i —2)} C C?,

£) {(3,1,—), (1,4, —1)} C C?,

)
g {G;EQ’G Ev’(f_i)}Cﬂhmﬁ)

1,1 —1



h) Los polinomios {1,z — 2, (z — 2)?, (z — 2)3} C P3[z].

10) a) Demostrar que si {fi(x), fa(z), -, fr(x)} son funciones tales que existen {ai,as, - ,ax}

verificando
fi(ar) ) e
fila2)  falaz) -+ fi(az)

flae)  folaw) - felar)
son funciones linealmente independientes.
Demuestra los siguientes enunciados utilizando el apartado anterior:
b) Los polinomios {1,z — 2, (z — 2)2,--- , (z — 2)"} C Pg[x] son linealmente independientes.
c) Para cualquier a € R, los polinomios {1,z — a, (x — a)?,--- , (z — a)"} C Pg[z] son linealmente

independientes para cualquier n € N.

11) Estudiar si los siguientes conjuntos son bases de los espacios vectoriales dados:
a) {(1,0,0,1),(1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)} C R*
b) {(1,0,0,1),(1,0,1,0),(0,2,1,0),(0,1,0,1)} Cc R*.

{39406 3)-¢ 1)) erem
(-0 () s

12) Encontrar bases de los siguientes subespacios vectoriales de M3y 3(R):
a) Las matrices diagonales.

b) Las matrices triangulares superiores.

c) Las matrices triangulares inferiores.

d) Las matrices simétricas.

e) Las matrices antisimétricas.

13) a) Siendo {ej, ey, ..., e,} una base de R", demostrar que los vectores:

Uy =€y, Uy ==€+ey, '+, U1 =€ +e+ -+e, 1, Uy=¢€ +tex+--+e, 1+e,
son otra base de R™.

b) Hallar las coordenadas de los vectores (n,n—1,...,2,1) y (1,2,--- ;n—1,n) de R", en la base
{ug, ug, ..., uy}.

14) Hallar las coordenadas del vector (3,2, —1,0) de R* en la base

B ={(1,0,0,1),(1,0,1,0), (0,2, 1,0), (0,1,0,1)}.



