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Fisica

ALGEBRA I

Hoja 5. Diagonalizacién de endomorfismos

1. Determina en cada caso una base de R™ (o de C™) en la que las matrices dadas a continuacién diagonalicen:

1 2 1 2 2 -5
01:(_5;)),02:(2 _1),03: 112 ).c=3 7 -15
9 1 1 12 4

Para cada uno de ellos encuentra matrices de cambio de base P; y matrices diagonalles D; de modo que
C; = P,DP .

2. Decide de manera razonada para qué valores de los parametros son diagonalizables los endomorfismos de
R3 que en la base estdndar tienen como matriz:

-1 -3 -3 -1 0 b
A = 3 5 3 ], Ay = 01 0
-3 -3 a 0 0 a

3. Diagonaliza en una base ortonormal el endomorfismo dado en la base candnica:
3 2 4
A= 2 0 2
4 2 3
4. Comprueba que la siguiente matriz es diagonalizable

=3 3)

y da la matriz diagonalizada y la matriz de cambio de base. ;Fs la matriz invertible? Si asi fuera, calcula
su inversa usando la matriz diagonalizada.

5. Dadas las matrices

5/2 —1

o O O
= o N =
— = =
N O =

calcula:
a) A0 para k= 1,2.
b) lim, - A} para k =1,2.

6. Sea B = {u1,uz,u3} una base de C3 y sean f,g: C> — C? los endomorfismos con matrices:

2 3 1 0 3 4
Mp(f)=[flee=1 0 2 -1 Mp(g)=[glpp=| 0 0 -2
00 2 00 0

Decide de manera razonada por qué ninguno de los dos endomorfismos es diagonalizable.



7. Sea V un espacio vectorial de dimensiéon n, sea W C V un subespacio vectorial de V' y sea Z C V un
complementario de W (i.e., W @& Z = V). De este modo, cada u € V se escribe de manera tnica como la
suma de un vector en W y otroen Z, ie., u=w+zcon w € Wy ze€ Z. Decimos que f:V — V esla
simetria respecto a W con direccion Z si para cada vector u € V' con u = w + z como antes, f(u) =w — z.
Observa que una simetria es, en particular, una aplicacién lineal.

a) Demuestra que una simetria siempre es diagonalizable.

b) Si V es un espacio vectorial euclideo (o unitario) demuestra que f es una aplicacién ortogonal si y
solosi Z =W+,

8. Sea V un espacio vectorial de dimensién n, sea W C V un subespacio vectorial de V' y sea Z C V un
complementario de W (i.e., W @& Z = V). Decimos que g : V. — V es la proyeccion sobre W con direccion
Z si para cada vector v € V con u = w + z como antes, g(u) = w. Observa que una proyeccién es, en
particular, una aplicacion lineal.

a) Demuestra que una proyeccién siempre es diagonalizable.

b) Supongamos que V es un espacio vectorial euclideo (o unitario). Entonces V=W oW+ =W Z
donde Z un complementario cualquiera de W. Para cada v € V tenemos dos representaciones: v = w + z
conweEWyz€eZ yu=w +wsconw, €W yws €W, Demuestra que ||wa|| < ||z|. Es decir, de entre
todas las proyecciones sobre W, la ortogonal es la que minimiza la distancia de un vector a W.

9. Decide de manera razonada si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) Si f es diagonalizable y biyectiva, entonces f~! es diagonalizable.

b) Si f es diagonalizable entonces fv: f* es diagonalizable.

10. En un bosque maderero, los arboles estdan clasificados en dos tamanos. Un censo que se hace cada 5
anos reclasifica un 30% de los drboles de tamano menor, que pasan a ser de tamano grande. Entre cada
dos censos se corta un 10% de los drboles de tamano grande y se repuebla con el mismo ndmero de 4rboles
de tamano pequeno. jAumenta el nimero de drboles con el tiempo? Si inicialmente habia 1000 arboles de
tamano pequeno y ninguno grande, jcudntos drboles de tamano grande hay a los 20 anos? (Sugerencia:
si xp(resp. yn) representa el nimero de drboles pequenos(resp. grandes) después de n periodos de 5 anos,
. x Tp— . . . .
se tiene < y” ) =A < y" ! > para una cierta matriz A que convendrd diagonalizar).
n n—1

11. Supongamos que tenemos dos depdsitos de igual volumen con agua comunicados por un doble conducto
por el que circula el agua como sigue:

NaCl - NaCl
%

Inicialmente, en el primer depdsito hay NaCl disuelto al 1 %, y en el segundo hay NaCl disuleto al 2%. Cada
minuto pasa un 5% del volumen del primer depdsito al segundo y viceversa. Decide de manera razonada la
concentracién de NaCl que habra en cada uno de los depdsitos después de 120 minutos. ;Qué prevés que
suceda a largo plazo?

12. Los dusky-footed wood rats son un tipo de roedor comtn en los bosques de California, cuyo depredador
natural es el biho moteado. Denotamos por Oy la poblacion de bithos después de k& meses y por Ry la
poblacién de roedores después de k-meses. Supongamos que

Oky+1 = 0.50; 4+ 0.4Ry
Ryy1 = —pOp+ 1.1Ry

donce p es una constante positiva. El sumando 0.50, indica que si no hay roedores, la tasa de supervivencia
de los bthos es del 50% al mes, mientras que el sumando 1.1Rj nos dice que en ausencia de btihos, los



roedores crecerfan a un ritmo del 10% al mes. El término 0.4R;, indica el crecimiento de los bihos en
presencia de los roedores, y el término —pOy, mide la desaparicién de roedores debido a la caza por parte de
los bihos.

a) Determina la evolucién de las dos poblaciones a largo plazo si p = 0.104.

b) Determina la evolucién de las dos poblaciones a largo plazo si p = 0.2. ;Crece la poblacién de
bthos? ;Y la de roedores?

¢) Determina un valor de p para el que el nimero de individuos de ambas poblaciones se estabilice a
largo plazo. ;Cudl serd entonces la proporcién entre ambas poblaciones? Se puede probar que este equilibrio
entre ambas poblaciones es inestable (cualquier cambio menor en alguno de los datos provoca decrecimento
o crecimiento de ambas poblaciones a largo plazo).



