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Solucién de problemas I !

Algebra IT Curso 2015-16

1. Proyecciones en el producto escalar estandar

Ejercicio 7.7.1 (a) Dada la ecuacion x +y — z = 0, dar una base ortonormal del subespacio
U de R3 que define.

Solucién: Damos valores a x e y para obtener una base (arbitraria, no ortogonal) de U. Asf sa-

camaos:
1 0
U= <U}1 = 0 , Wo = 1 >
1 1

Podemos entonces usar Gram—Schmidt para dar una base ortonormal. Primero obtenemos una
base ortogonal. El primer vector es w; y el segundo:

_ (wa, wy) 0 11 —1/2
Wo = Wy — 7211}1 = 1 - = 0 = 1
] 1) 2\1 1/2
Y ahora normalizamos ambos vectores:
w1 1 (1)
nfm = — = ——
AR Vo
s 1 _11/ 2 1 _21
Vg = oo = —F/— = —
|2 32\ 172 Ve \

La base ortonormal buscada es {v1,vs}.

O

Ejercicio 7.7.1 (b) Dar la imagen del vector X = (1,1,1) por la proyeccién ortogonal a U.

Solucidén: La forma més sencilla de hacerlo (si no nos pidieran luego hacer el proyector), es
simplemente:

2 1 1 -1 1 2
Py(X) = <X:’l/'1>U1+<X702>U2=\/§U1+\/7v2= 0 1+3 2 == 2
3 1 3\ 1 3\ 4

puesto que {v1,v2} es base ortonormal. Una comprobacién que se puede hacer es que efectiva-
mente el vector que hemos obtenido pertenece a U, puesto que cumple su ecuacién. (Il

11Los ejercicios resueltos son una seleccién mas o menos representativa de los propuestos en las notas de Lucia
Contreras. Soluciones por David Alfaya y Alvaro del Pino
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Ejercicio 7.7.1 (c) Calcular la forma general del proyector ortogonal a U, usando la base
ortonormal.

Solucion: La expresion que utilizamos en el apartado anterior sirve para obtener el proyector.
Si Y = (y1,¥2,93) es un vector cualquiera de R3, tenemos:

1 -1
1 1
Py(Y) = v (Y, v1)+0a (Y, 03) = (v10] +vov3 )Y = B 0 ](1,0,1)+ 8 2 (-,2,)| Y =
1 1
1 1 01 1 1 -2 -1 1 2 -1 1
3 0 0 0 |+ 5 —2 4 2 Y = 3 -1 1 1Y
1 0 1 -1 2 1 1 1 2

Esta tltima matriz da Py. Se puede comprobar a 0jo que tiene rango 2 y que todas las columnas
verifican la ecuacién de U. Adicionalmente, se puede ver que, al aplicarla a X, obtenemos el
vector que calculamos en el apartado anterior.

O

Ejercicio 7.7.1 (c’) Dar una base ortonormal de U+ y usarla para calcular le proyector orto-
gonal a U.

Solucion: Puesto que estamos usando el producto escalar estandar de R3, el vector que genera
U+t es precisamente el vector de los coeficientes de la ecuacién de U:

1
[]L = <w3 = 1 >
-1

y ahora simplemente tenemos que normalizarlo:

ws 1

Vyg = —4 = ——
’ lws| V3 1
{vs} es la base ortonormal de U+.

Tenemos en general que Y = Py (Y) + Py (Y), de forma que:

Py(Y)=Y - Py (Y)=Y — (Y,v3)vs = (I — w303 )Y =

1 0 0 1 1 1 -1 1 2 -1 1
01 0 - = 1 1 -1 == —1 2 1
00 1) 3\ -1 -1 1 S\ 1 1 2
que coincide con la matriz de arriba. En general, este método requiere menos céalculos. O

Ejercicio 7.8.1 Calcular la distancia del vector X al plano U.

Solucion: Segun calculamos arriba

ol
o
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esto implica que la proyecién al ortogonal es:

1 L[ 2 !
P(X)=X-PyX)=| 1 |-o|2|=5| 1
1 4 -1

que efectivamente es proporcional a v3. La distancia al plano es la norma de Py (X):

d(X,U) = [Py (X)] =

Sl

2. Diagonalizacion de endomorfismos

Ejercicio 8.1.1 (c) Comprobar que la siguiente matriz diagonaliza:

5 —2
(6 2)
y dar la matriz diagonalizada y la matriz de cambio de base. Es la matriz invertible? Si ast fuera,

calcula su inversa usando la matriz diagonalizada.

Solucion: Empezamos calculando las raices del polinomio caracteristico:

5—A -2

A== 6 —2—X\

‘:()\—5)(2—1—)\)—1—12:)\2—3)\—1—2:()\—1)()\—2)

Habiendo obtenido dos autovalores distintos y reales, concluimos que la matriz diagonaliza
(real). Puesto que ambos autovalores son no cero, concluimos que la matriz es inversible.

La matriz diagonalizada no es otra que:
~ 10
Para obtener el autovector v; correspondiente al autovalor 1, lo buscamos en ker(A — I):

4 -2
A_I:<6 —3)

de forma que tenemos la ecuacién 2z = y; tomamos v; = (1,2). Podemos aplicar Av; para
comprobar que efectivamente nos da v;.

De manera andloga, buscamos en ker(A — 27) al autovector vy del autovalor 2:

3 =2
o (32

Una eleccién posible es vo = (2, 3). Igualmente, vemos que Avy = 2vs.

La matriz de cambio de base C, i.e. la matriz que verifica A = CAC™!, tiene por columnas
{’Ul s ’UQ}Z
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la matriz inversa, que da el cambio de la base estdndar a la base {v1, v2}, se puede calcular:

(3 =2
o=-(5 )

Finalmente, podemos calcular su inversa observando que:

A—lz(cﬁc—l)—lzcﬁ—lc*:(% ;)(é 1/2)(2 _f):

1 1 -3 2\ _ (-1 1

2 3/2 2 -1 ) \ -3 5/2
en este caso no es particularmente util, siendo una matriz 2 x 2. Se puede multiplicar con A
para ver que efectivamente es la inversa. O

Ejercicio 8.1.2 Calcular la enésima potencia de la matriz dada en el apartado anterior.

Solucion: Teniendo la expresion ~
A=CAC™!

n __ in —1 _ 1 2 1 0 -3 2 _
ar=eie= (5 5 ) (o o) (7 3)-

1 2n+1 -3 2 B 2n+2 -3 92— 2n+1
2 3.2" 2 -1/ 3(2”“—2) 4—-3-2"

Observad que el cdlculo de la inversa en el apartado anterior es un caso particular con n = —1.

es inmediato que:

O

Ejercicio 8.3.1 (a) Decide para qué valores de a y b es el siguiente endomorfismo diagonali-
zable:

-1
A= 0
0

O = O

b
0
a

Solucion: Calculamos y factorizamos el polinomio caracteristico:

—1-2A 0 b
|A—\| = 01— 0|=-A+1A-1)(\-a)
0 0 a—A

Esto implica que los autovalores son {+1, —1, a}. En particular, si a # 41, la matriz diagonaliza
por tener tres autovalores diferentes.

Sia = 41, la matriz A podria todavia diagonalizar. Tendriamos entonces un autovalor de multi-
plicidad 1 y otro de multiplicidad algebraica 2, y tendriamos que comprobar si la multiplicidad
geométrica de este iltimo es 2 también.

Hagamos el caso a = 1. Entonces:

s

Il
O O =
o = O
= O o
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Y calculamos la dimension de la imagen de A — I:
-2 0 b
A-1T= 0 0 0
0 0 0

Independientemente de b, la imagen tiene dimensién 1. Esto implica que la dimensién de ker(A—
I) es 2, de forma que la multiplicidad geométrica del autovalor 1 es 2. Concluimos que la matriz
diagonaliza.

En el caso a = —1, tenemos:
-1 0 b
A= 0 1 0

0 0 —
calculamos A + I:

0 0 o
A+I=10 2 0
0 0 O

Si b = 0, entonces dim(ker(A 4+ I)) = 2, y la matriz diagonaliza. En cambio, si b # 0, las dos
ultimas columnas son linealmente independientes, asi que dim(ker(A 4 I)) = 1. Puesto que la
multiplicidad geométrica del autovalor —1 seria 1 y la algebraica 2, la matriz no diagonaliza.
]

3. Formas de Jordan

3.1. Forma de Jordan Real de matrices 3 x 3

Ejercicio 10.3.1 (a) Hallar la forma de Jordan real de la siguiente matriz:
1 0 1
A= -1 0 1
-1 -2 3

Solucion: Comenzamos calculando los autovalores de A. Para ello calculamos las raices del
polinomio caracteristico

Fi=F;—F;

1I-x 0 1 I 11—\ 0 1
0=|A-X|=| -1 -\ 1 = 0 2—X A—2
-1 -2 3-2) -1 -2 3-)
1-XA 0 P 1-X2 0 1 Ly |
=(2-)) 0o 1 -1 = (2-)) 01 -1 :(2—,\)‘ __1 1_A‘
-1 -2 3-2) -1 0 1-2)

=2-NAN\=-2)1+2)

Resolviendo la ecuacion de segundo grado obtenemos tres autovalores distintos, uno real A\ = 2
y dos complejos conjugados Adg = 1 +iy A3 = 1—i = 1 4+ (—1)i. Al tener tres autovalores
distintos la matriz es diagonalizable en los complejos, pero como tiene autovalores no reales, no
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es diagonalizable en los reales. En lugar de su diagonalizacién, obtenemos la correspondiente
forma de Jordan

2 0 0
J={ 0 1 1
0 -1 1

Para obtener la base de vectores reales en la que A se expresa con la forma anterior primero
necesitamos calcular los autoespacios complejos de A, es decir, Ker(A — 21), Ker(A — (1 +4)1I)
y Ker(A — (1 —4)I). En primer lugar, Ker(A — 2I) estd dado por la ecuacién

-1 0 1 T
OZ(A—2I)’U1: -1 -2 1 Y1
-1 -2 1 z1

La primera ecuacién resulta 21 = z; y sustituyendo en la segunda (o tercera) obtenemos y; = 0,

con lo que
1 = 21
Ker(A —21I) =
eI‘( ) { y1=0}

La dimensién del espacio es 1, con lo que basta encontrar un vector v, que satisfaga la ecuacién,
por ejemplo, v1 = (1,0,1). Para Ao = 1414, el autoespacio complejo Ker(A — (1+14)I) esta dado
por la ecuacion

0=A—-QQ+d)Dvy=[ -1 —1—i 1 Y
-1 -2 2—1 22

La primera ecuacidn resulta zy = izs. Sustituyendo en la segunda obtenemos

1—1
= - T
1+ 1

Yo 2 = 1iTg = 29

Por lo tanto, las ecuaciones del autoespacio complejo son

Ker(A— (1+4)I) = 2 :sz }
Y2 = 22
La dimensién del espacio es 1, con lo que basta encontrar un vector complejo vy que satisfaga la
ecuacion, por ejemplo, vo = (1,4,4). Como la matriz A es real, los vectores de Ker(A — (1414)1)
y Ker(A — (1—4)I) son conjugados. Entonces sabemos que conjugando vs = v = (1, —i, —i) es
un vector que genera el autoespacio Ker(A — (1—4)I) sin necesidad de repetir el cdlculo anterior
para As.

Finalmente, para obtener la base de Jordan basta separar el autovector complejo v2 en su parte
real y su parte imaginaria

vy = (1,i,7) = (1,0,0) +i(0,1,1) = u + iw

Nuestra base de Jordan estd dada, entonces, por el primer autovector v; junto con u y w,
B = {v,u,w} = {(1,0,1),(1,0,0),(0,1,1)}. La relacién entre la matriz A y su forma de
Jordan real J viene dada por el cambio de base de la base canénica a B.

-1

2 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0
J=1 0 1 1 ])=1001 -1 0 1 0 0 1
0 -1 1 1 01 -1 -2 3 1 0 1
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3.2. Forma de Jordan 2x2

Ejercicio 10.2.1 (a) Comprobar que la siguiente matriz no es diagonalizable y hallar su forma
de Jordan y una base de Jordan.
0 1
()

Solucion: Calculamos los autovalores de A. Para obtenerlos, buscamos las raices del polinomio

caracteristico
—A 1

O:|A—)\I|:’ 1oy

’:)\2—2)\—1—1:()\—1)2

Observamos que existe un tnico autovalor A = 1 con multiplicidad algebraica 2. Buscamos el
correspondiente autoespacio Ker(A — I), que estd dado por las ecuaciones

-aem=(31)(;)

Luego Ker(A — I) estd dado por la ecuacién x = y. Tenemos que dimKer(A — ) =1 < 2, con
lo que la matriz A no es diagonalizable. Como la multiplicidad geométrica es 1, existe un tinico
bloque de Jordan de orden 2, luego la forma de Jordan de A es

1 1
(0 1)
Para encontrar una base de Jordan es suficiente con buscar un vector va € R? tal que (A—1I)vy #
0 y completar la base tomando v; = (A — I)vs. Por ejemplo, como la primera columna de la
matriz (A — I) es distinta de cero, podemos tomar, vo = (1,0) y v1 = (A — I = (—1,-1).
Entonces la base de Jordan es B = {vy,v2} = {(—1,-1),(1,0)}. La formad de Jordan y la
matriz A estdn relacionadas por la férmula de cambio de base

()= ()

3.3. Forma de Jordan 3x3

Ejercicio 10.4.1 (a) Comprobar que la siguiente matriz no es diagonalizable y hallar su forma
de Jordan y una base de Jordan.

N
I
= O N
—_ =
OO =

Solucion: Comenzamos calculando sus autovalores. Para ello, obtenemos las raices del polinomio
caracteristico

2-x -1 1 [Ty 0 1-2A L
0=|A-\|= 0 1-Xx 0 = 0 1-2X\ 0 |=(1-))? ] _A'
~1 R —1 1 =




Universidad Auténoma de Madrid Algebra Il. Fisicas. Curso 2015-16

Por lo tanto obtenemos un tinico autovalor A = 1 con multiplicidad algebraica 3. A continuacién
calculamos el autoespacio correspondiente, es decir, Ker(A — I), que por definicion estd dado
por la ecuacion

1 -1 1 T
0=(A-Iv= 0 0 0 Y
-1 1 -1 z

Claramente, el espacio estd definido por la primera de las ecuaciones, y = = + 2, con lo que
dimKer(A — I) = 2 y obtenemos que la multiplicidad geométrica del autovalor 1 es 2. Como
2 < 3, A no es diagonalizable. A tiene un unico autovalor con multiplicidad algebraica 3 y
multiplicidad geométrica 2, con lo que la forma de Jordan de A tiene que tener dos bloques
correspondientes al autovalor 1. Necesariamente uno debe ser de orden 1 y el otro de orden 2,
luego

110 0
J=1 0|1 1
0]0 1

Para obtener una base de Jordan basta tomar w € R3 tal que (A — I)w # 0. Como la primera
columna de (A — I) es distinta de 0, basta tomar w = (1,0,0). Entonces vy = (A — Hw =
(1,0,—1) es un autovalor para el autovector 1. Para completar la base es suficiente con buscar
otro vector v; € Ker(A — I) que no sea proporcional a vy. Por ejemplo, podemos tomar vy =
(1,1,0).

Entonces, una base de Jordan es B = {vy, v, w} = {(1,1,0),(1,0,—1),(1,0,0)}. O

Ejercicio 10.5.1 (a) Comprobar que la siguiente matriz no es diagonalizable y hallar su forma
de Jordan y una base de Jordan.

-1 -1 -2
A= 1 2 1
1 0 2

Solucion: Comenzamos calculando el polinomio caracteristico y obteniendo sus raices

C}=C1—Cs

—1-A -1 -2 1 1—A -1 -2
0=|A-)\|= 1 2-A 1 = 0 2—2X 1
1 0 2—2AX A—1 0 2—2AX
I Y 1 -1 -2
=(1-\)| 0 2-2\ 1 = (1-N)]0 2—=X 1 |=0-NA\=2X+1)=(1-))
-1 0 2—2AX 0 -1 =X
Por lo tanto, la matriz A tiene un unico autovalor A = 1 con multiplicidad algebraica 3.

Buscamos el correspondiente autoespacio Ker(A — I'), dado por las ecuaciones

-2 -1 =2 x
0=(A-Dv= 1 1 1 Y
1 0 1 z
La ultima ecuacion es equivalente a * = —z. Sustituyendo en la segunda obtenemos y = 0,
luego
Ker(A—-1)= { :Ey::BZ
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dimKer(A — I) = 1 < 3, con lo que A no es diagonalizable. Como la multiplicidad geométrica
es 1, su forma de Jordan tiene un dnico bloque, que entonces debe ser de orden 3, luego

1 10
J=10 11
0 01

Para obtener una base de Jordan en este caso necesitamos encontrar un vector vs € R3 tal
que (A—-1T )2113 = 0. Después tomamos como los otros dos elementos de la base los vectores
vo = (A—Tvs y v; = (A—IT)vy = (A — I)?v3. Para ello, un método consiste en calcular la
matriz (A — I)? y buscar una colmuna no nula

11 1
A-I?*=| 0 0 0
-1 -1 -1

Como la primera columna es no nula, tomando v = (1,0,0) obtenemos los vectores
vo=(A—Tvz =(-2,1,1)
vy =(A—Ive = (1,0,-1)

Por lo tanto, la base estd dada por B = {v1,v2,v3} = {(1,0,-1),(-2,1,1),(1,0,0)}. O

Ejercicio 10.6.1 (a) Comprobar que la siguiente matriz no es diagonalizable y hallar su forma
de Jordan y una base de Jordan.

[enll RN
N = W

Solucion: Como la matriz es triangular, sabemos que los autovalores son los elementos de la
diagonal (ejercicio 8.1.5 de las notas), con lo que tendriamos el autovalor A\; = 1 con mul-
tiplicidad algebraica 1 y el autovalor A = 2 con multiplicidad algebraica 2. Calculemos los
correspondientes autoespacios Ker(A — I) y Ker(A — 21).

Las ecuaciones de Ker(A — I) son

-1 3 T
1 1 Y
0 1 z

0=(A-Iv=

o O O

La ultima ecuacién es equivalente a z = 0 y sustituyendo en cualquiera de las otras obtenemos
y =0, con lo que

y=0

z=0

Podemos obtener una base de este espacio tomando simplemente cualquier vector no nulo que
satisfaga la ecuacién, por ejemplo, v; = (1,0,0). Por otro lado, las ecuaciones de Ker(A — 27)
son

Ker(A—1)= {

-1 -1 3 x
0=(A-2Iv= 0 01 Y
0 00 z
La segunda ecuacion es equivalente a z = 0 y sustituyendo en la primera obtenemos x = —y,

luego

Ker(A — 21I) = { xz:;oy
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Como dimKer(A —27) = 1 < 2, la matriz A no es diagonalizable. Veamos cuél es la estructura
de su forma de Jordan.

1. La multiplicidad geométrica de Ay = 1 es 1, que es igual que su multiplicidad algebraica.
Por lo tanto, tiene un bloque de Jordan de orden 1 para el autovalor \; = 1.
2. La multiplicidad geométrica de Ay = 2 es 1 y su multiplicidad algebraica es 2, luego tiene

un bloque de Jordan de orden 2 para el autovalor Ay = 2

Por lo tanto, la forma de Jordan resulta
110 0
J=1 0|2 1
00 2

Para obtener la base de Jordan, en primer lugar buscamos un vector no nulo v; € Ker(A4 — I).
A partir de las ecuaciones del espacio encontramos, por ejemplo v; = (1,0,0). Para completar
la base de Jordan necesitamos encontrar un vector vz que esté en Ker(A — 27)? pero no en
Ker(A — 2I). Las ecuaciones de Ker(A — I)? son

1 1 —4 T
0=(A-2N%*=| 0 0 0 y
00 0 z

con lo que Ker(A — 21)? esta dado por la ecuacién z + y — 4z = 0. Basta encontrar un vector
v3 que cumpla esta ecuacién pero no alguna de las que definen Ker(A — 2I), por ejemplo, basta
encontrar un vector vz que satisfaga x +y — 4z = 0 con z # 0. Claramente podemos tomar
v3 = (4,0, 1). Finalmente, completamos la base tomando v, = (A — 2I)vg = (—1,1,0). Entonces
la base de Jordan es B = {v1,v2,v3} = ((1,0,0),(—1,1,0), (4,0,1)}. La relacién entre la matriz
A y la forma de Jordan se obtiene mediante el cambio de base entre la base canénica y la de
Jordan

-1

110 0 1 -1 4 1 -1 3 1 -1 4
J=1 0|2 1 |=10 1 0 0 2 1 0 1 0
010 2 0 0 1 0 0 2 0 0 1

4. Espacio euclideo general

Ejercicio 7.9.1 Comprobar que es un producto escalar en R? el dado por la expresion

f(x,y) = (71 + 22) (Y1 + y2) + (21 + 23)(y1 + y3) + (T2 + 3)(y2 + y3)

Utilizando el producto escalar anterior

a) Calcular una base ortonormal del subespacio U = {xz1 = 0}.
b) Hallar la matriz en la base candnica de la proyeccion ortogonal en el plano U.
¢) Hallar la matriz en la base candnica de la simetria ortogonal respecto al plano U

Sy(v) = Py(v) — Py (v)
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Solucion: Para ver que f es un producto escalar debemos comprobar que es simétrico,bilineal,
y definido positivo.

» Simétrico:

f(x,y) = (z1 +22)(y1 +y2) + (w1 +23) (Y1 +y3) + (w2 + 23)(y2 + y3)
= (y1 +y2) (@1 + 22) + (y1 + y3) (21 + 23) + (Y2 + y3)(z2 + 23) = f(y, 7)

= Bilineal: Como f es simétrico, para ver que es bilineal inicamente es necesario comprobar
que es lineal en la primera (o segunda) variable, es decir, que f(ax + by, 2) = af(z,2) +

bf(y, 2).
flax + by, z) = (az1 + bys + awa + bya)(21 + 22) + (aw1 + by1 + azz + bys)(21 + 23)
+ (az2 + by2 + axs + bys) (22 + 23)
=a((z1 + x2)(21 + 22) + (@1 + x3) (21 + 23) + (22 + 23) (22 + 23)]
+0[(y1 +y2)(21 + 22) + (y1 +y3)(21 + 23) + (y2 + y3) (22 + 23)] = af(x,2) + bf (y, 2)

= Definido positivo: Como el cuadrado de un nimero real es siempre mayor o igual que
cero tenemos que

flz,x) = (x1 + 22)* + (1 + 23)° + (22 + 23)2 >0

Si f(z,x) = 0, entonces como cada uno de los sumandos anteriores es mayor o igual que
0, los tres deben ser 0 y, por lo tanto

1 + T2 =0 1 1 0 T1
T + x3 =0 = 1 0 1 To =0
r9 + x3 =0 0 1 1 x3

Como el rango de la matriz anterior es 3, la tinica solucién es x = 0.

Una vez hemos comprobado que f define un produto escalar, resolvamos los otros apartados.

a) Para calcular una base ortonormal del subespacio utilizamos el metodo de Gram-Schmidt.
Comenzamos por obtener una base cualquiera de U = {z; = 0}. Por ejemplo, {e1,es} =
{(0,1,0),(0,0,1)}. Tomamos

0 0
e, U 1
v2 =2 Punlea) =2 - JM“ - AN Rk
) 0 1

{u1,u2} es una base ortogonal de U. Para obtener una base ortonormal normalizamos los
vectores de la base anterior

U1 1
V1 = = —_

flu,ur)  VO+1)24+(0+02+(1+0)02 \ V2

o = O

u2 1 1

BT e Voo orrr e\ ) T

La base ortonormal buscada es {vy,v2}. Podemos ver que f(v1,v2) = 0.
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b) Solucién 1: Proyeccion usando una base ortonormal de U

Una forma cémoda de proceder es trabajar con la matriz F' correspondiente a f. En la
entrada a;; tiene el coeficiente del monomio z;y; en f:

a1 aiz ais 2 1 1
F = 21 Q22 433 = 1 2 1
azy as2 ass 1 1 2
Efectivamente, se puede ver que
Y1
f(z,y) :xTFZJZ (w1, 2, 23)F | v2
Y3

Ahora, procedemos igual que hicimos en el capitulo de proyectores para el producto esca-
lar estdndar. Lo Unico que tenemos que recordar es que cualquier célculo que hagamos de
productos escalares o normas se hace con F'. Entonces:

Py(X) = f(X,v1)v1 + f(X,v2)v2 = v10] FX +v9v3 FX = (v10] + vov] )FX =

1 0 1 0 2 11

5 1 (0,1,0)—1—6 -1 1(0,-1,2) 1 21 |X=
0 2 1 1 2

1 0 0 O 1 0 0 0 2 11

-1 0 1 0 |+ 5 0 1 -2 1 21 |X=
0 0 O 0 -2 4 11 2

1 0 0 0 2 11 1 0 0 O

-1 0 4 =2 1 2 1 =3 1 3 0 |X
0 -2 4 1 1 2 1 0 3

y podemos comprobar que efectivamente esta matriz tiene rango 2 y sus columnas verifican

la ecuacion de U.
Solucion 2: Proyeccion usando una base ortogonal sin calcular F

Si {u1,us} es una base ortogonal (no necesariamente ortonormal) de U, podemos calcular

la proyecciéon tomando
f(X,w) f(X, ug)
Uy +
flur, uy) f(uz,uz)

Tomando la base {u1,u2} = {(0,1,0),(0,—1/2,1)} calculada en el apartado anterior tenemos
que

Py(X) = 2

((‘T Y,z )7(071a0)) f((xayaz)a(ovil/zl)) _
Prtev2) =506 10y, 0,1.0) 0T RO, 120,012 0)
(x4+y) - 1+(x+2)-0+(y+2)-1 (z+y) (—3)+(@+2)-1+y+2) 3 1
> (0.1.0)+ ; ? (o,2,1>
00 0 x
T+2y+z T 1 T T
= 0.0+ (5 +2) (0,2,1):(0,3+y,3+2): }g (1) (1) v

Por lo tanto, la matriz de Py en la base canodnica es

000
Py=|1/3 1 0
1/3 0 1
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Solucion 3: Proyeccion usando la proyeccion al ortogonal

Dada la base (no necesariamente ortogonal) {e1,e2} de U, tenemos que
b= {z e Rf(z,u) =0, Vu € U} = {x € R?|f(z,e1) = f(x,e2) = 0}
Por lo tanto, sustituyendo en la expresién de f, las ecuaciones de U+ son

{ 0= f((m,y7z), (07
0= f((x,y,z), (07

Luego U~ tiene dimensién 1 y para dar una base ortogonal basta obtener cualquier vector
no nulo v que satisfaga las ecuaciones anteriores. Por ejemplo, v = (3, —1,—1). Como R?® =
U @ U* tenemos que para todo X € R3, X = Py(X) + Py (X), con lo que Py(X) =
X — Pyi(X). De esta forma, tenemos que

) =(@+y) 1+ (x+2)- 0+ (y+2)-1=2+2y+=z _{ Y=z
1 =

1
0,1) = (@+y) 0+ (e+2) 1+ (y+2)- l=a+y+2z | =3y

PU(Jf,y,Z): (xvy’z>_PUJ-(may7Z) (ZE Y,z P(v)(x?yvz)
= (z 2) — f((iE Y,z )v( 7_1’_1)) 1
R (T VG i)

(x+y)-2+(x+2)-2+y+2)- (-2

_ _ -1,-1
(:c,y,z) 22 + 22 T (_2)2 (Sa ) )
. . . 0 0O T
:('T7y?z)_§(3?_1a_l):(Oa§+y7§+z) = 1/3 10 Y
1/3 0 1 z
¢) De forma anéloga al apartado anterior, tenemos que Py = I — Py. Por lo tanto,
0 0 O 1 00 -1 0
Sy =Py—Py.=Py—(I-Py)=2Py—1I=2| 1/3 1 0 |- 0 1 0 |=| 2/3 1
1/3 0 1 0 0 1 2/3 0

5. Diagonalizacion de aplicaciones autoadjuntas

Recordad que las aplicaciones autoadjuntas para el producto escalar estandar, dado por la
identidad, se corresponden precisamente a las matrices simétricas en la base candnica.

Ejercicio 8.5.2.a Diagonaliza en una base ortonormal el endomorfismo dado en la base candni-
ca:

A:

=N W
N O N
W DN >

Solucion: Si una matriz es simétrica siempre diagonaliza, aunque tenga autovalores con multipli-
cidad mayor que uno. Sabemos ademads que vectores correspondientes a autovalores diferentes
son ortogonales. Esto quiere decir que si la matriz tiene 3 autovalores diferentes, la base de
autovectores que obtenemos es, automdticamente, ortogonal (y al normalizarlos, ortonormal).
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En este caso el polinomio caracteristico es:

3- A 2
det(A — AId) = 20—
4 2

= -AB—-N)?+32+16\—8(3—)\)

> N

3_
= — A H6AT—9A+324+16A—24+8)\ = —A*+6A2+15A+8 = —(AT1)(A2=7TA—8) = —(A+1)*(\-8)
de forma que —1 es una raiz doble y 8 una raiz simple.

Obtengamos ahora el autoespacio —1. A priori, como sabemos que la matriz diagonaliza, sabe-
mos que el autoespacio tiene que contener dos vectores linealmente independientes y por tanto
estd dado por una tnica ecuacién:

4 2 4
ker(A+1Id)=ker| 2 1 2 | ={2z+y+22=0}
4 2 4

Ahora elegimos dos vectores que sean base ortonormal del autoespacio:

1 L 1 4

= — —2 ’1}2:7 2
Vi g 35\ 5

Y ahora nos quedaria obtener un autovector de 8 que nos de una base ortonormal. Como tiene
que ser ortogonal al autoespacio de —1, tiene que ser proporcional a (2,1,2) (que es el vector
que nos salié antes como los coeficientes de la ecuacién de dicho autoespacio):

2

=4
o
\
I
—_

Asi que la base es {v1,v9,v3}. O

6. Diagonalizacion de formas cuadraticas

Si piden diagonalizar una forma cuadratica en una base ortonormal, necesariamente tenéis que
hacerlo buscando autovalores y autovectores. Si os pidieran diagonalizarla en una base cualquie-
ra (u os pidieran cosas como la signatura sélo), es més sencillo hacerlo completando cuadrados.
De hecho, a menudo los autovalores del polinomio caracteristico podrian ser imposibles de sacar
a mano si lo intentdis hacer diagonalizando.

Ejercicio 9.1.1.c Diagonalizar en una base ortonormal la forma cuadrdtica:

Qz,y,2) =2y +yz + 2

Solucion: Nos toca diagonalizar. La aplicacién bilineal simétrica viene dada por la matriz:

WAURE!
g=5( 101
110
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Calculamos el polinomio caracteristico. Multiplico todo por 2 para quitarme el factor 1/2:

oA 1 1 (2-2)) (2—2)) (2—2))
det(2qg — 2XId) = 1 =2 1= 1 —2A 1=
1 1 =2X 1 1 —2)
1 1 1 1 1 1
2-20]1 —2x 1 |=(@2-20]0 —1-2A 0 | =2(1—A)(1+2))72
1 1 =2X 0 0 —1-—2X

Asf que tenemos que el autovalor —1/2 tiene multiplicidad 2 y el autovalor 1 multiplicidad 1.
Esto significa que el indice de inercia positivo (la cantidad de niimeros positivos en la diagonal
al diagonalizar) es 1, el indice de inercia negativo es 2 y la signatura es (2,1,0).

Procedemos como en el ejercicio anterior para sacar una base ortonormal del autoespacio de
—1/2:
1 1 1 1 1
ker(q+ =Id)=ker= [ 1 1 1 | ={z+y+2=0}
2 2\1 11

Esto nos dice que el autoespacio de 1 estd generado por (1,1,1). Una base ortonormal del
autoespacio de —1/2 seria:

v lo completamos a una base de todo el espacio con el autovector de 1:

1 1
V3 = —=

1
V31

Ejercicio 9.4.1.c Diagonaliza, dando el cambio de base, la siguiente forma cuadrdtica:

Qz,y,2) = xy + 2wz
Solucion: Ahora si, lo hacemos completando cuadrados. La cosa es siempre igual:

= Siuna de las variables aparece al cuadrado, agrupamos todos los términos que la contienen
y expresamos eso como un cuadrado m&as una serie de términos en las otras variables.
Entonces repetimos el tema con el resto de las variables.

= Si no, hacemos un cambio de variables para que aparezca una variable al cuadrado.
Entonces:

1. No hay término al cuadrado. Vamos a hacer un cambio de variables en = e y:

m:x’+y’
y=a'—y
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Observad que el cambio de variables en la otra direccién, que necesitaremos luego, seria:

r_rTty
]

r—y

Yy = 9

Al aplicar el cambio nos queda:
Q'Y 2) = (&' +¢) (@' —y) +2(a" +y)z = () = (y)* + 22"z + 29>
2. Como ahora tenemos término al cuadrado, por ejemplo (2')%, pues agrupo todo con z’:
Q'Y 2) = (') +22'2) = (¥ )* + 22 = [(2' +2)* = 2% = (¥/)* + 2y'2

en el dltimo paso lo que hacemos es cuadrar el coeficiente de z en (2’ + 2)? para que nos
salga 22’z. Luego, restamos el 22 que nos sale al expandir (z/ + 2)2.

3. Ahora tenemos dos términos al cuadrado, z e 3'. Puedo agrupar usando cualquiera de los
dos. En este caso, resulta que ya tenemos un cuadrado perfecto:

Q(x/,y/7z) _ ((E/ +Z)2 _ 22 _ (y/)2 +2y/z _ (.’IJ, +Z)2 _ (Z _y/)2
4. Ahora podemos hacer un cambio de variables:

=2 4z
1 /

y =z-y
De forma que la forma cuadratica nos queda como:

Q((Ell,y//,Z) —_ (1,//)2 _ (le)Q

En las coordenadas z”/, y”, z, la aplicacién simétrica y bilineal asociada viene dada por la
matriz:

1 0 0 "
@y 2| 0 =10 ||y
0 0 z

Esto quiere decir que el indice de inercia positivo es 1, el indice negativo es 1 y la signatura es
(L,1,1).

El cambio de base viene dado por:
=2 +z=0+y+z
y'=z-y =z+z-y
z=z

Y los coeficientes dan las filas del cambio de base de la base estdndar a la base dada por z”, y”
y 2

El cambio de base de la base nueva a la vieja est4 dado por B~'.
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7. Aplicaciones ortogonales

Ejercicio 11.1.1 Determinar si los endomorfismos expresados en las bases candnicas de R? o
R? respectivamente por las siguientes matrices son ortogonales.

1 1
va-( %)
V2 V2
1
0 1 7
c) A= 10 0
1
0 0 7
Solucion:

a) Dado que A es la matriz del endomorfismo en una base ortonormal, para comprobar que
es una aplicacién ortogonal basta comprobar si A'A = I y, efectivamente

1 1 _ 1 10
O v =(o 1)1
Vi v vz 01
con lo que el endomorfismo es ortogonal.
b) En este caso el endomorfismo no resulta ortogonal, ya que
L
V2 V2

y el determinante de la matriz de un endorfismo ortogonal en una base ortonormal debe
tener determinante 1 o —1.

Sk

det(A4) = (-1)

O

Ejercicio 11.1.6 Demostrar que una aplicacion ortogonal de R™ solo admite como wvalores
propios reales los valores 1 y —1.

Solucion: Sea f : R™ — R™ una aplicacién ortogonal cualquiera. Sea \ un autovalor real de f y
sea v un autovector para el autovalor A, es decir, un vector no nulo tal que f(v) = Av. Al ser f
una aplicacién ortogonal tenemos que, por la bilinealidad del producto escalar

(v,0) = (f(v), f(v)) = (v, X0} = X*(v,v)

Como v # 0, (v,v) # 0. Dividiendo a ambos lados por (v,v) obtenemos que el autovalor A
satisface la ecuacién A\? = 1, cuyas tnicas soluciones son A =10 A = —1. O

Ejercicio 11.1.7 Considerando una aplicacion ortogonal de R™ como unitaria, probar que to-
dos sus autovalores tienen modulo 1.

Solucion: Sea f : R™ — R"™ una aplicacion ortogonal. Sea A un autovalor y v un vector no nulo tal
que f(v) = A\v. Considerando f como una aplicacién unitaria tenemos que, por sesquilinearidad
del producto hermitico

(v,0) = (f(v), f(v)) = (v, W) = AM(v,v) = [A*(v, v)
Como v # 0, (v,v) # 0, luego |A|> = 1. O
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Ejercicio 11.1.9-11.1.10 Sea f una transformacion ortogonal de un espacio vectorial V' y sea
W un subespacio de V invariante por f. Demostrar que

a) W=f(W)
b) W también es invariante por f~*

c) Wt también es invariante por f

Solucién: La aplicacién f es inyectiva, ya que si f(v) = 0, entonces por ser f ortogonal
lv] = [f(v)] = 10| =0

con lo que v = 0. Al ser V' de dimension finita, esto implica que f también es sobreyectiva vy,
por tanto, un isomorfismo.

a) Sea {wi,...,wg} una base de W. Entonces {f(w1),..., f(w)} generan f(W). Por ser f
inyectiva, como {wq,...,w;} son linealmente independientes, entonces {f(w1),..., f(wk)}
son linealmente independientes y, por tanto, forman una base de f(W). Como W es in-
variante por f, f(W) C W y como ambos tienen una base formada por k elementos,
dim(f(W)) = dim(W) = k, luego f(W) = W.

b) Por el apartado anterior, W = f(W). Como f es biyectiva, aplicando f~! a ambos lados de
la igualdad obtenemos

W) = N0 = W

con lo que, en particular, W es invariante por f~!.

c) Sea u € W+. Veamos que f(u) € W+, es decir, que para todo w € W, (f(u), w) = 0. Sea w
un vector cualquiera de W. Por ser W = f(W), existe un vector w’ € W tal que w = f(w’).
Entonces, por ser f ortogonal tenemos

(f(u),w) = (f(w), f(w')) = (u,w)

Y el tltimo producto escalar es cero, ya que v € W= y w’ € W. Como esto se satisface para
cualquier vector w € W, concluimos que f(u) € W+ para todo u € W+.



8.1.

Transformaciones ortogonales en R? y R3

Clasificacién de transformaciones ortogonales en R?

Tipo Matriz Determinante/Traza Autovalores Diagrama
. _( cos(p) —sin(yp) det(4) =1 A = ¥t

Rotacion A= < sin(p)  cos(p) tr(A) = 2cos(yp) Ay = e ¥

Simetria res- .

pecto a una | A= C(.)S(SD) sin(p) det(4) = —1 A =1

recta sin(p) —cos(yp) tr(4A) =0 Ag=—1

PLPE|A 9P BWOUOINY PEPISISAIUN

9T-GT0g 0sinD 'sedis} ’|| eiqas|y



8.2. Clasificacién de transformaciones ortogonales en R3

PLPEA OP BWOUQINY PEPISIBAIUN

Tipo Matriz Determinante/Traza Autovalores Diagrama
Rotacién 1 0 ] 0 det(A) = 1 A= 1@
vectorial A= 0 cos(p) —sin(yp) tr(A) = 1+ 2cos(p) Ay =€ )

0 sin(p)  cos(y) o

Composicién 4 0 0 \ o
de  rotacién . det(A) = -1 L= o
vectorial  y | A7 | O cosle) —sin(p) tr(A) = —1 + 2 cos(y) N

netri 0 sin(p) cos(p) A
simetria

Simetria res- 1 0
pecto a wn | A= 0 o) st || el S o
plano 0 sin(p) —cos(y) - 3=
Simetria res- -1 0 det(A) = 1 -
pecto a wna | A= | 0 cos(p)  sin(p) tr(A) ~ N = Ay = 1
recta 0 sin(e) —cos(p) 2= A3

9T-GTOC 0S4nD 'sedislq ‘|| eiqad|y
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8.3.

Ejercicios

Ejercicio 11.3.2 Escribir la matriz en la base canonica de las siguientes aplicaciones ortogo-

nales de R®
0 0 1
o) A=| 1 0 0
01 0
0 0 1
b)A=| 0 1 0
1 0 0
0 1 0
dAa=[10 o
0 -1

2
hA=1[3 2 -6
6

Solucion:

a)

Tenemos que det(A) = 1, luego el endomorfismo se trata de una simetria rotacional. Para
determinar el endormorfismo debemos determinar el eje de rotacién y el dngulo de giro
. Sabemos que la matriz de una simetria rotacional satisface

0=tr(A) =1+ 2cos(p)

Luego cos(yp) = f% y obtenemos que ¢ = %” op = f%’r. Calculemos el eje de rotacion. Sea
v1 = (x,y, z) un generador del eje. Como el eje es invariante, Av; = vy, luego (A—1I)v; = 0,
es decir

-1 0 1 x
1 -1 0 y | =0
0 1 -1 z

que es equivalente a © = y = z. Por ejemplo, podemos tomar v; = (1,1, 1). Finalmente,
determinaremos el signo del dngulo de giro respecto a la orientacién candnica. Para ello,
tomamos un vector vy ortogonal a vq, le aplicamos la matriz del giro y comprobamos si
la orientacién de la base {v1, vy, Ava} es la misma que la de la base canénica, es decir, si
el determinante de la matriz de cambio de base (v1|va|Avy) es positivo. Tenemos que

1 1 -1
‘('U1|'UQ|A'02)| = 1 0 1 =3>0
1 -1 0
Luego la base estd positivamente orientada y, por tanto, el angulo de giro es positivo,
o =7
Tenemos que det(A) = —1 y tr(A) = 1, luego el endomorfismo es una simetria respecto a

un cierto plano w. Pare determinar la simetria basta encontrar las ecuaciones del plano.
Los vectores del plano son los tinicos invariantes, luego v = (z,y, z) € 7 siy sélo si Av = v,
es decir, siy sélosi (A—Tv =0

0 1 T
0 0 Y =0
0

1
0
1 -1 z
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lo que resulta equivalente a x = z. Por lo tanto, el endomorfismo corresponde a una
simetria respecto al plano de ecuacién x = z.

d) Tenemos que det(A) = 1y tr(A) = —1, con lo que el endomorfismo corresponde a una
simetria respecto a una recta (o7 equivalentemente, a un giro de dngulo 7 respecto a una
recta). Para determinar completamente la simetria basta obtener un vector generador de
la recta. Los vectores de la recta son los tnics invariantes por la simetria, con lo que
basta encontrar un vector v = (z,y, z) tal que Av = v, es decir, tal que (A — I)v = 0.
v = (z,y, z) satisface

-1 1 0 T
1 -1 0 Y =0
0 0 -2 z

lo que resulta equivalente a que x = y y z = 0. Por ejemplo, podemos tomar v = (1, 1,0)
y obtenemos que el endomorfismo es una simetria respecto a la recta ((1,1,0)).

h) Tenemos que det(A) = —1 y tr(A) = & % 1, luego el endomorfismo corresponde a una

rotacion vectorial compuesta con una simetria. Para determinarla competamente debemos
encontrar un vector generador del eje de rotacion y el angulo de giro. El eje de simetria
coincide con el autoespacio correspondiente al autovalor —1 de A. Sea v; = (x1,y1,21)
un generador del eje de simetria. Entonces v; satisface (A + I)v; = 0 o, equivalentemente
(con el fin de trabajar con matrices de enteros), (7A + 71)v; = 0, es decir

9 6 3 b
3 9 —6 yi | =0
6 -3 9 2

Restando a la primera fila tres veces la segunda y sumando dos veces la primera fila més
la segunda obtenemos que
21z +21ly—1 = 0
—211/1 + 212:1 = 0 }

Por ejemplo, podemos tomar v; = (1,—1,—1). En una rotacién compuesta con una si-
metria de dngulo ¢ se cumple que tr(A) = —1+cos(p), luego cos(p) = 3 (tr(A)+1) = 13,
de donde obtenemos que ¢ = arccos(13/14) o ¢ = — arccos(13/14). Podemos determinar
el signo del angulo comprobando la orientaciéon de una base formada por el generador del
eje de rotacién vy, un vector del plano perpendicular al eje, vy € (v1)* y su imagen Avs.
Para ello, debemos comprobar el signo del determinante de la matriz de cambio de base
de {v1,vq, Avs}, es decir, el signo del determinante de la matriz que tiene como columnas
a los vectores vy, vo y Ave. Como vector vy podemos tomar cualquier vector ortogonal a

vy, por ejemplo, vo = (1,1,0). Entonces Avy = %(8, 5,3). Tenemos que

1 1 1 8 3
sa(¢) = s (ol Avs))) = sg | 1 1 1 5 =sg(—7)<o
1 0 3
_ 1
Por lo tanto, ¢ = —arccos (13).

O

Ejercicio 11.3.3 FEscribir la matriz de la simetria ortogonal de R3 respecto a la recta engen-
drada por el vector (1,1,1).

Solucion: Solucion 1: Utilizando la proyeccion a la recta ((1,1,1))
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Sea U = ((1,1,1)) la recta respecto a la que tomamos la simetria ortogonal. Sabemos que se
satisface la siguiente relacién entre la simetria ortogonal respecto a U y las proyecciones a U y
UL

Sy=Py—Pyr.=Py—(I—-Py)=2Py -1
Por otro lado, la proyeccién al espacio generado por (1,1,1) estd dado por la siguiente ecuacién

1 r+y+z

T 11 1 x
Py y _ (17171) i (x7y7’z) 1 _ w-‘ri-&-z _ i i i y
2 3
2 |(1a la 1)| 1 x+g+z g g g 2
Por lo tanto, la matriz de la simetria estd dada por
IR T R U e B B
3 3 3 001 3 3 73

Solucion 2: Utilizando una base ortonormal

En una simetria ortogonal respecto a una recta, los vectores del eje de simetria se mantienen
invariantes, con lo que para todo v; € {(1,1,1)), Sy(v1) = v1. Por otro lado, por definicion de

la simetria, para todo vector vy en el plano ortogonal a la recta U, Sy (vy) = —vs. Por lo tanto,
la matriz de la aplicacién Sy en la base B’ = {v1,v2,v3}, con vy € U y vg,v3 € Ut es
1 0 0
Sy=(0 -1 0
0 0 -1

Para obtener la matriz de Sy en la base candnica debemos conjugar la matriz S, por la
correspondiente matriz de cambio de base. Con el fin de simplificar los calculos de las matrices de
cambio de base (en particular, para evitar tener que calcular la correspondiente inversa), resulta
conveniente trabajar con una base ortonormal, B = {41, 7,03} con v € Uy v, 03 € UL, Para
ello, primero construimos una base ortogonal {v1,vs,vs} y luego normalizaremos los vectores.
Podemos tomar simplemente v; = (1,1,1) y escoger como ve cualquier vector ortogonal a vy,
por ejemplo, vo = (1,0, —1). Para obtener un vector ortogonal a ambos en R? podemos recurrir
al producto vectorial de ambos

vy =1 X vy = (—1,2,-1)
Finalmente, obtenemos la base ortonormal normalizando los vectores anteriores

U1 1

ﬁlzmzﬁ(lalvl)
g=2 =1 40,21
2_|U2|_\/(2) s Uy

L SN P
B ol = Y

Usando esta base ortonormal simplificamos el cambio de base

Sy = (01]02]03) Sy (01, V2, U3)*

1 1 1 1 1
V3 V2 NG L0 0 V3 oV3 B
= * 0o = 0 -1 0 = 0 —=%

\{E 1 \{6 0 0 1 \{5 2 \{E

Vi V2 V6 B V6 V6 Ve
1 1 1 1 1 1 1 2 2
V3 V2 /6 VERERVE] V3 3 3 2

_ | 0 _2 U A IO O T S
oL s Y LA B
V3 V2 V6 NG V6 3 3 3
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O

Ejercicio 11.3.3 Escribir la matriz A de la rotacion vectorial + simetria respecto a plano cuyo
eje invariante estd engendrado por v1 = (1,1,1) y que lleva a vo = (2,1,0) a vz = (—1,0,-2).

Solucién: Observemos primero que L = (v1) es una recta invariante (aunque no punto a punto)
y el plano ortogonal L+ es también invariante (pero no punto a punto). Observad también que
Vs y U3 NO pertenecen al plano L1.

Una comprobacion que hay que hacer para que el problema pueda resolverse es que vo y v3 midan
lo mismo (ya que estamos usando una aplicacién ortogonal) y tiene que cumplirse (vy,v1) =
—(vs,v1) (por ser giro + reflexién; si fuera un giro solo, los productos escalares tendrian que
ser iguales). Es facil ver que |v2|?> =5 = |v3|? y (v2,v1) = 3 = —(v3, v1).

Puesto que podemos resolver el problema, vamos a ello. Una forma posible de hacerlo es asi:

» Proyectamos vy y vs a Lt usando Gram-Schmidt:

2 1 1

3
Wo = Vg — <U2’U21>U1: 1 —g 1 = 0
v 0 1 -1
-1 1 0

3
w3 = U3 — <UB7{U;>1}1: 0 +§ 1 = 1
[v1] -2 1 -1

Y sabemos que, puesto que A(vs) = v3, y L' y L son invariantes, A(wy) = ws.

» Ahora construimos una base ortonormal de L', por ejemplo:

= Finalmente, podemos calcular el angulo de la rotacién, viendo cuéles son los dngulos que
forman w, y w3 con respecto a la base de Lt que hemos dado. Quiero encontrar 6y y 03

cumpliendo:
ﬂ = COS(@Q)UQ + sin(ﬁg)u;g
|wo
s cos(03)us + sin(63)ug
|ws]

de forma que el dngulo de giro es 05 — fy. Puesto que us y uz son una base de L*, yo

puedo escribir \52\ y |§ﬁ§| como una combinacién lineal de ellos:

w2
=2
|wa|

de forma que cos(fz) = 1 y sin(f2) = 0. Deducimos que 65 = 0. De igual manera:
RS U A T U O B W 26 O e
|w3| \ﬁ -1 2 \/é -1 2 \/6 1

—V3
—— entonces 03 = —m/3.

1
As{ tenemos que cos(63) = R sin(f3) = 5
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= Concluimos que, en la base dada por {v1, us,us}, la aplicacién A viene dada por:

1 0 0 -1 0 0
A= 0 cos(n/3) —sin(n/3) | = 0 1/2 —3/2
0 sin(w/3)  cos(n/3) 0 V3/2 1/2

Y ahora para terminar, cambiamos la base. Para pasar de esta nueva base a la antigua,
el cambio viene dado por:

1/vV3  1/vV/2 —1/V6
B=| 1/V3 0 2/V6
1/vV3 —1/v/2 —1/v6

y el cambio de la base antigua a la nueva es su transpuesta (que es la inversa):

1/V3 1/V3  1/V3
B™'=DB'= 1/v2 0 —-1/v2
—1/v6 2/v6 —1/V6

La matriz buscada es

A=BA'B™!
1/vV3 1/vV/3  1/V3 —1 0 0 1/vV3 1/v/3  1/V3
= 1/vV2 0 —1/V2 0 1/2 —/3)2 1/v2 0 —1/v2
—-1/v6 2/v6 —1/V6 0 v3/2 1/2 -1/v6 2/v6 -1/V6

0 -1 0
= 0 0 -1
-1 0 0

Al terminar el ejercicio es bueno comprobar que efectivamente lleva v; a —v1 y v9 a vs.

Alternativamente, una vez hemos calculado las proyecciones de vy y vs a Lt (vectores wy
y ws), como la rotacién vectorial compuesta con simetria es una transformacién ortogonal
que preserva la orientacion, podemos deducir que envia un vector ortogonal a v y v2 a un
vector ortogonal a vy y vs, que ademads preserva la norma. En particular, si normalizamos
los vectores

- U1
V1 = ——
|v1]

w2
Wg = ——
|wa|

- w3
3 = —_——
|ws]

entonces A(v0) x o) = A(v] X 1i3). Sea u = vy X 1p. Entonces Au = (—2/v/6,1//6,1//6).
Por lo tanto, la aplicacién, expresada de la base ortonormal {v1,ws,u} a la candnica
estd dada por la matriz

~1/V3 0 —2/V6
A= —-1/V3 12 1/V6
—1/v/3 —1/v2  1/V/6

Finalmene, para obtener la matriz del endomorfismo en la base canénica cambiamos de



Universidad Auténoma de Madrid Algebra Il. Fisicas. Curso 2015-16

base

-1/V3 0 —2/v6 1/vV3 1/vV/3  1/V3
A=A"B! = ( —1/v/3  1/V2 1/\/6) ( 1/V2 0 —1/\/5)
—1/V/3 —1/v2  1/V6 —1/V6 2/v/6 —1/V6

0 -1 0
= 0 0 —1
-1 0 0



