Un ejemplo de diferencial

Sea X el conjunto cuyos elementos son las rectas afines del plano. Sean (U,¢) = (U, a,b),
(V,¢) = (V,«,3) las cartas dadas a X en el apartado 2.2 del libro.

Consideramos el isomorfismo lineal L :R?* — R?, L(z,y)=(z+vy,y), vy la aplicacién
F:X—-X | 0 la imagen de ¢ por L.

La recta ¢y = {y =2x+ 1} esllevada a la recta F({y) = {3y = 2z + 1}.
Puesto que o € UNV y F(fy) € UNV, podemos fijar un entorno abierto E de ¢y en X
talque ECUNV y F(E)CcUNYV. Entonces F|r admite las cuatro representaciones

o (po(Fl)o®) @) = L0,
— (17 _ﬂ)
(2) (@O(F‘E)O‘I’) (,B8) = T1a
(3) (z/;o(F]E)oq)) (a,b) = W
(o (Flg)o¥) (o, 8) = loque sea .

La diferencial (dF)g, es la tnica aplicacién (dF)e, : Tpy X — Ty X tal que:

para todo par (£(t), tp), con {(t) camino suave en X y tp un
instante en el cual £(tg) = £o, se tiene | (dF)g, (¢ (to)) = (F o ) (to).

Ademas, esta aplicacién de Ty X a Tp)X  es lineal.

— Dado vy, € Ty, X jcémo calculamos (dF')g,(ve,)?

Si por ejemplo queremos usar coordenadas (a,b) en llegada, planteamos:

(dF)ey(Veg) = 1 Oal p(ey) + 2 Oplpsy)-  El coeficiente c; es la derivada de la a—coordenada
de F(¢) cuando ¢ se mueve con velocidad vy, es decir: ¢ = vy (ao F).

Del mismo modo, el coeficiente ¢y es la derivada de la b-coordenada de F(¢) cuando /¢
se mueve con velocidad vy, : c3 = vy, (bo F).

Si queremos usar coordenadas («a,3) en llegada:  (dF)e,(Ve,) = ¢ Oalpey) + ¢ 9l ruy) 5
entonces ¢} = vy (aoF) y ,=vy(BoF) porlas mismas razones.

Derivadas como vy, (ao F') las sabemos calcular directamente a partir de una expresién de
vy, en términos de parciales cualesquiera. Por ejemplo, si usamos coordenadas (a,b) en

salida y si vy, = O4lg, entonces 0glg (a0 F) = 3“3120@

(a,b)=(2,1)"



De (1) y de que (a(fy), b(fy)) = (2,1) obtenemos que (dF)s es la aplicacién lineal
Hy : Ty X — Tpg) X cuyo efecto sobre la base { dale, , Oble, } es el siguiente:

Ot 01t
Hl(aa‘eo) = 8 aa|F(e()) + 8 8b|F‘(€0) )
a (a,b):(2,1) @ (a,b)=(2,1)
01ty T
Hi(0ble, ) 3+a “OalF(e) + a+a “OblF(eo) >
b l(a,b)=(2,1) b lap=(2,1)
es decir:
1 -1
Hi(0aley) = §0alrey) + 5 blrw)
(4)
1
Hi(Oble,) = 3 Ol r(eo) -

De (2) y de que (a(l), B(¢o)) = (1/2,—1/2) obtenemos que (dF)g, es la aplicacién lineal
Hjy : Ty X — Ty X cuyo efecto sobre la base { Oale, , Ople, } es el siguiente:

% 51—7/3
Oaley +— 8+a Oalrey) + o “ Ol Feo) 5
“ Nad)=(1/2,-1/2) “ Nap)=(1/2,-1/2)
% 1*75
ey +— aJrOl “Oalp) + aJra Ol (eo) »
8 i1/ B —(1/9_
(,3)=(1/2,-1/2) (,3)=(1/2,-1/2)
es decir:
—4 -2
H3(0aley) = 5 Oalre) + 5 Oblres) -
(5)
-2
Hs(0le,) = 3 8b|F(KO) .

’Aﬁrmamos ahora que (4) y (5) describen la misma aplicacién lineal, o sea que H; = Ho.

Aplicamos la férmula ’Wo = (Vg @) Oaley + (Vo b) Oble, | a los datos
(a,b) = (;, _aﬂ) enUNV , (al), B(b)) =(1/2,-1/2),
para obtener:
(6) Oalty = —40alty, —=20le, Y Opley, = —20le, -
Sustituyendo (6) dentro de (4), vemos que:
Hi(Oale,) = —4 (;&z\mo) + _9181,|F(£0)> —2 <;86‘F(€0)> = %48G|F(£0) + %28b|F(€0) :

1 -2
Hi(0ple,) = —2 (33b\F(eo)> = ?ab’F(eo)'

2



Asi, H; definida por (4) actda sobre {0al¢, , Ogle, } como lo hace Hy definida por (5).
Deducimos que H; = Ha, o sea que (4) y (5) son definiciones de LA MISMA la aplicacién
lineal (dF)gO : TgoX - TF(ZO)X‘

De (3) y de que (a(fp), b(fy)) = (2,1) obtenemos que (dF)s es la aplicacién lineal
Hy : Tyy X — Ty X cuyo efecto sobre la base { ale, , Oble, } es el siguiente:

Hlta o=t
Oaley +— 5 “OalF(y) + 5 - 98l Pt
“ ap)=(2,1) % l(ab)=(2,1)
olta o=t
Opley +— aa “OalF(ey) + a“ - 08l Fto) 5
b lap)=21) b |(ab)=(2,1)
es decir:
-1 1
H3(%ale,) = — Oalrue) + 7 95lrew)
(7) )
H3(0bley) = — slre) -

Aplicamos la formula | wp(g,) = (WF(ZO)a) Ol F(e0) + (WF(go)b) OblF(ey)| @ los datos

1 -
(a,b) = (a, f) nUNV . (alF() . BF()) = (3/2.-1/2)
para obtener:
—4 —2 —2
(8) Oalris) = 5~ Galri) + 5 Blrwe) YV Oplrwe) = 5 Sblrw) -
Sustituyendo (8) dentro de (7), vemos que:
-1 /-4 —2 1 /-2 1 -1
H3(0aley) = - (9 Oal Py + 9 8b|F(eo)> +1 <3 8b|F(zo)> =5 Oal F(00) + 5 | F(eo) 5

-1 /-2 1
> <3 5b!F(eo)> = gab’F(ﬁo)'

Luego Hs definida por (7) hace con {0u|¢y, Oble,} 1o mismo que H; definida por (4).

H3(0%)¢,)

Deducimos que H; = Hs, es decir que (4) y (7) son definiciones de LA MISMA la aplicacién
lineal (dF)gO : TZOX - TF(ZO)X‘

Resumen. Las férmulas (4) y (5) nos dan imégenes por la misma (dF),, de dos bases
distintas de 7, X.
Las férmulas (4) y (7) nos dan las imagenes por (dF'),, de la misma base de Ty, X, pero

expresando estas imagenes en coordenadas diferentes.

Ejercicio. Calcula la cuarta representaciéon numérica de F|g y comprueba que la definicién
que proporciona para (dF)g, : TyyX — Tp,)X es equivalente a (5) [Indicacién: utiliza (8)]
y por lo tanto equivalente a (4) y a (7).



Nota. La férmula (a,b) = (1/a, —/«) es la representacién numérica de idyny usando
coordenadas («, 3) en salida y coordenadas (a,b) en llegada. Por lo tanto el cdlculo hecho

en (6) realmente es:

Oalty = (did)gy (Daley) =+ » gl = (did)g, (Iple,) = -

Andlogamente (8) es un célculo de (did)p () -



