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Instrucciones:

Resuelve, razonadamente, lo que se indica para el dia de la semana que te toca y
con la misma paridad que la suma de los digitos de tu DNI.

Deberés entregar lo hecho al finalizar la hora de clase, indicando tu nombre y DNI.

Modelo 1. Sean f : R? - R? y g : C®> — C? los endomorfismos dados por f(x) = Ax y

g(z) = Az, con A :[ 51 s } Calcula los autovalores de estos endomorfismos. Halla una
-5 -1 -2

base {vg,vi,va} de R3 tal que (vo) sea una recta real invariante por f y W = (vq,vs) sea

un plano real invariante por f. Ademads, que el endomorfismo inducido W — W se describa

respecto de la base {vi,va} como un miltiplo positivo de una rotacién. Da una férmula para

A" en funcién de n. (Solucién en la pagina 3).

Modelo 2. Halla una base de P3 formada por autofunciones del endomorfismo L : P3 — P3 que
se da. Elige un orden en dicha base, y explica razonadamente qué colocacién de los autovalores
en la matriz diagonal corresponde a dicho orden.

Jueves impar.
1. Resuelve el ejercicio del modelo 1 con la siguiente matriz:

2 1 1
20—2].

2 3 1

A =

2. Resuelve el ejercicio del modelo 2 para el endomorfismo:
L:P3—Ps L(p(x)) =5p'(0) +6p(x) +4p(—z) + p"(z) .

3. Sean vi,...,vi € R" linealmente independientes. Demuestra que también son linealmente
independientes si se los considera como vectores de C" y se permiten coeficientes complejos en
las combinaciones lineales. Da un ejemplo de dos vectores (no reales) de C? que sean linealmente
independientes para combinaciones lineales con coeficientes reales pero 110 para combinaciones
lineales con coeficientes complejos.

Jueves par.
1. Resuelve el ejercicio del modelo 1 con la siguiente matriz:

2 1 2
-2 -1 3].

-1 -1 -2

A=

2. Resuelve el ejercicio del modelo 2 para el endomorfismo:
L:P3—Ps , L(px))=3zp"(0)+6p(x)+2p(—z)+2p"(z).

3. Sea V un espacio vectorial complejo. Consideramos la misma suma de vectores, pero definimos
una nueva multiplicacién (que denotamos *) por nimero complejo de la siguiente manera:

f
VeeC VYveV c*vd:eév.

Demuestra que esto define una nueva estructura de espacio vectorial complejo, que denotamos V.
Decimos que una aplicacién f : V — V es semilineal si conserva la suma de vectores y ademas
cumple:

VeeC VWweV flev) =cf(v).

Demuestra que las tres propiedades siguientes son equivalentes:



— f es semilineal.
~ feslinealde V a V.
— feslineal de V a V.

Viernes impar.
1. Resuelve el ejercicio del modelo 1 con la siguiente matriz:

1 11
—222].

1 01

A=

2. Resuelve el ejercicio del modelo 2 para el endomorfismo:

L:P3—P3 |, L(p(x)) = —2p'(0) + 7p(z) + 5p(—x) + %p'"(m) )

3. Sea V un espacio vectorial real. En el conjunto V x V consideramos la siguiente suma:
def
(vi,w1) 4 (va,wa) = (vi+va, wi+wa),
y la siguiente multiplicacion por nimero complejo:
. def
(a+ib)-(v,w) = (av—bw, aw +bv) .

Demuestra que esas operaciones convierten a V x V en un espacio vectorial complejo.
Si f € Endg(V), demuestra que la siguiente aplicacién:

VxV-—VxV (v,w)r—>(f(v),f(w))

es C-lineal.

Viernes par.
1. Resuelve el ejercicio del modelo 1 con la siguiente matriz:

1 0 -1
-1 2 —2].

-5 5 4

A=

2. Resuelve el ejercicio del modelo 2 para el endomorfismo:
L:P3—Ps L(p(x)) =T7xp"(0)+5p(x) + 2p(—z) — p"'(z) .

3. Decimos que una aplicacién f : V — V es semilineal si conserva la suma de vectores y
ademaés cumple:
VeeC vwveV flev) =cf(v).

Demuestra que la aplicacién semilineal general f : C2 — C? viene dada por la férmula:

() =15 sl (%)

con a,b,c,d € C constantes.




Solucién al modelo 1. En la matriz A — AI3 sumamos a la primera columna la tercera multi-
plicada por —1, y resulta:
3—A 2 1

0 1—x -5 =(3B-2)
34X -1  —2-2A

1 2 1
0 1-2A -5 =(3-2)
e s

1 2 1
1— A -5 =B -2 (A2 +4),
1 —1-2x

luego los autovalores de f y de g son: 3 , £2i. Encontramos facilmente que vq :{ 0 } es
-1

autovector (tanto de f como de g) con autovalor asociado 3.

Buscamos ahora un autovector (jsélo de g!) asociado al autovalor con parte imaginaria negativa,
es decir A = —2i. Si hemos hecho los célculos bien, la matriz A — (—2i)I3 tiene rango 2 y
podemos hallar su espacio nulo utilizando dos filas suyas que sean linealmente independientes.
Los calculos salen més limpios si utilizamos la opuesta de la tercera y la primera y eliminamos
el 2 en vez del 4 4 2::

Nul(A+2iI3):Nul[ > 1 2_22]:1\1111[ 51 2-2i

4427 2 1 —6+20 0 —3+4i |~

el autovector complejo buscado. La segunda ecuacién (—6+2i)z1 +(—3+4i)z3 =0

Z1
z2
Z3

Seaz =

— 4i
z2

nos dice que hay un autovector de la forma , lo que llevado a la primera ecuacion

—6 + 27
521 + z2 + (2 — 2i)2z3 = 0 nos da:
zg = —5(3—4i) — (2—2i)(—6+2i) = =7+ 41,
y ya tenemos el autovector z = Z7 % | asociado al autovalor —2i con parte imaginaria negativa.
—6 + 27

3 —4
,7} y vzz[ i
6 2

igualdad compleja Az = —2iz equivale a las dos igualdades reales siguientes:

Sivy = son respectivamente las partes real e imaginaria de z, entonces la

AV1=2V2 s AV2=—2V1,

que se comprueban ficilmente, lo que nos permite saber que hemos hecho los calculos bien. Los
vectores vi,ve son linealmente independientes porque son las partes real e imaginaria de un
autovector (de g) asociado a un autovalor no real. El plano real W = (v, v3) es invariante por
el endomorfismo real f, y el endomorfismo A : W — W inducido por f tiene matriz ( 9 -2 )
respecto de la base {v1,va}, es decir que visto en esta base h es como 2 por una rotacién en
angulo recto. En particular W no contiene ninguna recta real invariante por f, luego vo ¢ W y

asf los tres vectores v, vi, Vo son linealmente independientes, o sea forman una base de R3.

Usando la base {vq, v, vy} en salida y en llegada, la matriz de f es:

3 3
0 -2 | = 2cos 5 —2senj
2 0 2seny  2cos g
3
Es decir:  A[vg|vi|va] = [vo|vi|vz] 2cos(m/2) —2sen(mw/2) |, de donde para
2sen (m/2) 2 cos(m/2)
todo n:
3 " 3"
ATL [volvi|vae] = [vo|vi]|ve] |: 2 cos(mw/2) —2sen (m/2) :| = [vo|v1]|ve] 2" cos(nm/2) —2" sen (nmw/2)
2sen (7/2) 2 cos(m/2) 2™ sen (nm/2) 2" cos(nm/2)

y tenemos, por ejemplo, la férmula:

3n

A" = [volvi|vz]

2™ cos(nm/2) —2" sen (nm/2) :| [vol|vy|va]™t.
2" sen (nm/2) 2" cos(nm/2)



