UAM. ALGEBRA LINEAL. CURSO 2009-2010 Hoia N2 13

Instrucciones:

Esta préctica tiene un peso mayor que las anteriores.

Resuelve, razonadamente, lo que se indica para el dia de la semana que te toca y
con la misma paridad que la suma de los digitos de tu DNI.

Ademds, puede serte muy beneficioso pensar también los otros ejercicios.

Entrega lo hecho el dia 12 de enero de 2010.

Lunes impar

1. Dada la siguiente base de R3: B :{ [ 2 } , { : } , { 0 } } halla razonadamente la base de R?** dual
3 1 1
de B.

2. Sean V un espacio vectorial de dimension finita y F': V — V un endomorfismo. Dado L, subespacio
vectorial de V*, demuestra que si L es invariante por F* entonces Ann (L) es invariante por F'.

Sea ahora h : R™ — R"™ dado por h(x) = Ax, con A matriz real n x n y sea f =[aj a2 -+ a,] una
“auto-fila” de A, es decir que f es real, f # 014, y fA = c¢f para algin escalar c¢. Demuestra que
Nul (f) C R™ es un subespacio vectorial invariante por h.

. Qué relacién hay entre las dos cuestiones de este ejercicio?

3. Sean 1, 2, x3, x4 : R* — R las funciones coordenadas respecto de la base canénica.
1

2 0 3
Dada A =| =) ~) 1 ~1 | determina, razonadamente, el nimero minimo de ecuaciones del tipo
2 3 -1 7

azy + bxry + cxs+dry = 0 que tienen los sistemas homogéneos cuyo conjunto de soluciones es Col (A).
Halla explicitamente un tal sistema.

A 1
A

Demuestra que si {v1, va, v3, v4} es cualquier base de Jordan para f entonces { [va], [v4] } es una base
del espacio cociente R*/ker(f — \id).

A 1
4. Sea f : R* — R* un endomorfismo cuya forma canénica de Jordan es J = A )

5. Sea P3 el espacio vectorial de los polinomios reales de grado no mayor que 3. Definimos un endo-
morfismo T : P3 — P3 mediante:
x4 822
T(p(z)) = (z+ p(z) — (¢ +4)p'(z) + — @)
Comprueba que 1 — 2i es autovalor doble de T'. Determina, razonadamente, la forma real de T
Halla una base B = {pi(z),p2(x),ps3(z),ps(x)} de P3 tal que la matriz de T respecto de B, B sea la
forma real.

Lunes par

1. Sea Ps el espacio vectorial de los polinomios reales de grado no mayor que 3. Para cada entero no
negativo j definimos una forma lineal ¢; : P; — R mediante £;(p(z)) = p\/)(0). Es decir £(p) = p(0),
41 (p) = p'(0), L2(p) = p"(0), etc. Demuestra que By = {4y, {1, {2, {3 } es una base de Pj.

Dada la siguiente base de P3: By = {1, 1+, z+2%, 22+ 23}, halla la base dual B de By (expresa
los elementos de B] como combinaciones lineales de £y, {1, {2, {3 ).

2. Sean V, W espacios vectoriales reales (de dimensiones no necesariamente finitas) y una aplicacién
lineal f:V — W.

Demuestra que ker(f*) = Ann (im (f)).

Demuestra que para toda forma lineal « : im (f) — R se tiene avo f € Ann (ker( f )), y que la aplicacién
T :im (f)* — Ann (ker(f)) dada por T(a) =ao f es lineal y biyectiva.



3. Sean x1, x2, 3, T4, T5 : R> — R las funciones coordenadas respecto de la base canénica.
Definimos un subespacio vectorial L C R* por L = (x1 — z2 + 273, 323 + 24 — 275 ). Razona, sin
hacer calculos, cudl es la dimensién del anulador de IL. Después, halla una base de dicho anulador.

4. Dados subespacios E C F' C V, consideramos la aplicacién ¢ : V/E — V/F dada por ¢(v+ FE) =
v + F. Demuestra que ¢ estd bien definida y es lineal. Demuestra que ker(yp) = F/E.

5. Sea May2(R) el espacio vectorial de las matrices reales 2 x 2.
Definimos un endomorfismo 7" : Maya(R) — May2(R) mediante:

01 0 0 0 1
() _A[_Q 2%[1 O}A[O _1} .
Comprueba que 1 — i es autovalor doble de T'. Determina, razonadamente, la forma real de T

Halla una base B = {41, Aa, Az, A4} de Max2(R) tal que la matriz de T respecto de B, B sea la forma
real.

Jueves impar

1. Sean Ay :[ v ] , As :[ 12 } , Az :[ o } y Ay :[ o1 } Para j = 1,2, 3, 4 definimos la forma
lineal ¢; : May2(R) — R mediante £;(A) = traza (A;A).
Demuestra que B* = {{1, 09, l3,04} es una base de Mayo(R)*.

Halla la base de Mjx2(R) dual de B*.

2. Sea f : R? — R3 dado por f(x) :AxconA:{ T }
—4

Halla la forma candnica de Jordan de f.

Halla la forma canénica de Jordan de f* : R3* — R3*,

(No se piden bases de Jordan).

3. Dado un espacio vectorial V y subespacios vectoriales E, F' C V, demuestra las siguientes propiedades:

ECF = Ann(F)D Ann(F),
Anmn(E+F) = Amn(E)NAnn(F).

En el caso de que V sea de dimensién finita, demuestra también lo siguiente:

-
E_F}:>E:F.

Ann (E) = Ann (F)

4. Sea CY el espacio vectorial cuyos vectores son las funciones f : R — R continuas en todo punto
de R. Sea C' c C° el subespacio formado por las funciones con derivada primera continua en todo
punto de R.

Demuestra que el cociente CY/C! es de dimensién infinita. [Indicacién: para cada n, comprueba que
las funciones fi, fa, f3, ..., fn dadas por fj(z) = |x — j| tienen clases de equivalencia linealmente inde-
pendientes en C°/C!].

5. Sea Ps el espacio vectorial de los polinomios reales de grado no mayor que 3. Definimos un endo-
morfismo T : P3 — P mediante:

4
T(p(z)) = zp(z) — (2% +9)p'(z) + (9; + 6x2> p"(z) .

Comprueba que —3i es autovalor doble de T'. Determina, razonadamente, la forma real de 7.

Halla una base B = {p1(z),p2(x),ps3(z), pa(x)} de P3 tal que la matriz de T respecto de B, B sea la

forma real.




Jueves par

1. Sean z,v, z : R? — R las funciones coordenadas respecto de la base canénica.

Halla la base de R? dualde {z —y+52z,3z+y+2,2y—2}.

Halla una base de Ann (( 3cx+y+z2,2y—=z )) Si ves alguna coincidencia, da una explicacién para
ella.

2. Sean z,v, z : R> — R las funciones coordenadas respecto de la base canénica.
Si f:R3 — R3 es el endomorfismo dado por f(x) = Ax con A = S , determina la matriz de
3 3 5

f* usando la base {x, x +y, z+y+ 2z} en salida y la base {z, y, 2} en llegada.

3. Sea V un espacio vectorial (de dimensién finita o infinita) y sea 1, ..., ¢, € V* una lista de formas
lineales ¢4, ..., 0 : V — R. Demuestra que las dos condiciones siguientes son equivalentes:

(a) La lista 1, ..., ¢k es linealmente independiente.

(b) La aplicacién lineal F': V — R* dada por F(v) = : es suprayectiva.
C(v)

[Indicacién: para probar (a)=-(b), supén que F no es suprayectiva y considera el subespacio vectorial
F(V) ¢ R¥ y su anulador].

4. En el espacio P de los polinomios reales, consideramos el subconjunto:
(1+2YP = {p(x) : p(z) es divisible por 1+ z* } .

Demuestra que (1 + 2*)P es un subespacio vectorial y que el espacio cociente P /((1+ 2*)P) tiene
dimensién 4. [Indicacién: comprueba que es lineal la aplicacién r : P — Ps que lleva cada p(z) al
resto de dividir p(z) por 1+ 2%].

5. Sea May2(R) el espacio vectorial de las matrices reales 2 x 2.
Definimos un endomorfismo 7' : May2(R) — Mayo(R) mediante:

4 1 0 0 0 1
() _A[_5 0]+[1 O]A{O 0} .
Comprueba que 2 — i es autovalor doble de T'. Determina, razonadamente, la forma real de T'.

Halla una base B = {41, A, Az, Ay} de Mayo(R) tal que la matriz de T respecto de B, B sea la forma
real.



