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PROLOGO

Cualquier texto sobre una materia cldsica de las Matemdticas es siempre producto
de un punto de vista personal del autor sobre la disciplina en cuestion. Este no es
UNA excepcion.

Debo confesar que la organizacion de las lecciones que siguen a continuacion,
es como me hubiera gustado aprender ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES por
primera vez. Y, no cabe duda, éste es mi gusto actual, el cual es seqguramente distinto
de cuando escuché por primera vez hablar de esta vasta y apasionante parcela de las
Matemdticas.

No deben esperarse contenidos originales en una materia tan cldsica, jseria peli-
groso...!

He pretendido buscar los conocimientos que considero realmente bdsicos para un
estudiante motivado y curioso de las Matemdticas, de su gestacion y de como sirven
para describir algunos procesos naturales con singular finura.

Lo que yo considero bdsico puede resumirse en los siguientes puntos:

(1) Entender bien los resultados mds elementales en los tres ejemplos cldsicos de
las ecuaciones de la Fisica Matemdtica: ECUACION DE ONDAS, ECUACION DEL
CALOR Y ECUACION DE LAPLACE.

(2) Conocer, siquiera someramente, las ECUACIONES DE PRIMER ORDEN, su in-
terpretacion geométrica y su uso para determinar LOS BUENOS PROBLEMAS
para las ecuaciones de sequndo orden.

(3) El METODO DE SEPARACION DE VARIABLES, como origen de la disciplina, y
tema central del curso, es decir, manipular las series de Fourier para poder
leer en ellas propiedades de las soluciones. En este sentido, es util conocer los
problemas de Sturm-Liouville y sus autovalores.

(4) Convencer al lector de que la inversion de esfuerzo y tiempo que se hace en
los apartados anteriores es muy rentable.

Lo que se hace para los tres ejemplos mds elementales se convierte en métodos muy
generales que, con desarrollos técnicos mds sofisticados, permiten estudiar las ecua-
ciones en derivadas parciales de sequndo orden lineales e incluso algunos problemas
no lineales. Estos métodos han sido el motor de buena parte de las Matemdticas de
los dos ultimos siglos.

Me gusta enfatizar en este punto, pues recuerdo no sin cierto desasosiego, la im-
presion que me producian las ecuaciones en derivadas parciales al estudiarlas por
primera vez. Estudiar problema tras problema, ahora con valores iniciales, ahora con
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valores de contorno, una ecuacion de este tipo, luego se la cambia un signo y su
comportamiento no se parece en nada... ; Verdad que parece un desastre?

Insisto, los ejemplos que estudiaremos en lo que sigue son paradigmaticos. Y
trataré de dar cuenta de por qué lo son; no solo las ecuaciones, sino también, el tipo de
problema que para cada una se estudia. Intentaré mostrar los hechos fundamentales
en cada caso, buscando el camino que, a mi juicio, tiene mds proyeccion y mds uso
en desarrollos avanzados.

El origen de este texto estd en la necesidad de tener una referencia de caracter
elemental, mds o menos autocontenida, que me sirva a mi mismo como guia de los
cursos que he de dar. No obstante, es posible que sea de interés para alguien mds que
tenga que dar un curso de introduccion y para los estudiantes. De ahi el esfuerzo, un
poco masoquista, que he emprendido de ponerlo en AMSTEX. No puedo agradecer la
estupenda labor de mecanografia, porque seria un autoagradecimiento injusto, ya que
lo bien que queda no es mérito mio, sino del TEX.

No pienso dar indicaciones metodologicas, siempre me ha causado un cierto espanto
ensenar a ensenar. Pero si diré lo que vengo haciendo con el contenido del texto en
un cuatrimestre de cuatro horas semanales de clase.

FEn las condiciones anteriores, el curso 1992-93, se cubrieron:

- El Capitulo 1 esencialmente completo.

- El Capitulo 2 salvo el teorema de Cauchy-Kovalevsky.

- Del Capitulo 8 se suprimid la transformada de Fourier pero el resto se estudio
con detalle.

- El Capitulo 4 se estudié completo.

- Del Capitulo 5 se estudio la parte mdas elemental, es decir, se omitieron, la
solucion del problema de Dirichlet en dominios generales por el método de Perron, la
cual se explico sin demostraciones, y los resultados de teoria del potencial elemental.

- Del Capitulo 6 se obtuvieron las soluciones mediante la gaussiana, que se obtuvo
como solucion autosemejante, y se mostro unicidad de solucion acotada por aplicacion
del principio del mdzimo.

También hice buena parte de los ejercicios propuestos. Todo esto es lo que yo
considero el PRIMER CURSO EN ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES. El resto
es para los estudiantes mejores y les servird como paso intermedio para leer otros
textos mas avanzados, tales como los que aparecen en las referencias.

Tuvimos el ano 1992-93 j370 estudiantes de E.D.P! Esta fue una razén mds para
redactar estas lecciones. Quiero agradecer al pequerio grupo, el mds activo, de este
colectivo excesivo, su interés por las Matemdticas, pues ello me hizo trabajar duro y
con ilusion en culminar la empresa de redactar este texto.

Es de justicia el reconocimiento a mis colegas del Departamento de Matemdticas,
en especial a los que dedican su tiempo a las "EDP”: Bernis, Esteban, Garcia Azorero,
Vdzquez y Walias, porque de sus comentarios y sugerencias aprendo continuamente.
Pero en general a todos los compatieros del Departamento les debo gratitud. A unos
por los dnimos que me dieron, a otros por “pasar de mi” y dejarme en paz.
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Mi mds profundo agradecimiento a Dimitri Yakubovich, con quien comparti la
ensenanza de este curso, por la ayuda que me prestd. Sus correcciones y comen-
tarios han sido de utilidad para hacer legible este texto. Las conversaciones con Jesis
Gonzalo, que ensend el tercer grupo, siempre fueron interesantes para mi por sus pe-
culiares y profundos puntos de vista. También debo gratitud a A. de la Llave y M.
Walias por la lectura de las versiones previas, por sus severas criticas, que han hecho
que disminuyan las erratas de manera exponencial.

Recibiré con gratitud todo comentario, critica, apunte, sugerencia, chascarrillo,
etc., que los lectores tengais a bien hacer y que vayan en el camino de la mejora de
este curso.

Los stmbolos mds usados estdn recogidos tras el indice.

Se incluye una lista de referencias bibliogrdficas de la que debo advertir que son
todos los que estdn pero, evidentemente, no estdn todos los que son. La seleccion ha
sido hecha por gusto personal del autor y por aprorimacion al nivel del texto. Algunas
de ellas serian la continuacion natural de estas lecciones.

Gracias, dnimo y que la Divina Providencia nos conserve a todos el buen humor,
que buena falta nos hace.

Madrid, Otono de 1993
Ireneo Peral Alonso

NOTA A LA SEGUNDA EDICION.

He recibido gran numero de sugerencias y comentarios positivos al texto por parte
de colegas de diversas universidades espanolas. A todos mi agradecimiento. Me ha
alegrado saber que el esfuerzo realizado ha servido para algo y ha sido un acicate para
hacer una correccion de erratas exhaustiva.

Especial gratitud merecen los profesores Calsina, de la Universidad Auténoma de
Barcelona, Garcia Azorero y Walias, de la Universidad Auténoma de Madrid, quienes
separada y generosamente me han hecho llegar las erratas detectadas por ellos.

Razones comerciales, supongo unido al cambio de propiedad, llevaron a que la
Addison-Wesley descatalogara el libro. Esto me permite ofrecer desde mi pdgina web
el texto para beneficio de todos los lectores del mundo hispanohablante.

Por dltimo avisar que no hay cambios en el contenido, se ha tratado solamente de
corregir las erratas advertidas, aclarar alguna frase y anadir media docena de nuevos
€jercicios.

Madrid, Septiembre de 2004
Ireneo Peral Alonso
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CAPITULO 1

LOS EJEMPLOS CLASICOS

DE ECUACIONES EN DERIVADAS
PARCTALES DE LA FISICA
MATEMATICA

Introduccién

Este capitulo pretende motivar el privilegio que se concede a determinadas ecua-
ciones en derivadas parciales al estudiarlas de manera preferente.

Una buena razén para estudiar estos tipos de ecuaciones en derivadas parciales es
que, por una parte, son modelos muy aproximados de fenémenos fisicos béasicos y por
otra, que son el inicio de la teoria de Ecuaciones en Derivadas Parciales, inicio comun
con otras muchas disciplinas de la Fisica y de las Matematicas.

La mayoria del contenido de este capitulo fue generado a fines del siglo XVIII y
comienzos del XIX y lleva asociados los nombres de los matematicos méas eminentes
de este periodo histérico. En esta época puede apreciarse que las fronteras de las
Matemadticas y de la Fisica Matemaética eran ain mas difusas que en la actualidad y
los progresos en un &rea lo eran en la otra.

Ecuaciones, métodos y teoremas llevan los nombres de sus descubridores: Euler,
Bernouilli, Fourier, Gauss, Riemann, Green, Laplace, Poisson, Dirichlet y Lagrange,
entre otros, son los protagonistas de esta Historia.
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Recomendamos la lectura de los capitulos dedicados a Ecuaciones en Derivadas
Parciales del libro M. Kline, ”El Pensamiento Matemdtico desde los tiempos antiguos
a los modernos” Alianza Editorial, 1992, para que el lector amplie su perspectiva
historica.

La lectura del presente capitulo debe servir para observar el proceso de modelacién
de fenémenos fisicos en ejemplos cldsicos y no excesivamente complicados, mediante
ecuaciones. Por su importancia el estudio de estos ejemplos ha motivado la con-
struccion de teorias matematicas enteras.

Comenzaremos por elaborar la forma de medir "variaciones de magnitudes” en
varias dimensiones: teorema de Gauss.

Una vez hecho este estudio se introducirdn los modelos que dan lugar a las tres
ecuaciones siguientes:

(1) ut = Ugy, ecuacidn del calor,
(2) up = Ugy, ecuacion de ondas,
(3) Uge + uyy =0, ecuacion de Laplace.

A estos ejemplos y a variantes de ellos estard dirigida nuestra atencién en adelante.

Puede parecer poco ambicioso este proyecto, dedicar un curso a unos pocos ejem-
plos. Pero hay que decir que el estudio profundo de estos tres ejemplos tan sencillos
en apariencia, ha dado las ideas suficientes para poder abordar problemas mucho més
generales y complicados. Muchas ideas estan en estos ejemplos y conocerlas bien
supone la posibilidad de explorar otros modelos més complicados de forma razonable-
mente asequible.

En esta direccién invitamos al lector a acompanarnos en este estudio y a observar
también lo poderoso que resulta el lenguaje matematico. Una misma ecuaciéon puede
describir realidades fisicas diversas como se verd en las siguientes secciones.
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1.1.- La divergencia.
Una manera de medir variaciones de magnitudes.

Se trata en esta seccién de estudiar las tasas de cambio de magnitudes en mas de
una dimensién, es decir, de buscar un sustituto razonable de la derivada, que es el
concepto esencial para estudiar variaciones de magnitudes unidimensionales.

Hay muchas posibilidades a priori de encontrar esta sustitucién de la derivada,
pero veremos las que la Fisica Matematica ha tenido en cuenta por ser més naturales
y por tanto maés utiles.

Para precisar las ideas consideremos el campo vectorial en R3

U(%,y, Z) = ’U/(l‘,y, Z)el + ’U(Z‘,y, Z)e2 + UJ(.’E, Y, Z)e?)

donde {e;, ez, e3} es la base candnica.

Para que resulte mas intuitivo supéngase que U es, por ejemplo, el campo de
velocidades de un fluido, es decir, en cada punto (z,y,2) € R? se tiene el vector
velocidad U(z,y, ). Supongamos que {2 es una parte acotada de R?. ;Cémo cambia
el volumen de ) al desplazarse por el flujo del fluido? ;Hay giros resenables en el
movimiento?

Estas cuestiones quedardn claras después de un anélisis elemental de la situacién
mediante el teorema del valor medio. Para ello supondremos regularidad suficiente
en la funcién U de R3 en R? que define el campo; més concretamente supondremos
U € CY(R3), es decir U y todas sus derivadas primeras son continuas.

Usando el Teorema de Taylor, escribimos entonces,

U(Z+h)=U(Z) + JU(@h+o(|h])  para  h—0;

donde & = (z,y,2), h = (h1,ha, hs) y JzU(Z) es el jacobiano de U en el punto &. Si
|h| es pequeno se puede tomar como valor aproximado de U(Z + h) el término

(1.1.1) U(Z) + JzU(Z)h

El primer sumando representa una traslacién. Analizaremos a continuacién el segundo
sumando. Escrito en detalle el segundo sumando es,

. Ug Uy Uy h1 =
JeU@h=1| vy vy, v, ho | = Ah
Wy Wy W, hs3

Consideremos la parte simétrica y antisimétrica de A, es decir,

D:%(A+At) y R:%(A—At)
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respectivamente; donde A’ denota la matriz traspuesta de A. Asi pues, el valor
aproximado de U(Z + h) dado por (1.1.1) se puede expresar como

(1.1.2) U(Z) + Dh + Rh.
Ademaés
Uy %(uervz) %(uerwm)
D= %(uy—i—vx) Uy %(Uz + wy)
3(uz +wy) (02 +wy) w,

con lo que resulta
Traza(D) = uy + vy + w;.

La expresiéon ug + vy + w, se llama divergencia del campo U y se nota divU. Por
tanto,
Traza(D) = divU.

Si se hace un cambio de coordenadas ortogonal podemos transformar D en una
matriz diagonal D. De esta forma,

o fd 0 0
D=[0 d 0
0 0 ds

y se tiene que TrazaD = divU, ya que la traza es un invariante en el cambio de
coordenadas ortogonal.

Podemos interpretar el sumando Dh de (1.1.2) como sigue. Sea Py un paralelepipedo
y P(t) la evolucién de Py en el tiempo ¢, es decir, si h(t) = (h1(t), ha(t), hs(t))! son
los lados de P(t) y ho = (ho1, hoz, ho3)t los lados de Py se verifica

dh -
5 (1) = Dh(t)
R(0) = ho

Llamando h;, i = 1,2,3 los transformados de los h; por el cambio de coordenadas
ortogonal, resulta:

=d;hi(t), =123

y por tanto,

%Vol(P(t)) = — (I (Dha(Dhs(t) = (D di) (I (Dha(t)hs(¢)) = (div U)Vol(P(t))
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Asi, tenemos que la divergencia mide la tasa de cambio de volumen asociada al campo
U. El argumento expuesto se refiere a la aproximacion lineal del campo y da una idea
muy intuitiva de lo que significa la divergencia.

La siguiente proposicién presupone algtin conocimiento de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, como referencia a tales conocimientos pueden tomarse F.A. Cod-
dington - N. Levinson, ” Theory of Ordinary Differential Equations”, Mc Graw Hill
1955 o, en espanol, M.W. Hirsch - S. Smale, ”Ecuaciones diferenciales sistemas
dindmicos y dlgebra lineal”, Alianza Universidad, 1983, entre otros. A continuacién se
detalla formalmente la anterior interpretacion de la divergencia. No obstante, la idea
heuristica de qué ocurre con la aproximacién lineal es suficiente para seguir adelante.

Proposicion.
Sea U un campo de vectores en R®, y sea xz(t,x¢) la solucion del problema de

Cauchy

o tw0) = Ulalt,z0)

2(0,20) =0

Para un t fijado se define la aplicacién ¥ : R3 — R3 por
z9 € R® — U(xg) = x(t, 20)

Para E C R3 medible, se denota por ¥(E) su imagen mediante ¥. Entonces, se tiene

/M) W= /EGXM /0 divU ((7, x0))dr)dzo

Demostracion.
Aplicando la férmula del cambio de variable se tiene

/ dy:/ |det ¥ g|dw
W(E) E

Pero segtn el teorema de Peano de derivacion del flujo respecto al dato inicial se tiene
que ¥ (&) es la solucién del problema matricial,

{ y'(t) = Ua(x(t, &0))y(t)
y(0) =1 donde I esla matriz identidad 3 x 3

La férmula de Jacobi da la expresién para el determinante de una matriz solucién de
un sistema lineal; en nuestro caso se concluye que

dety(t) = exp(/o TrazaU, (z(7,&o))dT),
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para ello basta sustituir en la expresién de la férmula del cambio de variable. [

Por otra parte, y para completar nuestro estudio, consideramos la parte anti-
simétrica

0 Tuy —vy)  S(u. —wy) 1[0 & &
R=|-bw-w) 0 de-w)|=ile o -6
L, —w,) —L(v, —wy) 0 & & 0

y observamos que el vector E = (&1,&2,&3) es precisamente lo que se define como el
rotacional del campo U, es decir,

rotU = E

Si se consideran las soluciones del sistema lineal con coeficientes constantes,

d - -
(1) = RA(1),

médulo un cambio de coordenadas dado por una matriz P de cambio de base, resultan
ser
. cos ||t senl|élt 0O .
h(t)=P | —senlé[t cos|élt 0 | P h(0)
0 0 1

que representa una rotacién en R?, donde |¢] = 4/ Z?:l |€:]2. Se sugiere al lector como
ejercicio comprobar todos los extremos del cdlculo anterior. Salvo detalles bastante

elementales de algebra lineal se ha establecido el siguiente resultado:

"Un campo de vectores continuamente diferenciable en R> se descompone local-
mente en una traslacion, una dilatacion y un giro”.

Como se ve la divergencia aparece de manera natural cuando se intenta medir la
variaciéon de volumen que produce un campo; el rotacional da la parte del campo que
produce giros, de ahi su nombre.

Al final del capitulo se proponen algunos ejercicios de célculo con la divergencia y
el rotacional.

Establecemos ahora dos resultados ttiles de cédlculo vectorial y que son los primeros
ejemplos de como encontrar solucién de ecuaciones en derivadas parciales.

1.1.1. Teorema.
Sea F un campo de vectores en R3, es decir,

F(x1,22,23) = (Fi(21, 22, 23), Fa (71, 22, 23), F3(71, 22, 73))
Suponemos que,
(1) F e CY(R?),
(2) divF = 0.
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Entonces eziste G tal que F = rotG

Demostracion.
Para que se verifique el teorema se ha de tener

Fy =Gy, — Gog,
(1.1.3) Fy =Gigy — Ga,
Fy =Gopy, — Gig,-

Elegimos, por ejemplo, Gz = 0, con lo cual (1.1.3) se convierte en

Fl = - G2$3
(1.1.4) Fy =Gy
F3 =Gayzy — Gy,
que es un sistema aparentemente sobredeterminado pues hay dos incégnitas y tres

ecuaciones; es aqui donde entra en juego la condicién 2), es decir, divF = 0. En
efecto, de (1.1.4) resulta que

xrs3
(115) Gl(fEl,LL’Q,CL'g) :/ Fg(xl,xg,t)dt+a(x1,x2)
0

donde « es una funcién regular a determinar. De igual manera se tiene que
3
(1.1.6) Gg(l‘l,xg,l‘g) = —/ Fl(l‘h.’)i‘g,t)dt—f—ﬁ(.’lﬁl,mg)
0

Para que se verifique la tercera ecuacién de (1.1.4) se ha de tener,
(1.1.7)

F3(w1, 29, 23) =

xrs3 xrs3
= —/ Fig, (z1,22,t)dt + By, (21, 22) —/ Fog, (21, 2, t)dt — 0, (21, 22) =
0 0
3
— [ Fusy(or,ma, 0+ (B (01,72) = s (o1,22)) =
0

= F3(21, 22, 23) — F3(21,22,0) 4 (Ba, (1, 22) — g, (21, 22))

después de haber aplicado que div F = 0. Pero de (1.1.7) resulta que
F3(z1,72,0) = Bz, (21, 22) — Qg (21, 2),

suponiendo, por ejemplo, § = 0, se tiene

z2
a(zy,x2) = —/ Fs(x1,s,0)ds,
0
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de manera que el campo G de componentes

Gi(z1, 22, 23) /F2361,3027 t)dt — / F3(x1,s,0)ds

Ga(z1,22,23) = / Fi(x1,xe,t)dt

Gs(z1,22,23) =

es uno de los infinitos campos que satisfacen F=rotG O

Observacién. En (1.1.3) tenemos un sistema de ecuaciones que involucran derivadas
parciales. Lo que hemos hecho en el teorema anterior es calcular soluciones de un
sistema de ecuaciones en derivadas parciales. Sirva como primer ejemplo de lo que se
trata en los capitulos que siguen.

El resultado que se presenta a continuacién fue formulado por primera vez por el
eminente fisico y matematico franco-italiano Lagrange.

Como es habitual en los textos de Célculo el gradiente de una funcién derivable f
serd denotado por V f, y significa asociar a cada punto el vector cuyas coordenadas
son las derivadas parciales de f, es decir,

0 0
Vf(x1,xe,x3) = (8—331($1’ Ta,x3), 8—m<xl’x2’ x3), a—%($17$27$3))

1.1.2. Teorema.
Sea F un campo de vectores de clase uno en R3 tal que rotF = 0.

Entonces existe f : R® — R, f € CL(R?) tal que Vf = F, es decir,

(1.1.8) Fi = fa, Py = fu,, F3 = faq

Demostracion.

De nuevo la condicién rotF = 0 hard que el sistema (1.1.8), que es sobredetermi-
nado, sea compatible.

En efecto, que rotF' = 0 significa
(1.]..9) Fla:z :F2£E17 F1£E3 :F?)Il) F3I2 :F2:E3‘

De otro lado, de haber solucién de (1.1.8), se ha de verificar

1
(1110) f(l'l,fEQ,.’Eg) :/ F1(8,£E271'3)d8+0é(1'271'3)
0
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Para que se verifique la segunda ecuacién en (1.1.8) hemos de tener

1
Fy(x1,22,23) = foo,(x1,22,23) = / Fig, (s, @2, 3)ds + ap, (22, x3) =
0

1
=/ Foy, (8,22, 23)ds + 0z, (T2, x3) = Fo(x1, 22, 23) — F2(0, 22, 23) + 0z, (T2, 3)
0

después de haber aplicado (1.1.9). Es decir,

a($2,$3) = / ’ FQ(O,t,IL‘g)dt + ﬁ(l’g)
0

De esta forma se tiene que (1.1.10) da

1 T2
(1111) f(.’[l,xz,l'g) :/ Fl(s,:cg,xg)ds—l—/ FQ(O,t,.’Eg)dt+ﬂ(£L’3),
0 0

que verifica las dos primeras ecuaciones de (1.1.8), cualquiera que sea 3(z3).
Por tltimo determinaremos 3 para que se satisfaga la tercera ecuacién de (1.1.8).
Aplicando de nuevo (1.1.9) se tiene que,

F3(x1, 22, 23) = fos(x1,22,23) =

T T2
= / Figy (s, 22, 73)ds + / Fouy (0,8, x3)dt + B (23) =
0 0

1 T2
= / Fs4,(s,x2,x3)ds + / F3.,(0,t,23)dt + (' (x3) =
0 0

= F3(x1, 20, 23) — F3(0, 22, 23) 4 F3(0, 29, 23) — F3(0,0,23) + §'(3),

de donde
/BI(xS) = F3(03 07 £C3).

En resumen, tenemos como solucién

T T2 z3
f(z1, 22, 23) :/ Fl(s,x%xg)ds—i—/ FQ(O,t,x;;)dt—i—/ F5(0,0,u)du + K,
0 0 0

donde K es una constante arbitraria. [
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A la funcién f obtenida en el teorema anterior, se le llama funcion potencial para
el campo F'.

De otra parte son muy faciles de comprobar las igualdades

(1) div (rotG) = 0

(2) rot(Vf) =0
que son los reciprocos de los teoremas anteriores.

Los campos gradientes de potenciales se suelen llamar campos conservativos. Se
justifica el nombre en el sentido que para el sistema dinamico dado por

(1.1.12) maz” (t) = =V f(z(t))

se tiene la conservacién de energia en el tiempo. En efecto, si se considera la energia
definida por

(1.1.13) E(t) = %[x'(t)]Q + f(z(t)

se verifica que
E(t) = E(0),

lo que se comprueba derivando respecto de t en (1.1.13) y utilizando (1.1.12).

1.2.- El teorema de la divergencia de Gauss.

En el apartado (1.1) hemos indicado como la divergencia mide la tasa de cambio
del volumen en el modelo del campo de velocidades de un fluido.

Gauss en uno de sus muchos y grandes teoremas establecié algo mucho més preciso
y que constituye el contenido de esta seccién: el teorema de la divergencia.

Para una funcién F' definida en la recta real y con derivada continua, es bien
conocido que

b
(1.2.1) F(b)—F(a):/ F'(2)da

La anterior afirmacién constituye el teorema fundamental del cdlculo. También se
puede leer el resultado como sigue: La variacion total de F en [a,b] es igual a la
integral de la tasa de variacidn, F'(x).

En dimensién uno F’(x) es la divergencia y entonces (1.2.1) expresa que la cantidad
de F' que entra o sale, dependiendo del signo, es igual a la integral de la divergencia.
Con esta lectura del teorema fundamental del cdlculo se puede entrever la posibilidad
de extender (1.2.1) a mds dimensiones.

Para fijar las ideas, sea n = 2 y consideremos

F:R?2 — R2



funcién continua y con derivadas primeras continuas.
Podemos escribir en coordenadas F(z,y) = (f1(x,y), f2(z,v)).
Sea R la region

R={(z,y) € R?: 61(x) <y < ¢2(), 2 € (a,0), ¢1(a) = d2(a), $1(b) = ¢2(b)},

donde se supone que ¢1 y ¢o tienen derivada primera continua.
Calculemos ahora

$2() b
128 [ Payar = / /¢ N Sdyds = [ (2o, 0a(0)) = alerén () d

Sea 71 la normal exterior de la frontera de 0 R, es decir, si

{ (_¢/2($)7 1) en FQ = ($7¢2(x) HEES [aﬂb}}

P =
(¢1(z),-1) en  T1={(z,¢1(z):z € [a,b]};

normalizando,

L

17|
Entonces si @ = (n1,n2), se tiene
(1.2.4)
fanado(z) = fanado(z) + fanado(z) =
OR r, Iy

' h@a@) e " P 62@) e ) =
Y W 1+(¢1)()d) \/W 1+(¢2)()d)_
b

- / (Fal, do(x)) — fale, é1 (2)))da

e (1.2.3) y (1.2.4) resulta

(1.2.5) / “Zdydr = | fanodo
R a OR

Supongamos que R también se puede expresar como
(1.2.6)

R={(z,y) € R? : ¢n(y) <z < ¥a(y), y € [e,d], ¥1(c) = v2(c), ¥1(d) = ¥2(d)}

Célculos andlogos a los anteriores prueban que

(1.2.7) / %dxdy: finido
R Ox OR
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(basta repetir los cdlculos con la definicién de R dada en (1.2.6) ).
Por tanto de (1.2.5) y de (1.2.7) se tiene

(1.2.8) / div Fdxdy = / (F,i)do
R OR

donde {,) denota el producto escalar en R?, i la normal y do el elemento de longitud
en J R, frontera de R.

La idea intuitiva es que la variacion de F en Res igual ala cantidad de F que entra
o sale a través de J R. Esta es precisamente la observaciéon de Gauss, concordante
con la experiencia fisica, y que es la versién del teorema de la divergencia en R?. El
segundo término en (1.2.8), se llama flujo del campo F a través de O R.

Tanto el flujo como la divergencia tienen perfecto sentido en dimensiones mayores;
nos proponemos dar condiciones suficientes sobre los dominios R ¢ RY, de forma que
la expresion (1.2.8) sea valida.

El caso mds sencillo para el que se tiene la igualdad (1.2.8) es el siguiente:

Consideremos F = (f1, -y frn) campo de vectores en RY y supongamos que

(1) f; tiene derivadas primeras continuas para i = 1, ..., n.
(2) Existe alguna bola B cerrada tal que f;(z) =0siz ¢ B, parai=1,...,n.

Entonces claramente se tiene que

(1.2.9) /divﬁdxzo,
RN
pues
ofi(x) . > Ofi(z)
/ oz, dx = /Rnil(/ioo 9z, dz;)dz = 0,
RN

dado que f; se anula fuera de una bola.
Asf (1.2.9) establece el teorema de la divergencia en este caso para el campo F en
RY. También tenemos de manera obvia que en las hipStesis anteriores si B C 2B,

/ (F,it)do = 0.
d(2B)

La segunda observacion elemental que vamos a utilizar posteriormente para hacer
una demostracién con cierta generalidad, es la siguiente. Consideremos U C R™!
un abierto acotado y ¢ € C}(U), con ¢(Z) > 0 cualquiera que sea Z € U. Llamamos
S a la gréafica de ¢; es decir,

S=A{(z () :z€U}
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Calculamos v, normal a S con la componente v, (Z) > 0, resultando
1

(1+|Ve[2)2

Consideremos ahora el conjunto ”cilindrico” C, definido por:

C={(z,z,) eUxR:0< 2, <¢)}

(1.2.10) V= (=0zyss =Pz 15 1)

Si se toma f con derivadas primeras continuas en C, tal que f(z,0) =0, se tiene

(1.2.11) /C 8% / frndo,

donde do es el elemento de drea de S.
Probar (1.2.11) resulta inmediato del teorema fundamental del cdlculo, (1.2.1), y
de reinterpretar correctamente el resultado. En efecto,

f (@) Y0 Of (2, x0) _ -
/C&Cn /(/0 Oz, dx, | dz = /f:z:¢:z: dzx =
1 N
= [ 7600 oy (4 Vo e

N 1
0 T went

y por la definicién de integral de superficie en S, (1.2.12) puede leerse como sigue

/f D)all + Vo) dz /Sfunda,

lo que prueba (1.2.11).

Las dos observa(:lones anteriores van a permitir demostrar un teorema de la diver-
gencia de tipo local en dominios con algunas condiciones que se precisaran rapidamente
y que llamaremos "regulares”, es decir, se probara:

Dado un dominio regular, existen entornos de sus puntos, tales que la identidad
(1.2.8) se wverifica para campos continuamente diferenciables soportados en dichos
entornos.

Soportado en un entorno significa que se hacen cero fuera de tal entorno. Se define
el soporte de una funcién f como el cierre de los puntos tales que f(z) # 0, es decir,

sop (f) = {z | f(x) # 0}

(1.2.12)

Como

Hay que explicar ahora lo que entenderemos por un dominio regular y lo que se
entiende por entorno de los puntos del dominio.

Dado D c RY, diremos que es un dominio si es abierto y conexo; d D denotars su
frontera.
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1.2.1.Definicion.
Un dominio acotado D C RN se dice que es reqular si para cada xo € 0D existe
un entorno U de xo en RN y una funcion

p:U—R

continuamente diferenciable, de forma que
(1) Vo(z) 20 siz e U,
(2) 0DNU ={z € Ulp(z) =0},
(3) DNU = {z € Ulp(z) < 0}.

Lo que establece la definicién anterior es que un dominio regular tiene su frontera
definida localmente por ceros de funciones continuamente diferenciables, es decir, por
trozos de superficies diferenciables en RY definidas implicitamente.

Sea D un dominio regular y sea € 9 D. Un vector normal a D en x viene
dado por n = Vp(z), donde ¢ es una funcién que define 9 D en el entorno de x como
en la definicién (1.2.1). Diremos que n es normal exterior a 0 D en x si para § > 0
suficientemente pequenio y 0 < ¢t < § se verifican

r—tn€D,

z+tneRY — D.

Para terminar, denotaremos por v(z) la normal exterior unitaria en z a 9 D. Si D
es regular, entonces v(x) es un campo continuo en 9 D. Compruebe el lector este
extremo, pero sigamos ahora con la trama argumental del Teorema de la Divergencia,
cuyo episodio siguiente es la demostracion de la anunciada version local. Como antes
se ha indicado, utilizaremos (z,y) para denotar el producto escalar en RV.

1.2.2. Lema. -

Sea D dominio regular en RN . Entonces dado xo € D = DU D existe un entorno
U de xq tal que para todo campo continuamente diferenciable, F', soportado en U, se
verifica

(1.2.13.) /D div F(z)dx = /6D<ﬁ,u>da

Demostracion.
Si xg € D, entonces podemos encontrar un r > 0 tal que

B(xo,7) = {x € RN : |z — o] <7} C D.

Todo campo F continuamente diferenciable en D, soportado en B(xg, ), extendiéndole
por cero fuera de la bola, se convierte en un campo diferenciable y con soporte com-
pacto, F en RY. Por (1.2.9) para tal campo se tiene

/ didex:/ divﬁd:czoz/ (F,v)do
RN D oD
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Es decir, si g € D se tiene demostrado el lema.
Supongamos ahora que xg € dD. La estrategia es probar que fijada una direccién
coordenada, i = 1, ...n, se puede construir un entorno U; de x( en la topologia relativa

ala de RN en D, tal que si un campo F continuamente diferenciable en D, estd
soportado en U;, entonces

OF;
(1214) / Fl‘VidU = dxr
oD p O;

siendo F; la coordenada i-ésima de F'y v; la correspondiente componente de la normal
exterior a 0 D.
De esta forma considerando

se tendrd probado el lema.

Probaremos para ¢ = n, tratdndose de igual manera el resto de las coordenadas.
Una observacién adicional es necesaria. Sisometemos a giros y traslaciones al dominio
D los dos miembros en (1.2.14) son invariantes. Por tanto, podemos suponer que la
coordenada n-ésima de xq es positiva y que v, (zg) > 0.

Como, por hipdtesis, D es regular existe W entorno de zg y ¢ continuamente
diferenciable tal que Vp(zg) # 0y

ODNW ={xeW| ¢x)=0},
DNW ={zeW| ¢(z) <0}

Por el teorema, de funciones fmplicitas encontramos un abierto V'C R™~! entorno de
Zg , proyeccién de xq sobre el hiperplano coordenado ortogonal al eje Ox,,; vy existe

v:V—R,

W € CV) y tal que p(Z,4(Z)) = 0 para T € V. Haciendo V pequetio si es preciso se
tiene por continuidad que (%) > 0, T € V dado que , por hipdtesis zo, = ¥(Zo) > 0.
Para V elegido verificando lo anterior consideramos la parte de 0 D dada por el grafo
de 1, es decir,

S = {(z, (@) 7€ V}

Ademds, como v, (xg) > 0, se tiene, en particular

dp(z0)
Oxy,

>0,

y por tanto, existe § > 0 tal que si |Z — Zo| < §, |xon — x| < I, entonces

0p(Z, 1)

> 0.
Ox,,
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Se toma § suficientemente pequeno para que B = {Z : |Z — Ty| < 6} C V. Llamemos
R = {(iaxn) : |j - EO‘ < 57 ‘xn - x0n| < 6}
y definamos el intervalo Iz = {z, : (Z,z,) € R}, entonces, en particular, la funcién

9z (Tn) = @(T, Ty)

es creciente en I;. Ademds, para cada Z el intervalo Iz contiene el valor (%), que es
donde (Z,1(z)) = 0. Como ¢(Z,) es creciente como funcién de z,, en Iz, resulta
que

DNR={(Z,x,) € R:z, <9(T)}.

Dicho de otra manera, DN R esta contenido en un conjunto cilindrico como el utilizado
en (1.2.11) y asf se prueba (1.2.14) para los campos continuamente diferenciables en
D soportados en DN R. [

Queda ahora por globalizar el resultado y asi obtener el teorema de Gauss.

1.2.3. Teorema. = -
Sea D dominio reqular y F € C1D) un campo de vectores. Entonces

/ (ﬁ,y>daz/ div Fdx
oD D

Demostracion.

Para cada * € D = 9D U D consideremos U, el entorno de z que da el Lema
(1.2.2). Asi {U, : z € D} es un cubrimiento por abiertos (en la topologia relativa)
del compacto D; por tanto, se puede obtener un subrecubrimiento finito {U1, ..., U, }
de D.

Supongamos que podemos construir una familia finita de funciones

{¢1,.... 0}, €CD),i=1,...,r
tales que

(2) sop(¢;) C U; (en particular ¢; = 0 fuera de U;),

(3) Z;‘Z%(SU) =1 si z € D.

Las familias de funciones regulares que verifican 1), 2) y 3) reciben el nombre de
particiones de la unidad subordinadas al recubrimiento {Ui, ..., U, }.

Sea F € C!'D) un campo; si consideramos la particién de la unidad {1, ..., ¢},
tenemos

(1.2.15) F(z) = Z ¢i(x) F ()

S A
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Ahora F(z) = ¢;(z)F(z) esté soportado en U, y por construccién se tiene:

/Ddivﬁi(x)dx:/ (F,v)do.

oD

Por tanto,

/ divﬁ(az)dz::Z/ div F(z)dz =
D — /D

_ g/aD<F;,y>da :/aDu?, V)do.

Modulo la construccion de particiones de la unidad hemos probado el teorema. [

Probar que existen particiones de la unidad exige un poco més de trabajo. Adver-
timos, no obstante, que puede seguirse la lectura admitiendo este resultado.

Para conveniencia del lector ofrecemos la prueba justamente en el contexto que
necesitamos, aunque el resultado es cierto en un marco mucho mas general.

1.2.4. Lema.
Sea D C RN un compacto. Sean {Uy,...,U,} abiertos de RY tales que

i=1

Entonces existen ¢y, ..., ¢ € C°RN) verificando
(2) sop(¢i) C Us,
(3) XT: di(r) <1 si r € RN y S ¢i®)=1 si zeD.
i=1

Demostracion.
Sea {K1,..., K, } familia de compactos verificando
(1) K,cU,i=1,..,r;
(2) Ui_, K: o D.
La primera observacién es que se puede construir para cada ¢ = 1,...,r una funcién
¢:" tal que 0 < ¢f(z) <1, 2 € RN, sop¢f C U; y ¢f(z) = 1 sobre un entorno de K;.
En efecto, sea V; abierto tal que

K, cV,cU;

y sea
pi =inf{|lz —y|: 2z € K;,y € RN —V;}.
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Evidentemente p; es positivo. Sea € < % y sea

Ki(e)={ye RN : |z —y| < e,z € K;}.

De esta manera K;() N (RN —V;) = 0 y K;(¢) es compacto. Tomamos ahora la
funcién

exp |z < 1;

1
¢ (x) = (Jzf* = 1)”

0, |z| > 1.

El soporte de 9* es exactamente la bola |z| < 1 y ademéds ¢¥* > 0. Por otro lado,
la funcién de una variable real

exp |s| < 1;

as) = (Is|> = 1)
0, |s| > 1.

es indefinidamente derivable en R. (Compruebese este extremo). Como consecuencia
P* € C°RN).
Sea

c= /w*(x)dx
BN

y consideremos () = %¢*($)
Definimos .
Ua() =67 (3)
Asi se tiene
(1) ¢5 € C*RN),
(2) s > 0y sop(ys) = {x : |z] < 4},
(3) [ vs(x)dx =1.
RN

En particular, si tomamos § < % se tiene que

61 (x) = / X @)z — y)dy

RN

verifica la observaciéon hecha, siendo Xe, = 1lsiz € Kiy x,, =0siz ¢ K;.
Construida para cada ¢ = 1, ..., la funcién ¢; es claro que definiendo:

(1) é1(x) = i (a)
(2) ile) = 61 (0)(1 - 65 (2))..(1 - &1_, () para 1 < i <
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verifican los requisitos 1), 2) y 3).
En efecto, es evidente que sop(¢;) C U;, ya que sop(¢;) C sop(¢y).
Ademas

D dilx) = 1— (1= ¢f(x))..(1 - ¢5(x)),
i=1

por tanto,

OSZqSi(x)gl st z e RN
i=1

Z ¢i(z) =1
i=1

sobre un entorno de D. O

1.3.- Ecuaciones de difusion.
La ecuacion del calor.

Consideramos un medio fisico cuya densidad es p(z) que estd sometido a fuentes
de calor F(z,t). Aquf se tiene que (z,t) € R3 x R, siendo x el espacio y t el tiempo.
Denotaremos por u(z,t) la temperatura que hay en el instante t en el punto x.

Como es sabido el vector
Vo — ou Ou Ou
“= (9:L‘1 ’ (9.1‘27 (91'3,

estd dirigido en el sentido de la temperatura creciente. De otro lado, las experiencias
mas cotidianas muestran que el flujo de calor va de lo caliente a lo frio; es decir, de
mayor temperatura a menor temperatura. La ley de Fourier establece que el flujo
térmico es proporcional al gradiente de las temperaturas, por lo que dicho flujo puede
escribirse como

J = —k(z)Vu, k(z) >0

donde k() es una caracteristica del medio llamada conductividad térmica.

Se trata de encontrar un modelo que rija la difusion del calor en la hipotesis de que
las variaciones de temperatura son moderadas. De esta forma es razonable postular
que las constantes fisicas no dependen de la temperatura.

Es bien sabido que, por ejemplo, la densidad varia con la temperatura, de manera
que para suponerla constante la variacién de la temperatura debe ser no muy grande.
Para altas temperaturas y grandes variaciones de la misma, la conductividad puede
depender de la temperatura y de sus variaciones, esta situaciéon queda excluida en
nuestro planteamiento inicial, es decir, tomamos como exacta la ley de Fourier que
lleva implicita la independencia de la conductividad respecto a la temperatura.
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Sea D un dominio dentro del medio fisico, que supondremos regular, y sea 0 D su
frontera.

La ley de Fourier implica que la cantidad de calor que se intercambia entre D y su
complementario a través de su frontera 0 D en el tiempo t es

Q1 :/ (kVu, V>d0'=/ ﬁ@da;
oD op OV

donde v designa la normal exterior y do el elemento de drea en 9 D. Aplicando el
teorema de la divergencia se tiene

le/DdiV(/i(m)Vu)dx.

Por otro lado las fuentes de calor generan en D una cantidad de calor

Qg:/DF(x,t)dx

en el instante ¢.
La variacién de la temperatura respecto al tiempo en cada punto x es dada por

Ou(x,t)
ot

Por tanto, en un intervalo de At segundos la variacién de la cantidad de calor en D
se puede aproximar por

t+At wl(x
Q= [ ([ ctwrpta)™ 5Dy

donde ¢(z) es el calor especifico del medio.
Para que haya equilibrio debe ser

t+At
/ (Q1+ Q2)dt = Qs3,
t

de donde resulta que

t+At
(1.3.0) / / [div (k(2)Vau(z, 1) + Flz, 1) — c(z)p(z) aug’”}dmdt 0.
t D
Como D y At son arbitrarios, en los puntos de continuidad del integrando, se tiene
(1.3.1) div (k(z)Vu(z,t)) + F(z,t) — c(z)p(z) 0u(63;, H =0,

que es la ecuacion del calor.

Obsérvese que (1.3.1) se obtiene a partir de (1.3.0). En efecto, (1.3.0) se verifica en
particular para D = B(z,r) y At = r, con r > 0 suficientemente pequefio. Entonces
basta usar el siguiente resultado de cédlculo, esencialmente debido a Cauchy.
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Proposicion. Si f es una funcion continua se verifica que

1
= lim ———— d
f(m()) Ot ‘Br(xo)‘ B (o) f(y) Yy

donde |B,(x)| designa el volumen de la bola de radio v y centro xo, B,(x).

Proponemos al lector como ejercicio la prueba de esta proposicién. (En este con-
texto es un sencillo ejercicio sobre continuidad).

Si suponemos que en (1.3.1) , p y ¢ son constantes, con un cambio de escala en el
espacio y el tiempo se obtiene

3
(1.3.2) Up = Y U, = F(x,t).
=1

El primer problema que se plantea es si conocida la temperatura en el instante ¢ = 0,
(1.3.3) u(z, 0) = uo(z),

se puede predecir la temperatura en el tiempo futuro, es decir, en t > 0. Esto significa
encontrar una funcién u(z,t) tal que se verifique (1.3.2) para x € R®, ¢t > 0y (1.3.3)
siz € R3.

Este problema se denomina, problema de valor inicial o problema de Cauchy, en la
terminologia acuniada por J. Hadamard.

Se observara que en el problema de Cauchy se supone que el medio fisico ocupa
todo el espacio y se estudia como evoluciona la temperatura en t > 0. En algunas
situaciones el problema de Cauchy es una buena aproximacién del fenémeno real.

Pero con frecuencia se tiene un medio fisico ubicado en una region acotada y
relacionada con el exterior a través de su frontera. Dos ejemplos clésicos son:

(1) Suponer la temperatura fijada sobre la frontera.
(2) Suponer el medio con un flujo calérico prescrito a través de la frontera.

En el primer caso tendriamos que si D es el dominio ocupado por el medio, las
ecuaciones de la conduccion del calor serian

3
(1) utfzuzimi:F(xvt)a 1’€D, t>0
i=1

Py
. (2) u(z,0)=wup(x), z€D

(3) u(z,t) = d(z,t), z€dD, t>0.

Llamaremos a (P;) problema mixto de valores iniciales y de valores de frontera de
tipo Dirichlet.
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Evidentemente en el segundo caso si se tiene en cuenta que la densidad de flujo,
salvo constantes, viene dada por

J = (Vu,n) = %,

con n normal a 0 D, el problema resultante es

3
(1) ut_zuwiwi:F(x7t)a QTED, t>0
=1

(P2) (2) u(z,0) =wup(x), xz€D
(3" %:w(x,t), redD, t>0;

que es el problema mixto de valores iniciales y de frontera de tipo Neumann. En el
caso de que 1 = 0 se trata de un sistema térmicamente aislado. Por supuesto con
estos modelos se pueden imaginar una infinidad de problemas variando las condiciones
en la frontera, tomando parte de la frontera con datos Dirichlet y parte con datos
Neumann e incluso suponiendo que D varia con el tiempo. Al menos desde el punto
de vista matematico, la limitacién a dimensién tres es eliminable, pudiéndose estudiar
la ecuacion del calor en dimension n; es decir,

up = Zuﬁ?«, + F(z,t).

i=1

Curiosamente modelos ecolégicos de dindmica de poblaciones y modelos de reacciones
quimicas con difusién hacen que la ecuacién en dimensiones distintas de tres sea
interesante en las aplicaciones.

Comentarios.

1) En los modelos de reaccién-difusién o de dindmica de poblaciones hay algunas ob-
servaciones interesantes. En primer lugar como la incognita aqui representa o bien
una concentracién, o bien un numero de especimenes, es natural la condiciéon uni-
lateral uw(z,t) > 0 que, naturalmente, también hay que imponer si estudiamos el
comportamiento de temperaturas por la existencia del cero absoluto.

Afortunadamente con esta condicién el modelo de la ecuacion del calor es como
funciona bien. Esto se explicard en su momento con detalle.

En los mismos modelos, las situaciones mas reales corresponden al caso en que
la incognita es vectorial, dando asi lugar a sistemas de ecuaciones. Estos problemas
quedan fuera del objetivo que nos proponemos en el estudio que se acomete en esta
obra.
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También aparecen ecuaciones de la forma

(1.3.4) U — Zuxml = f(x,t,u, Vu)

=1

que no dependen linealmente de v y de Vu pues f es una funcién no necesariamente
lineal.

2) Si se suponen grandes variaciones de temperatura la conductividad puede depender
de w en unos casos, y de Vu en otros. En el primer caso se tiene k = ¢(u); por ejemplo,
si p(u) = |u|™1, da lugar a la ecuacién

uy = div (Ju|™ V).

Esta ecuacién ademads de regir la difusion de calor a muy altas temperaturas, como
las originadas en reacciones termonucleares, da una buena aproximacion a la difusion
de gases en medios porosos.

En el segundo caso r = ¢(Vu); si o(Vu) = |VulP~2 estd especialmente estudiado
por tener relacién con otros fenémenos. La ecuacién resultante es

uy = div (|Vu|P~2Vu).

Estos tltimos ejemplos no lineales son mucho més complicados que el caso lineal con
coeficientes constantes (1.3.2), el cual no es en absoluto trivial, y no serdn considerados
en este texto. Sin embargo, hemos querido mencionar estos temas como motivacion;
comprender bien el caso lineal con coeficientes constantes (1.3.2) permite comprender
el caso de coeficientes variables en bastantes casos interesantes por argumentos de
continuidad u otros. Los problemas no lineales mas simples pueden ser mirados en
algunos casos como perturbaciones de problemas lineales.

En resumen, es una buena inversion estudiar la ecuacién lineal del calor.

Por ultimo, resaltamos lo anunciado en la introducciéon: una misma ecuacién puede
modelar fenémenos aparentemente diferentes.

Decimos aparentemente, pues la modelacién matemética nos permite hablar de un
dnico fenémeno: la difusion.

1.4.- Ecuaciones estacionarias.
Las ecuaciones de Laplace y Poisson.

Es bien conocido que si f(z) es una funcién anélitica en el plano complejo en-
tonces, llamando u(z,y) = Rf (x +1iy), v(z,y) = Sf(z +iy), partes real e imaginaria,
respectivamente de f, se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann; es decir,

Uy =Ty,
—Uy =Vy.
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Por consiguiente, se obtienen las ecuaciones

Ugy + Uyy =0,
(1.4.0) { e
Vg + Vyy =0.

En este sentido se dice que v y v son funciones arménicas; es decir, son regulares y
verifican cada una la ecuacion de Laplace.
Como es habitual escribiremos la ecuacién de Laplace en R? de la manera siguiente

Pu 0%
Au= 22420y,
Y= B2 + Oy? '
y en general, en RY
n
0%u
=1 i

Suprimiremos el subindice en el laplaciano A cuando no haya lugar a confusion.

Las soluciones de la ecuacién de Laplace en RN, n # 2, no tienen la relacién
con las funciones de variable compleja que tienen si n = 2. No obstante, como se
verd en el capitulo correspondiente, tienen todas las propiedades importantes de las
funciones analiticas en el plano complejo, que es lo mismo que decir de sus partes real
e imaginaria, o sea, de las funciones armoénicas de dos variables, a saber: propiedad
de la media, verificacién de los principios del mdximo y de reflexion, etc.

También llamaremos funciones armdnicas a las soluciones regulares de (1.4.1)

Si en la ecuacién del calor (1.3.2) sin fuentes, F(z,t) = 0, buscamos soluciones
estacionarias; es decir, independientes del tiempo, entonces u; = 0 y de esta manera
resulta que tales soluciones verifican Au = 0. Es decir, la ecuacién de Laplace puede
ser interpretada como la ecuacién de una conduccién de calor estacionaria. Si se
supone en (1.3.2) fuentes estacionarias, F(x,t) = F(z) y, si se buscan soluciones
estacionarias como antes, la ecuacién que verificardn es —Awu = F'(x). Dicha ecuacién
es conocida como ecuacion de Poisson. Como se ve la ecuacién de Laplace es la
ecuacién homogénea correspondiente a la ecuacién de Poisson.

Pero la ecuacién de Poisson se obtiene también en la electroestatica clasica. Si
suponemos una distribucién de cargas eléctricas p(x) en R?, la ley de Gauss establece
que el campo eléctrico E(z) satisface

div E(z) = 4mp(x).

Por otra parte, la ley de Coulomb establece que el campo eléctrico es un campo po-
tencial o campo gradiente, por lo que E' = —Vu. Por ejemplo, el potencial para una
carga puntual es

uo(z) = m
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Sustituyendo en la ley de Gauss obtenemos la ecuacion del potencial generado por la
distribucién de cargas p, que resulta ser

(1.4.2) —Au(z) = —div E(z) = 4mp(x).

Si se supone p(x) > 0 y se interpreta como una distribucién de masas, (1.4.2) es la
ecuacién del potencial gravitatorio de Newton.

La expresion ecuacion estacionaria queda clara desde el punto de vista fisico con la
no dependencia del fenémeno respecto al tiempo; desde el punto de vista matematico
podriamos decir, al margen del significado espacial o temporal de las variables, que
en las ecuaciones de Poisson y de Laplace no hay ninguna variable singularizada, cosa
que en la ecuacién del calor es diferente: hay una variable respecto de la cual sélo se
deriva una vez.

Traduciendo los problemas que hemos expuesto para la ecuacién del calor a la
ecuacién de Poisson en un dominio D C RY, se tienen

) { Au(z) = F(x), x€eD

u(@) = d(z), weID;

que es el problema de Dirichlet y también el problema de Neumann,

Au(z) = F(z), zeD
P u(z
(P2) aa(n) =Y(z), x €0D;

siendo n la normal a 0 D.

Mirada la ecuaciéon de Poisson como el caso estacionario de la ecuacion del calor,
(P1) y (P2) aparecen como los problemas naturales, pero se puede pensar legitimamente
en proponer el problema:

Au(z) = F(z), xeD

(P3) ag(n‘%) —y(z), x€dD
u(z) = ¢(x), x € 0D;

que seria el candidato a problema de valores iniciales al tratarse de una ecuacion
de segundo orden (compdrese con las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo
orden).

Veremos més adelante que el problema (P3) en general estd sobredeterminado. Esto
significa que salvo que ¢ y 1 satisfagan una relacion de compatibilidad el problema
(P3) no tiene solucién. Sobre este hecho incidiremos en el capitulo dedicado a la
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ecuacion de Laplace y de Poisson. Sin embargo, el comentario anterior viene a avisar
que en las propias ecuaciones en derivadas parciales estd encerrada informaciéon que
hay que desvelar, incluso para saber cudl es el tipo de problema razonable para cada
ecuacién.

1.5.- Ecuacion de la cuerda vibrante.

El estudio de la vibracién de la cuerda de un violin es uno de los primeros problemas
que se propusieron los fisicos y matemdticos de finales del siglo XVIII y comienzos
del XIX. Bernouilli, Dirichlet, Euler y Fourier contribuyeron a obtener métodos de
solucién para el problema de la cuerda vibrante; tales métodos han sentado las bases
para muchos desarrollos modernos de la teoria de ecuaciones en derivadas parciales.
Algunos de ellos los estudiaremos en detalle en los capitulos venideros. Ahora cen-
traremos la atencion en obtener el modelo matemaético de la vibracién de una cuerda.
Recomendamos al lector la lectura de los capitulos 22 y 28 de la obra de M. Kline,
”El Pensamiento Matemdtico desde los tiempos antiguos a los modernos”, Alianza
Editorial 1992, donde encontrara la historia de éste problema y su proyeccion en el
desarrollo de las Matematicas.

Comenzaremos por precisar lo que entenderemos como una cuerda, a saber:

Llamaremos cuerda a un medio continuo unidimensional, eldstico y que mo ofrece
resistencia a la flexion.

Supondremos la cuerda colocada en el plano Ozu, y que se la somete a vibraciones
transversales, pero dentro de dicho plano, respecto a su posiciéon de equilibrio, que
suponemos coincidente con el eje Oz y ocupando precisamente el intervalo [0, {].

La magnitud del desplazamiento de la cuerda en el punto z y en el instante t la
designamos por u(x,t). Ademds nos vamos a limitar a estudiar pequenas vibraciones,

Ou(zg,t ~
M, se tiene que (tana)? es muy pequefio en

2

es decir, tales que si tana =

relacién a tan «r, de forma que los términos en (tan «)? no seran tenidos en cuenta en
la deduccién.

La tension en cada punto x y cada instante ¢ se supone dirigida en la direccién de
la tangente a la cuerda en el punto # con médulo T'(x, t). Esta hip6tesis es justamente

la falta de resistencia a la flexién. La longitud de un segmento (a,a+ h) al deformarse

se convierte en
a+t+h 3’[1,
e 1 —_— 2d ~ h
s /a 1+ (5, ) de = h,

por la hipétesis hecha sobre el tamano de las vibraciones. Esto quiere decir que la
cuerda en nuestras condiciones resulta aproximadamente inextensible. Por tanto el
modulo de la tensién, cuya variacién es proporcional al estiramiento segun la ley de
Hooke, resulta ser constante, |T'(z,t)| = Tp.

Sea F(z,t) la magnitud de la fuerza que es aplicada perpendicularmente al eje
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Oz en el punto x y en el instante ¢; sea p(z) la funcién densidad de la cuerda que,
razonablemente, se supone independiente del tiempo.
La ley del movimiento viene dada por la ley de Newton

(1.5.1) Masa x Aceleracién = Fuerza.

Las fuerzas que actiian sobre un elemento [z, z + Az| son aproximadamente:
i) Las de tensién
To( sena(z + Az) — sena(x)),
que aproximamos por
tan o ou
senq = —— ~tana = —,
1+ (tan«)? Ox
al suponer vibraciones pequefias y despreciar el término (tan a)?.
ii) Las fuerzas externas las aproximamos por

F(z,t)Ax,

lo cual es razonable con hipdtesis de continuidad sobre F'.
Con estas consideraciones (1.5.1) se puede expresar por

0%u(x,t)

(1.5.2) To( sena(z + Azx) — sena(z)) + F(z,t) Az = p(m)AxT,
o bien, efectuando la sustitucién de sen « por tan a como se indicé antes,

Ty [Ou(x + Ax,t)  OJu(z,t) 0?u(z,t)

1.5. — — F = —.
(1.5.3) Ax ( Ox Oz + F(z,1) = pl@) ot?
Pasando al limite para Az — 0 resulta la ecuacién siguiente
0%u(z,t) 0u(z,t)

(1.5.4) TOW + F(z,t) = P(@Ta

que rige el movimiento en las hipdtesis hechas. Las condiciones naturales para una
cuerda es que tenga los extremos fijos; es decir,

u(0,t) =0 =wu(l,t), teR

Asi resulta el siguiente problema mixto de valor inicial y de contorno

2u(x 2u(x
TO% + F(z,t) :p(ac)a 8(752775)’
u(0,t) =u(l,t) =0, teR,
(1:5:) u(w.0)=o(z) =z €[00
Ou(z,0)
00 @), wepo
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En relacién con lo dicho para la ecuacién del calor, la singularizaciéon de la variable
tiempo respecto al espacio en este caso viene definida por aparecer las derivadas con
distinto signo, lo cual, como veremos, hace que el problema (1.5.5) sea el correcto
para esta ecuacion.

Sien (1.5.4) se supone la densidad constante resulta, tras un cambio de escala, la
ecuacion
Utt — Ugx = F(Jf,t),

que es la llamada ecuacion de ondas en una dimension de espacio. En la préxima
seccién aparecera la ecuacion de ondas en més dimensiones en relacién con las ecua-
ciones de la Electrodindmica de Maxwell.

1.6.- Ecuaciones de Maxwell.
La ecuacion de ondas.

Las ecuaciones del electromagnetismo son el resultado de la elaboraciéon de ob-
servaciones y teorias llevadas a término en las primeras décadas del siglo XIX, es-
encialmente por Oersted, Faraday y Ampére. La Electrostédtica, de la cual hemos
visto lo fundamental en el apartado (1.4), era bien conocida en tiempos de Maxwell,
quien formulé sus ecuaciones hacia 1865, permitiéndole identificar la luz como ondas
electromagnéticas. A continuacién obtendremos las ecuaciones de Maxwell a partir
de la conservacién de energia y posteriormente las transformaremos en ecuaciones de
ondas.

Sea (x,t) € R® x R, denotando z el punto del espacio y t el instante de tiempo.
Sean

E(l’, t) = (El (CC, t), EQ([E, t), Eg(.I, t))

H(x,t) = (Hy(z,t), Hy(x,t), Hs(x,t))

los campos eléctrico y magnético, respectivamente.
Como parte de las ecuaciones de Maxwell se tienen la leyes de Gauss

(1.6.1.a) divE(z,t) = p(x,t),

(1.6.1.b) divH(z, t) = 0,

siendo p(z,t) la densidad de carga. La densidad de energia en (z,t) viene dada por:
i) &g = e(E,E), energia eléctrica,
ii) My = pu(H, H), energia magnética.

(Donde (,) es el producto escalar canénico de RY. )
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Aqui € y u son constantes dependientes del medio fisico.
El flujo de energia a través de la frontera, es dado en el instante ¢ por

1
.7-':—/ c«(EAH,v)dS, ¢>0;
oD

4

donde A denota el producto vectorial en R? y v la normal exterior a la frontera de
D. Se supone que en el instante ¢ la cantidad de energia eléctrica que se transforma
en calor es

Cz/ o(E,E)dz, o >0.
D

El principio de conservacién de la energia establece entonces que

d
(1.6.2) _E(‘SE"‘MH) =F+C,
o escrito en detalle:
1 d - Lo oL 1
(1.63) ——— [ (¢(E,E) + u(H,H))dx = / o(E,E)dr + — c(EANH,v)dS.

Por el teorema de la divergencia de Gauss podemos calcular la iltima integral en
(1.6.3)
1

1
— (EANH,v)dS = — / cdiv (E A H)dx
4am Jop 4dn

D

y teniendo en cuenta la identidad
div(EAH) = (H,rot E) — (E, rot H),

resulta
(1.6.4) 0=—4i/{5<Et,E>+M<Ht,H>+U4W<E,E>+c[<H,mtE>_<E,rotH>]}dx.
T Jp

Haciendo tender a cero el didmetro de D y suponiendo regularidad suficiente, se tiene
que para que se conserve la energia ha verificarse

1 1

(1.6.5) 0= —4—{5<Et, E)+o4n(E,E)—c¢(E,rot H>]}—4—{,u<Ht,H>+c[<H,rot E)},
™ T

pero la ley de Faraday establece que

(1.6.6) —%Ht = 1ot B
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por tanto, el segundo sumando de (1.6.5) es nulo. De otra parte la modificacién hecha
por Maxwell a la ley de Ampére establece que

4o

(1.6.7) rotH="E, + VK,
C &

Como consecuencia, (1.6.5) se verifica donde se verifican (1.6.6) y (1.6.7).
Teniendo en cuenta (1.6.1), (1.6.6) y (1.6.7) se tienen las ecuaciones de Mazwell;
es decir, el sistema,
divE(z,t) = p(z,t);
divH(z,t) =0;
(1.6.8) “EH,(2,t) =rotE(z,1);
c

4
rotH(z,t) = “Ey(x,t) + —CE(x,t).
C &

Asi resultan ocho ecuaciones con seis incégnitas, y es por lo que se dice que se trata de
un problema sobredeterminado. Esto quiere decir que se debe pedir alguna condiciéon
a los datos. Por ejemplo, si suponemos que p = 0 y suponemos que divE(z,0) = 0,
se tiene que tal ecuacién se verifica para todo tiempo. En efecto, llamando f(z,t) =
div E(z,t) y tomando divergencia en las iltima ecuacién se tiene

4
0=diviotH="f, + 2 .
C C

de donde, integrando esta ecuacion lineal, se obtiene

47;[% = f(:L‘,t).

Consideraremos a partir de ahora que ¢ = 0 y que se ha hecho un rescale en las
variables de forma que todas las constantes de las ecuaciones de Maxwell resultantes
son la unidad. Por contra supondremos que hay una corriente J.

Asi las ecuacidnes se transforman en

(1) —Hy(z,t) =rotE(z,t)

(2) rotH(z,t) =E/(z,t)+J(z,t)
(3) divH(z,t) =0

(4) divE(z,t) = p(z,t)

0= f(z,0)e”

(1.6.9)

Transformaremos ahora las ecuaciénes en ecuacidnes de ondas.

Por el teorema (1.1.1) y verificarse (3) en (1.6.9), se tiene que existe un campo
vectorial A tal que rot A + Vf = H, para cualquier funcién regular f. Sustituyendo
en (1) de (1.6.9) obtenemos

(1.6.10) 0=rotE+H; =rot (E+ Ay).
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(Se ha tomado f =0).
Aplicando el teorema (1.1.2), como consecuencia de (1.6.10), obtenemos la existen-
cia de ¢ € C2R? x R), tal que

(1.6.11) E+A, =-Vo.
Sustituyendo en la ecuacién (2) de (1.6.9) se tiene
(1.6.12) J=r0tH — E; =10t (rot A) + (A; + Vo);.
No es dificil establecer la identidad

rot (rot A) = V(div A) — AA;

donde A es el operador de Laplace introducido en la seccién 1.4. (Véase problema 1
(g)). Sustituyendo en (1.6.12) se tiene

0?A 0¢
1.6.1 AA — — =— ivA+ —).
(1.6.13) 5z = —J+ V(divA+ =)
Por tanto, en virtud de (1.6.11), (4) de (1.6.9) se convierte en
o(div A)
1.6.14 =—-Ap— ——.
(1.6.14) p ¢ P
Las ecuaciones de Maxwell se han reducido a (1.6.13) y (1.6.14) junto con
rotA =H
(1.6.15)
“E  —A, 1V

Sean ahora Ag y ¢¢ verificando (1.6.15); si se toma f una funcién regular arbitraria
y consideremos A = Ay + V[ y ¢ = ¢g — fi, entonces el par (A, ¢) verifica también
(1.6.15). Esta libertad nos permite elegir f para que se verifique

(1.6.16) div A + g—f = 0;

en efecto, basta elegir f verificando
Af — fi = —(div Ao + ¢ot)-

De esta forma las ecuaciones de Maxwell se han transformado en

0?A
0?¢
(1.6.17) Ag — oz =
diva+ 22 o,

ot
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que son ecuaciones de ondas.
Obsérvese que una vez obtenidos A y ¢ verificando (1.6.17), los campos vectoriales

E=—-(A;+V9)

H=rotA
verifican (1.6.9).

Con las anteriores observaciones de Maxwell se obtiene que la ecuacién
(1.6.18) uyy — Agu = f(x,t), (r,t) e R* xR

rige la propagacién de las ondas en el vacio. Es claro que es el mismo tipo de ecuacién
obtenida para la vibracién de una cuerda, pero en un nimero de dimensiones mayor.

Cuando se considera la propagacion de las ondas en un medio hay que modificar
la ecuacién con un término de rozamiento, resultando la ecuacion del telegrafista, es
decir,

(1.6.19) uy — Agu+up = f(2,t), (2,t) € R® x R.

El término u; como veremos produce disipacién de energia por lo que la ecuacion
(1.6.19) es una buena aproximacién a la realidad de la propagacién de ondas de radio,
por ejemplo.

Cuando la Fisica se ocupa de la teoria corpuscular de la luz la ecuacién que se
estudia es otra modificaciéon de la ecuacién de ondas conocida como ecuacion de
Klein-Gordon, més precisamente la ecuacién

(1.6.20) gy — Agu +m?u = f(z,t), (x,t) € R xR;

donde m representa la masa de las particulas.
La Fisica moderna se ha ocupado también de modelos que involucran a la ecuacién

(1.6.21) uge — Agu+m?u = F(u), (z,t) € R® xR,

que tiene una dependencia no lineal en la incognita u. Este modelo es considerable-
mente mas dificil y se escapa del alcance de este texto. Sélo decir que segun los fisicos
la anterior ecuacién describe la interacciéon de una particula con el campo creado por
ella misma.

1.7.- Ecuaciones de primer orden.
Euler y las ecuaciones de la Mecanica de Fluidos.
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Hacia 1739 Clairaut se ocup6 de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden
en relacién con sus estudios sobre la forma de la Tierra. Son las ecuaciones de primer
orden mas sencillas; es decir, ecuaciones de la forma,

U, = P, uy = Q, u, = R.

Como el lector advertird, sélo aparecen derivadas de primer orden, de ahi el nombre
que se da a estas ecuaciones.

El teorema (1.1.2) da las condiciones para encontrar una funcién u, que verifique la
ecuacion, es decir, tal que, Vu = (P, @, R). Tal condicién fué formulada por Lagrange
en términos de las coordenadas del campo, es decir, concretamente

(1.7.1.) P,=Q., P.=R,, Q: =R,

que es como se conoce en los textos de ecuaciones diferenciales ordinarias el concepto
de diferencial exacta.

Entre los anos 1772 y 1779 Lagrange publicé una serie de trabajos ocupandose de
ecuaciones de la forma general

(1.7.2) flz,y,u ug, uy) =0

que aparecen en Geometria y ()ptica Geométrica.

Los trabajos de Lagrange, Charpit, Monge y Cauchy sobre ecuaciones del tipo
(1.7.2) constituyen la base de la teorfa que se estudiard en el capitulo siguiente. El
resto de esta seccién esta dedicado a dar un modelo fisico donde aparecen las ecua-
ciones de primer orden de una manera en absoluto trivial. Se trata de las ecuaciones
de Euler que rigen el movimiento de fluidos no viscosos.

Sea 2 C R? una regién ocupada por un fluido en movimiento; se trata de dar un
modelo que describa tal movimiento.
Para establecer las ecuaciones del movimiento de un fluido no viscoso Euler tiene
en cuenta tres principios basicos de la Fisica, a saber:
I) Principio de conservacién de la masa.
IT) Segunda ley de la Dindmica de Newton.
III) Principio de conservacién de la energia.
A nivel macroscépico es razonable pensar que la densidad del fluido p(z,t) es una
funcién continua del espacio y del tiempo. Dada una bola Q C 2 la masa de fluido
que encierra en el instante ¢ es entonces

(1.7.3) m(Q,t):/Qp(:c,t)dx.
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Si x(t) € Q designa la posicién de una particula en el instante ¢, supondremos que
dicha particula describe una trayectoria bien definida y que, por tanto, la velocidad
u(z,t) de cada particula en el instante ¢ define un campo de vectores en .

Para la obtencién de las ecuaciones supondremos que u y p tienen la regularidad
suficiente para que los célculos sean validos.

La ley de conservacion de masa establece que la tasa de variacién de masa respecto
al tiempo es igual a la masa que entra menos la masa que sale. Tenemos la herramienta
perfecta para formular este principio: el teorema de la divergencia. En efecto, la tasa
de variacién de la masa respecto al tiempo en la bola @) es

(17.4) M Q1) = Q%u,tm,

y debe equilibrarse con el flujo a través de la frontera de (Q; es decir, con
(1.7.5) —/ p(u,n)dS = —/ div (pu)dz,
aQ Q

por el teorema de la divergencia. Como conclusién, de (1.7.4), y (1.7.5) se tiene

dp | ..
/Q[E + div (pu)]dx = 0.

Suponiendo que el integrando es continuo y haciendo tender el didmetro de @ a cero,
obtenemos la expresién diferencial de la conservacion de masa,

p | . _
(1.7.6) a5 +div (pu) =0,

que es conocida como ecuacion de la continuidad.
Sin hipdtesis de regularidad la ecuacién de la continuidad se escribe como

2/ pdx—i—/ p(u,n)do = 0;

que es la forma de ley de conservacion que, a menudo, aparece en Fisica. Desde
el punto de vista matematico esta formulaciéon da lugar a la necesidad de introducir
conceptos de solucion més generales que el clasico, segin el cual la solucién es derivable
y la ecuacién se satisface puntualmente.

Sea x(t) = (x1(t), z2(t), z3(t)) la trayectoria seguida por una particula del fluido.
Por tanto en términos del campo de velocidades se tiene

(1.7.7) ) u(x(t),b).
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Podemos ahora obtener la aceleracién derivando en (1.7.7); es decir,

2x
a(t) = dTgt) = (u, V)u + uy;

donde el simbolo en el dltimo término se expresa en coordenadas de la manera que
sigue

ou; 3 du; .
ai(t) = o +Zujaxj, i=1,2,3.
j=1

La segunda ley de Newton establece que
(1.7.8) pa = Fuerza.

Las fuerzas que se consideran son esencialmente de dos tipos:

(1) Fuerzas exteriones, como las gravitarorias, etc.; cuya densidad se supone dada
por un campo f(z,t).
(2) Tensiones internas.

En los fluidos perfectos, es decir, los no viscosos, estas ultimas fuerzas de tensién
interna se suponen que actian de una manera muy particular. Mas concretamente, se
supone que existe una funcién p(z, t), llamada presidn, de forma que si se considera un
elemento de superficie S en el fluido y n su normal, las fuerzas de tensién a través de
S tienen una densidad en el punto z y en el instante ¢ igual a p(z,t)n. Lo que quiere
decir esta hipdtesis fisica es que no hay componentes tangenciales en las fuerzas de
tensién interna. Es decir, la idea intuitiva que esto sugiere es que en un fluido perfecto
no se crearian o destruirian rotaciones sin la accién de fuerzas externas.

La contribucién de las tensiones internas a través de la frontera de la bola Q C Q

viene dada entonces por
SaQ = —/ pnds.
2Q

Asi, la proyeccién de dicha fuerza en la direccién del vector unitario e € R? es
(1.7.9) (e,S80) = —/ ple,n)dS = —/ div (pe)dx = —/ (Vp,e)dz,
oQ Q Q

tras haber aplicado el teorema de la divergencia.
Podemos, entonces, reformular (1.7.9) como

(1.7.10) SaQ = —/ Vpdac.
Q

Con hipétesis de regularidad, como siempre, hacemos tender el didmetro de @ a
cero y, por el teorema fundamental del célculo, (1.7.8) se convierte en

(1.7.11) p(u; + (0, V)u) = ~Vp + f;



50

que son las ecuaciones de Fuler.
La energia total del sistema E viene dada como la suma de la energia interna E;

y la energia cinética
Ec = / plul?dz.
Q

Cuando se supone que la energia interna es constante, el principio de conservacion
de la energia, implica que también la energia cinética es constante. En este caso se
demuestra que las ecuaciones del movimiento son

p(u +(u, V)u) = =Vp + f
(1.7.12) divu=20
p =a, constante a lo largo de trayectorias.
La condicién de contorno natural es que el fluido no se salga del dominio total donde

se experimenta, es decir, (u,n) = 0 en la frontera, 91, siendo n su normal.
Otra hipdétesis interesante es el caso en que la energfa interna es

E; = / pwdz,
Q
donde w representa el trabajo realizado. En este caso se prueba que
\Y%
(1.7.13) Vu = L,
p

y este tipo de fuidos se llaman fluidos isentrépicos, que expresado de otra forma quiere
decir que p = p(p) o, lo que es lo mismo, se tienen ecuaciones de estado explicitas.

Remitimos para mas detalles al texto de A.J. Chorin - J.E. Marsden, A Mathe-
matical Introduction to Fluid Mechanics”, Springer Verlag, 1990.

Para los fluidos viscosos se obtienen distintos tipos de modelos segin las hipétesis
fisicas que se usen. Los fluidos viscosos newtonianos se rigen por las ecuaciones de
Navier-Stokes que anaden a las de Euler un término de la forma vAu donde v designa
la viscosidad. Se trata, por tanto, de ecuaciones de segundo orden a diferencia de las
de Euler.

1.8.- Otros modelos fisicos.

En el desarrollo de la Fisica del siglo XX han aparecido otros modelos muy intere-
santes.

Para empezar, en muchos modelos se consideran ecuaciones no lineales. Animados
siempre por la busqueda de una mayor aproximacién a la realidad o para explicar
fenémenos en condiciones mas extremas, es necesario considerar modelos no lineales.
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Es claro que si en la deduccién de la ecuacién de la cuerda vibrante no se suponen
vibraciones pequenas, no es realista despreciar los términos de segundo orden. De
igual manera la ley de Fourier para temperaturas muy altas deja de ser adecuada;
piénsese en el calor que se produce en reacciones nucleares naturales y artificiales.
(Véase la Seccidn 3).

Un ejemplo de este tipo de modelos no lineales menos conocido, pero no menos
bello, es el de las ecuaciones de equilibrio de estrellas politrépicas en condiciones isoter-
mas, modelo introducido por Emden y Fowler a comienzos del siglo XX y estudiado
entre otros por el Premio Nobel de Fisica S. Chandrasekar.

Designaremos por p(r) la densidad, P la presién y T' la temperatura, como funciones
del radio.

Se postula, de acuerdo con la experimentacion, que la presién satisface la identidad

K

1
T+ —aT?;
Tt 3ol

(1.8.1) P= .

donde el primer sumando es la presion cinética y el segundo sumando la presion de
radiacion y siendo k = constante de Boltzman, y = peso molecular medio, H = masa
del protén y a = constante de Stefan-Boltzman.

La ley de la gravitacién de Newton establece que la tasa de variacién de la presion
es equilibrada por la fuerza de atracciéon gravitatoria, es decir,

(1.8.2) —‘fi—]: = %.

Aqui G es la constante universal de la gravitacion y M(r) = 4w [ s>p(s)ds es la
masa.
Si en (1.8.1) se supone que T es constante, sustituyendo en (1.8.2) resulta

kdp _ G
pdr 12

derivando una vez mas se tiene

k i(TQdIng(T)))

— =—4 .
r2 (dr dr mGp
Haciendo el cambio de variable r = [%]1/ 2z v ¢ = log p—log \ se obtiene la ecuacién
1 d, ,do
_ - 2Py = \e?
x? da:( dx) “

que es la ecuacién de Poisson para funciones radiales con un segundo término que
depende de la incégnita de forma no lineal. Es decir, mas en general se puede escribir

—Au = e
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Para terminar este apartado hacemos mencién a otro modelo de la Fisica moderna.
La ecuacion de Schrodinger

oy h?
ith— = —— Ay + V(x),

= =AY+ V(@)
que da la densidad de probabilidad de que la posiciéon de una particula de masa m se
encuentre en un elemento de volumen; siendo & la constante de Plank. Esta ecuacion
es importante pues toda la Mecdnica Cuéntica gira en torno a ella.

El niimero de ecuaciones en derivadas parciales que el lector puede encontrar en la
literatura es enorme. Cada vez mayor, a la vez que es mayor el nivel de comprensién
que se alcanza de los distintos fenémenos que se estudian.

No obstante el estudio de las tres ecuaciones cldsicas, ecuacion de Laplace,
ecuacién de ondas y ecuacién del calor, serd el uinico objetivo de este curso.

Como se decia en la introduccién esto serd suficiente para tener idea clara de las
dificultades de los problemas, de los métodos de solucién y de las técnicas necesarias
para afrontar con éxito empresas mdas ambiciosas en el campo de las Ecuaciones en
Derivadas Parciales.
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 1

1. Probar las siguientes igualdades para los campos u = (u1, ug,us), v = (v1, va, v3)
y las funciones f y g:
a) V{u,v) = (u,V)v+ (v,V)u+uArotv+vArotu.
b) div(fu) = fdivu+ (u, Vf).
div(uAv) = <V, rot u) — (u, rot v).
iv (rotu) =
ot (fu) = frot u+VfAu.
ot (WA V) =udivv — vdivu — (u, V)v + (v, V)u.
ot (rotu) = V(divu) — Au.
rot (Vf)y=o.
i) div(Vf AVg)=0.
2. Sea el campo de vectores F(z,y,2) = (e*17,0, —e®"* + 2y), estudiar si existe un
campo G tal que F = rot G. Calcular el flujo de F a través de la esfera unidad
centrada en el origen.

3. Sea el campo

F(x,y,2) = (2zyz cos(x?yz), 222 cos(x?yz), 2%y cos(x?yz) + 22)

Estudiese si es un campo conservativo.

4. Calcular el flujo de calor a través de la superficie z2 + 22 = 2, 0<y<2
sabiendo que la temperatura en cada punto es u(x,y,2) = 322 + 322

5. Comprobar el teorema de la divergencia para el campo F = (z,y) y la bola unidad
en R2.

6. Calcular la integral de la componente normal del campo (2zy, —y?) sobre la elipse

7. La velocidad de un fluido en R3 viene dada por el campo
v(z,y,2) = (0,0, \/y)’

calcular el flujo a través de la superficie 22 + 22 =y, 0<y<1.
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CAPITULO 2

ECUACIONES EN DERIVADAS
PARCIALES DE PRIMER ORDEN.
EL PROBLEMA DE CAUCHY.

Introducciéon

Este capitulo estd dedicado al estudio de las ecuaciones en derivadas parciales de
primer orden que se han motivado en la seccién 1.7. Concretamente se estudiard el
problema de Cauchy o problema de valores iniciales, que plantearemos precisamente
en su lugar y momento adecuados.

Hay que decir que este tema clédsico es de gran importancia para establecer resul-
tados en ecuaciones mas generales. Por ejemplo, el teorema de existencia de Cauchy-
Kovalevsky para datos analiticos necesita de los resultados de este capitulo como se
establecerd en la ultima seccién. También serd necesario para clasificar las ecuaciones
en derivadas parciales segtin tipos.

Por concrecién se presentan todos los resultados en dimension tres, empezando en
la seccién 2.1 con el caso més simple de las ecuaciones quasi lineales. La seccion 2.2
se dedicard a la ecuacién mas general.

Las dos ultimas secciones se dedican a aplicar lo estudiado a la clasificacién de
las ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden y a probar un caso particular
del teorema de Cauchy-Kovalevsky, respectivamente. Esta tltima seccion puede ser
omitida en una primera lectura.
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En un apéndice se expone el caso de la ecuacién general en dimension cualquiera,
que puede prescindirse de él inicialmente pero que se incluye para satisfacer la cu-
riosidad de los lectores con mas motivacién matematica. Se cierra el capitulo 2 con
una lista de problemas seleccionados.

Como referencias y lecturas complementarias pueden usarse los textos de F. John,
”Partial Differential Equations”, Cuarta Edicion, Springer Verlag 1979y R. Courant-
D. Hilbert, ”Methods of Mathematical Physics”, Volumen I John Wiley Classics Edi-
tion 1989.
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2.1.- Ecuaciones quasi lineales de primer orden.

Consideraremos en esta seccién ecuaciones de la forma

(211) fl(xlax%u)ufl + f2(1'1,$2,u)uz2 = f(.Tl,xg,U)

Tales ecuaciones son llamadas quasi lineales, pues si bien dependen linealmente de las
derivadas (uy,, Uz, ), es no lineal la depencia en wu.

Ejemplos.

1.- La ecuacién
filz, x2)ua, + folxr, 22)us, = fa1, 22)u

es lineal pues ademads de ser quasi lineal la dependencia en u es lineal. A este caso
podran aplicarse en particular los resultados que se obtengan a continuacion.

2.- La ecuacién u; + a(u)u, = 0, donde las variables independientes son ahora ¢ y x
puede escribirse también como u; + A(u), = 0 siendo A(u) = fou a(s)ds.

Empezaremos a precisar algunas condiciones sobre la ecuacién (2.1.1); en primer
lugar se supone que fi, f2, f estan definidas en un abierto 2 C R3. Supondremos asi
mismo que:

1) fi1, f2, f € C1(Q), es decir, son continuamente derivables en .
2) \fl(xl,wg,uﬂ + |f2(£L’1,ZL'2,U)| > O, si (.Zl,’ll'Q,u) IS

La hipétesis 1) es una condicién de regularidad suficiente; la hipdtesis 2) garantiza

que hay ecuacion en derivadas parciales en todo Q.

2.1.1. Definicidn.
Por solucién de la ecuacion (2.1.1) entendemos una funcion, ¢, definida en un
abierto G C R?,
¢:G— R,

de manera que ¢ € C1(G) y

(1) (21,72, 9(x1,72)) € Q.
(2) Cualquiera que sea (x1,x2) € G se verifica

Ji(x1, w2, d(21,02))ba, (21, 22)+ fo(21, T2, P(21, 22))Puy (21, T2) = f(21, T2, P(71, 22)).

Es claro que el concepto de solucién introducido por la definiciéon anterior es de
caracter local. En otras palabras, se considera como solucién al par (G, ¢), pudiendo
ser GG el entorno de un punto.

Esta idea trae aparejada una dificultad obvia y es saber cuando dos soluciones
locales, ¢1 y ¢ definidas en G y Ga, respectivamente, pueden considerarse de alguna
forma como un unico objeto. La idea es que ¢ y ¢2 coincidan en G; N G5. Podemos
interpretar de esta manera que ¢; y @2 son restricciones de una misma solucién a
abiertos més pequenos. Por tanto damos la definicion



58

2.1.2. Definicion.
Entenderemos que (G1,¢1), (Ga,¢p2), son una misma solucion de (2.1.1) si se
verifica que
b1lcinG, = P21GinG,

Recurriremos al significado geométrico de la ecuacién para explorar como construir
soluciones. Como resultado de este estudio geométrico apareceran los datos que son
admisibles para plantearnos un problema de wvalores iniciales.

Supongamos una solucién local de (2.1.1),

¢:GCcR?>—R,
y sea su gréfica
Y= {(z1, 22, ¢(z1,22)) (z1,22) € G}

El vector normal a ¥ es n = (¢,,, ¢z,, —1). Si consideramos el campo dado por los
coeficientes de la ecuacidn, es decir, F = (f1, fo, f), que estd definido en {2, se tiene
que el ser ¢ soluciéon implica que

(n,F)=0 en X

En otras palabras F es tangente a ¥ en todos sus puntos.

Por tanto, parece natural intentar construir las superficies solucién o graficas de
soluciones, a partir de las curvas de campo asociadas al campo F, es decir, las curvas
tangentes a F' en cada punto. Evidentemente hay que precisar como generar superficies
a partir de curvas, pero lo que es claro, es que las curvas tangentes a F son las
soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias auténomo siguiente:

z1(t) = fi(21,22,u)
(2.1.2a) xh(t) = fa(x1, 22, u)
u'(t) = f(z1,z0,u)

A (2.1.2a) se le llama sistema caracteristico de la ecuacién (2.1.1). Las graficas en R?
de las soluciones de (2.1.2a) se llaman curvas caracteristicas.
Teniendo en cuenta que suponemos fi, f2, f € C*(f2), para cada dato inicial

(2.1.2b) (21(0),22(0),u(0)) = (€7, &,n") € ©

el problema de Cauchy planteado por (2.1.2a) y (2.1.2b) tiene solucién local dnica en
virtud del teorema de existencia de Picard.

Ademsds, la dependencia de las soluciones con respecto a los datos iniciales es
diferenciable bajo nuestras hipétesis. Este resultado se conoce habitualmente como
teorema de Peano.
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El lector puede encontrar los detalles sobre los resultados anteriores en las referen-
cias dadas en la seccién 1.1 o en M. Guzmdn, ”Ecuaciones Diferenciales Ordinarias”,
Editorial Alhambra 1975.

Precisamos a continuacion qué entendemos por generar una superficie a partir de
las curvas caracteristicas.

Si fijamos una curva v : [0,1] — R3 regular, v € C1([0,1]), y cuyas coordenadas

V(s) = (@1(s), a2(s), B(s)),

podemos considerar la familia uniparamétrica de curvas soluciones de (2.1.2a) verifi-
cando para cada s el dato inicial

(21(0), 22(0), u(0)) = (1 (s), @2(s), B(s)),
que denotaremos por
(2.1.3) I'(t,s) = (X1(t, 8), Xa(t, ), Z(t, s))

Para sq fijo el vector tangente a T'(t,s0) es T'4(t, s9) y por tanto viene dado por el
segundo término del sistema caracteristico (2.1.2a), es decir, abreviadamente,

Li(t, 50) = F(I'(t,50)) = (f1(T(t 50), fa(T(, 50)), f(L(Z, 50))

Por otra parte para ¢t = 0 tenemos que I'(0,s) = v(s) y asi el vector tangente es

7' (s) = (a1 (5), a5 (s), B'(s))

En consecuencia para que I'(¢, s) sea la parametrizacién de una superficie regular,
es decir, con plano tangente en cada punto y que éste varie con continuidad de punto
a punto, necesitamos que, al menos sobre la curva inicial, los dos vectores tangentes
calculados sean linealmente independientes. Algebraicamente esto quiere decir que el
rango de la matriz formada por las coordenadas de ambos vectores sea exactamente
dos, es decir,

Ji(ai(s),az(s), B(s))
(2.1.4) rango | folai(s), an(s), B(s)) aj(s) | =2
flaa(s), aa(s), B(s))  B'(s)

Si admitimos un argumento de continuidad basado en los citados resultados de
ecuaciones diferenciales ordinarias, tenemos la forma de generar soluciones paramé-
tricamente, a costa de suponer la condicién (2.1.4) sobre la curva +.

Nos referiremos a la condicién (2.1.4) como condicidn de transversalidad de la curva
v v el campo que define la ecuacién (2.1.1) o, si se prefiere, al sistema caracteristico.
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La mayor dificultad que habremos de resolver es probar que las funciones asi
obtenidas definen una solucién de (2.1.1). Para ser mds precisos, si pudiesemos
probar que la condicién (2.1.4) implica que

{ T = Xl(t7s)
To = Xg(t,s)

tiene inversa local,
{ s= S(x1,x2)

t= T(x1,x2)

todo quedaria reducido a establecer que
u=Z(T(x1,22),5(x1,22)) = ¢(z1,22)

es una solucién de (2.1.1). Ademds deberemos establecer si esta es la tinica solucién
con el dato 7.

Antes de hacer un planteamiento formal de las anteriores ideas, las vamos a ensayar
en un ejemplo que nos permita hacer todos los calculos explicita y sencillamente. Se-
guro que de esta manera entenderemos mejor lo que hemos razonado heuristicamente.

Ejemplo 1.

Consideramos la ecuacion
A1y, + G2Uz, —b =10

donde a1,a2,b € Ry |ai| + |az| > 0. Como se ve se trata de una ecuacién lineal.
Evidentemente las curvas caracteristicas son las rectas con vector de direccién
(a1, az2,b), es decir,
(t) =ait+¢f
2(t) = agt+&3
u(t) = bt +n°.
)

T

=

Tomando una curva vy(s) = (a1(s), as(s), 8(s)), transversal al vector (a1, as,b),

a a
et (ofly aily) %0
entonces,
(2.1.5) (¢, s) = (a1t + a1(8), ast + aa(s), bt + 5(s))

es la ecuacién paramétrica de un cilindro de generatrices paralelas al vector (ay, as,b).
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Observaciéon. Un caso particular interesante, es cuando se tiene la ecuacion
u +cuy =0

y se toma el dato u(0,z) = ¢(x). La solucion resulta ser ¢(x — ct) que es lo que
cuando se estudie la ecuacion de ondas se llamard una onda plana.

Tomemos en particular la curva y(s) = (ags, —ays, s?). De acuerdo a la expresién
(2.1.5) se tiene, resolviendo el sistema lineal que resulta,

aixry =+ agxo

t = 2 2
ai + a3

2% — G122

a% + a%
Sustituyendo en Z(t,s) = bt + s2, resulta

a1T1 + a2
a? + a3

T — a1T2
a? + a3

2
u(zy, z2) = b( )+ ( )
que directamente se puede comprobar es solucién de la ecuacién.

También se verifica que u(ags, —a;s) = s; es decir, hemos determinado una su-

perficie solucién de la ecuacién que sobre la curva plana
*
v (s) = (azs, —ay )

toma el valor s2.

En el ejemplo 1 el resultado se ha conseguido porque hemos podido invertir explicitamente
(t,s) en términos de (1, 22) al tratarse de una expresién lineal.

En general el resultado de inversién lo daré el teorema de la funcién inversa. Re-
mitimos al lector, por ejemplo, al texto de J.E. Marsden, ”Elementary Classical Anal-
ysis”, W.H. Freeman Co. 197/, para todos los detalles sobre este resultado béasico del
Analisis.

Precisamos a continuacion las hipétesis que hemos conjeturado:

I) Hipdétesis sobre la ecuacidn.
Las condiciones que se suponen sobre la ecuacién (2.1.1), es decir,

L[U] = fl(xlva,u)u:El +f2(x17x27u)u12 - f(x17x27u) = 0)

son

(1) f1, f2, f € CH), siendo © C R? un dominio abierto, es decir, un subconjunto
abierto y conexo.
(2) |fil + |f2| > 0, para cada (x1,x2,u) € Q.
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IT) Hipdtesis sobre la curva dato.
Sobre la curva dato se hacen las hipétesis siguientes:

(1) v € C}(I), donde I C R es un intervalo, y v(s) € Q para cada s € I que lo
que quiere decir es que se trata de una aplicacién

v: I —QCR3

(2) | (s)|+ |ah(s)] > 0 sobre el intervalo I. Es claro que esta condicién establece
que en ningdn punto la curva tiene tangente paralela al eje Ou.

(3) La condicion de transversalidad (2.1.4) se postula también sobre las dos primeras
coordenadas, es decir se supone que

ot [ F1(ar(s);aa(s), B(s)) i (s)
det (f2(061(8),0l2(3)7ﬂ(3)) 0/2(5)> 70

para cada s € I.

Es claro que las hipédtesis 2) y 3) se pueden hacer sobre otro par de coordenadas,
entonces se definird la coordenada restante como funcién de ellas.

Planteamiento del problema de Cauchy. El problema de Cauchy, o problema
de valores iniciales, se plantea en los siguientes términos

Problema.
Dada la ecuacion

Lu] = f1(x1, 22, u)ug, + fo(x1, 22, u)uy, — f(x1,22,u) =0
y la curva dato
7(s) = (ai(s), aa(s), B(s)),

encontrar una funcion
¢:GcCcR?>—R,

¢ € CH(G), tal que:
7’) (x1,$2,¢($1,$2)) S Q si (.1'1,.%‘2) € Ga
i) ¢ verifica la ecuacion, en el sentido que si (x1,22) € G entonces

Ji(x1, w2, d(w1, 22))ba, (21, 2) + fo(21, T2, P(21, T2))Pay (21, 72) =
= f(951,$27¢(171,132))

i) p(a1(s),aa(s)) = B(s) para s € I
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La expresién problema de valores iniciales queda justificada porque buscamos una
funcién solucién de la ecuacién tal que sobre la curva plana (a1 (s), aa(s)) tome el valor
B(s). Es tanto como decir que la superficie solucién (grifica de la funcién solucién)
contiene la curva tridimensional ~.

Como quedd dicho anteriormente, el concepto de solucién que usamos es de caracter
local, es decir, se considera el par (G, ¢). Por esta razén cuando se hable de unicidad,
habra que entenderlo como se precisa en la definicién (2.1.2).

2.1.3. Teorema.
Consideremos el problema de Cauchy

(P) {f1($17$27u)%1 + fa(®1, T2, WUz, — f(21,22,u) =0

u(ai(s), az(s)) = B(s),

donde la ecuacion y el dato verifican las hipdtesis I) y II) anteriores.
Entonces, el problema (P) tiene una dnica solucidn local u, con derivadas primeras
continuas.

Demostracion.

1.- Ezxistencia. Comenzamos probando la existencia de al menos una solucién local
regular, siguiendo los razonamientos geométricos anteriores. Para ello, consideramos
el problema de Cauchy para el sistema caracteristico

dx
d—tl = fi(z1,z2,u)
dx
d—tQ = fo(z1,22,u)
du
E :f(xlaanu)7

con dato inicial para s fijo,

u(0) = B(s).

El teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias establece,
que el problema de Cauchy anterior tiene una tnica solucién,

1= ¢1(t,ou(s), az(s), B(s)) = Xu(t, s)
(2.1.6) T2 = ¢o(t,a1(s), az(s), B(s)) = Xa(t,s)
u=  ¢3(t,a1(s),as(s),B(s)) = Z(t, s).
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Ademds en un entorno del punto (0, s) se tiene que la funcién vectorial,
(tv 5) - (Xl (ta S), X2(t7 5)7 Z(t7 5))

definida por (2.1.6) es continuamente derivable, en virtud del teorema de Peano sobre
la regularidad de la solucién de una ecuacién diferencial ordinaria respecto a los datos
iniciales.

De esta manera la funcién vectorial (2.1.6) define paramétricamente una super-
ficie C1(G(0,s)) donde G(0,s) es un entorno del punto (0,s), pues la condicién de
transversalidad se escribe como sigue

Xls(O,s) XQS(O,S)
Xlt(O,s) th(O,S)

ay(s) as(s)

_' fi(ai(s), aa(s), B(s)) fa(au(s), aa(s), B(s)) #0.

El teorema de la funcién inversa implica, entonces, que en un entorno de (0,s) la
funcién, (X1 (t, s), X2(t, s)) tiene inversa continuamente derivable,

{ t= T(x1,12)

s = S(xlng)a
es decir,
{ Ty = Xl(T(x1,$2),S(-T17x2>)
z2 = Xo(T'(z1,22),5(z1,22))
Yy
{ 0= T(a(s),ax(s))
s=S(a(s),az(s))
Definimos

w(z1,z2) = Z(T(x1,22), S(x1, 22))

y probaremos que es solucién del problema de Cauchy.
En efecto,

fluﬂ?1 + f2uz2 = fl(ZtTml + ZsSm) + f2(ZtTI2 + ZSSZQ) =
(217) == Zt(fngcl + fQTac2) + Zs(flszcl + f2Sx2)
= Zt(XltTwl + X2tTa:2> + Zs(XltSzl + X2t5x2>

donde se ha tenido en cuenta que (X7, X3) es solucién del sistema caracteristico. De
otra parte, se observa que
Xlthl + X2th2 =1

X152, + X218z, =0

pues son un término de la diagonal principal y otro fuera de ella respectivamente, de
la matriz producto de las matrices jacobianas de (X1, X2) v (T, S) que son funciones
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inversas. Si ademads se tiene en cuenta que al ser Z la tercera componente del sistema
caracteristico, Z; = f, (2.1.7) se convierte en

fluﬂtl +f2u$2 = f7

es decir, u es solucién de la ecuacion. Que verifica el dato se comprueba en la siguiente
cadena de identidades

u(ar(s), aa(s)) =Z(T(eu(s), a2(s)), S(au(s), az(s))) =
= 2(0,s) = B(s)

2.- Unicidad. La unicidad resulta como consecuencia del siguiente resultado.

2.1.4. Lema.

Sea S = {(x1, 22, ¢(x1,22)) € G x R} una superficie solucion y P un punto de S.
SiT(t) = (x1(t), 22(t), 2(t)) es la caracteristica tal que P =T'(0), entonces se verifica
que I'(t) € S para cada t tal que (x1(t), z2(t)) € G.

Demostracion.

Basta considerar la funcién U(t) = z(t) — ¢(x1(t), z2(t)) y probar que puesto que
U(0) = 0, se verifica U(t) = 0. Pero se tiene tras derivar que

( ) = fx1(t), 22(t), 2(t) = bay (21(8), 22())2 (£) — by (21(1), 72 (£))25(t)
f(@a(t), 22(8), U(t) + oo (t), 22(t)))—

(2.1.8) ¢z1(x1(t),x2( N1 (t), 22

- %2 (@1 (), w2(t)) fr (22 (t), 22
(8, U(1)),

ya que, evidentemente, z(t) = U(t) + ¢(x1(t), z2(1)).
De (2.1.8) se tiene que U verifica

!
o) (Ui =re.oe)
U@ =0o.
Como ¢ es una solucién de la ecuacién de (2.1.1), se comprueba que la funcién V(t) = 0
es solucién de (PO); basta sustituir la funcién nula en (2.1.8).
La unicidad de solucién para ecuaciones diferenciales ordinarias implica que nece-
sariamente, entonces, U(t) =0. O

Una lectura adecuada del lema anterior establece la unicidad para el problema de
Cauchy de la ecuacion de primer orden quasi lineal que estamos estudiando. A saber,
la existencia se obtiene construyendo la solucién con caracteristicas y el lema (2.1.4)
prueba que si una caracteristica tiene un punto en comun con una solucién, los tiene
todos.
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Podemos resumir el argumento de unicidad de la manera siguiente:

Si existiesen dos soluciones distintas para el dato dado, cada caracteristica pasando
por cada punto de la curva dato deberia estar contenida en ambas. Lo cual es una
contradiccién. [

Al igual que para las ecuaciones diferenciales ordinarias, se tiene un resultado
de dependencia continua respecto a los datos. Pasamos a precisar en que sentido
entendemos dicha continuidad y a probar el resultado.

Supongamos las curvas dato

donde ((s) y 3(s), coinciden fuera de un intervalo compacto.

Sean T'(t,s) y I'(t, s) las respectivas soluciones en forma paramétrica.
Entonces podemos escribir fijado s

I0(t,8) = T(t, s)[| <
< |B(s) — B(s)] +/0 {Z 1£:(T(r, 8)) — f:(T(r, )| + | F(T(r, s)) — F(T(r, s))|}dr.

Por las hipétesis de regularidad sobre fi, fo y f, aplicando el teorema del valor
medio sobre una bola de R3 que contenga los puntos donde las curvas dato no coin-
ciden, existe una constante K > 0 tal que

[f(T(t,5)) = F(T(t, )] < K[|T(t,s) = T(t,5)]l,

F(D(t9) = fi(D(t,9)| < K|ID(t,s) ~D(t,s)l| si i=1,2.

Por tanto, resulta

t
0, 8) = T(E, 8)l] < 18(s) = B(s)] + K/O 1T (u, ) — T(u, s)||du,
y por la desigualdad de Gronwall concluimos que

ID(t,5) = T(t, )| < [8(s) = Bs)le™,

lo que prueba la continuidad en el sentido de la convergencia uniforme sobre com-
pactos. El lector puede consultar cualquiera de los libros de ecuaciones diferenciales
ordinarias citados en las referencias para encontrar una prueba de la desigualdad de
Gronwall, aunque le sugerimos que intente demostrarla por si mismo en este caso
sencillo.
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El teorema de existencia y unicidad que acabamos de probar es de caracter local.
La pregunta inmediata es si estos resultados se pueden globalizar. La respuesta es
negativa si el concepto de solucion es el clasico, es decir, de una funcién con derivadas
continuas y que sustituida ella y sus derivadas en la ecuacién, la verifican identica-
mente.

El ejemplo que sigue es paradigmatico a este respecto. Se trata de una ecuacién
de Euler en una dimension.

Ejemplo 2.

Consideremos el problema de Cauchy

{ Zt(; (;“m i 2’(I)-

El sistema caracteristico es:

dr
dt
B
dr
du
hka— ¢
dr ’
y el dato parametrizado
ai(s) =s
az(s) =0
B(s) = h(s).

Por tanto tras integrar el sistema caracteristico se tiene que la solucién parametrizada
es

(2.1.9) T(r,s)= T

Si se eliminan s y 7 resulta
u = h(x — ut),

que es la solucién definida implicitamente.
En el plano zt las dos primeras componentes de la curva caracteristica que pasa
por el punto (s,0,h(s)) definen la recta

x = s+ h(s)t.
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Sobre dicha recta la tercera componente es constante y su valor es Z(r,s) = h(s), de
acuerdo con (2.1.9). Si se sigue la pauta de la prueba del teorema, la solucién sobre
tal recta tiene el valor de Z, es decir, también, u = h(s).

Para dos valores s; # sy las correspondientes rectas, proyecciones de las carac-
teristicas sobre el plano xt se cortan en un punto P dado por el valor del pardmetro

S2 — S1

i TP ey

),
si este estd bien definido.

Segun la observacién anterior, en dicho punto, de estar definida la solucién como
una funcién, deberfa tomar a la vez los valores h(s1) y h(sz2). Es decir, es en general
imposible definir globalmente una funcién solucién que sea derivable con continuidad.

Con el siguiente célculo quedard claro qué tipo de singularidad se tiene. Estudiando
la variacion de u, a lo largo de una recta caracteristica se tiene

Uy = I (8)8g,

pero
1

B 1+ W (s)T

Sg = [373]71

Por tanto si h'(s) < 0 tenemos que para 7 — t; = — se verifica que u, — oo.

1
h(s)
Entonces en tales puntos la funcién solucién deja de ser derivable con continuidad.

Si se recuerda la obtencion de la ecuacién en §1.7, puede observarse que hay una
expresion integral que no requiere la regularidad de la solucién y que es equivalente a
la ecuacién puntual cuando la solucién es regular. Para entenderlo mejor, escribamos
la ecuacién como la divergencia de un campo, es decir,

(2.1.10) A(u)s + B(u), =0,

o bien,
A'(w)us + B’ (u)ugy =0

y para que sea equivalente a la ecuacién uy + uu, = 0 debe verificarse que
B'(u) = uA(u).

El lector habra comprendido que lo que hacemos es multiplicar la equacién por A’(u),
y calcular una primitiva de A’(u) y de uA’(u), a la cual llamamos B.
Pero ahora tenemos que si a,b y ¢ son arbitrarios, por integracién de (2.1.10),

d b
(2.1.11) 0= a(/a A(u(z,t))dr) + (B(u(b,t)) — B(u(a,t)),
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que es lo que se conoce como una ley de conservacion.
Si suponemos que u € C'(R?), entonces (2.1.11) implica que u verifica la ecuacién
en derivadas parciales de partida, es decir,

uy + uuy, = 0.

Pero observamos que (2.1.11) es vélido para u con menos regularidad, por eso (2.1.11)
puede servir para definir lo que es una solucidn débil de la ecuacién (2.1.10).
Sea u una solucién débil de la ecuacién (2.1.10), que es regular excepto en una
curva
z=o(t),

a través de la cual la solucién tiene un salto finito.
Suponemos que ut = lim,_, 54+ w(x,t) y u~ = lim,_ ;- u(z,t) son finitos, en-
tonces, si a < o(t) < b, (2.1.11) podemos escribirlo como

o(t) b
0= %(/a A(u(z,t))dz + /U(t) A(u(z, t))dz) + (B(u(b, t)) — B(u(a,t)),

de donde efectuando los célculos se tiene

o o(t) b
0= GHOAGT) = A+ Bt 1) = Bluta ) + ([ Ao+ [ Ay
do a(t) b

(t)(A(u™) — A(u™)) + B(u(b, t)) — B(u(a,t)) — ( By (u)dx +/ B, (u)dx).

a

T dt
Por tanto, efectuando las dos tdltimas integraciones, tenemos

do, . B(u')—B(u")

(2.1.13)

"= A = A

que da la velocidad de propagacién de la discontinuidad en términos de la variacién
de Ay B en el salto de u. La condicién (2.1.13) se conoce como condicidn de choque.

Lo hecho para nuestro ejemplo tiene validez en casos muy generales que quedan
fuera del alcance de este texto. No obstante el siguiente ejemplo puede ser ilustrativo
pues pone de manifiesto como puede tenerse solucion débil global no regular.

Ejemplo 3.
Consideramos el Problema de Cauchy

P
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con
1 si <0

hz) =1 1—=x si 0<z<1
0 si 1<z,

Podemos encontrar solucién local con derivadas primeras continuas sit < 1. Ent > 1
las caracteristicas se cortan y no se puede tener solucién regular. Podemos definir
parat >1

14+t
1 si %
u(z,t) = . N -
sioz>—;
2 )
o 1+1¢ 1
que es una solucién débil, regular salvo en = = 5 t>1. El salto es s = 3.

Multiplicando la ecuacién (2.1.10) por una funcién ¢ € C°R?) e integrando por
partes, se obtiene

(2.1.12) /R (A(w)d + Blu)s,)drdt = 0.

Otra posibilidad de definir una solucién débil de (2.1.10) es pedir que se verifique
(2.1.12) para toda ¢ € C*R?), que no depende de que u sea regular.

Este concepto de soluciéon débil es el conocido como solucion en sentido de dis-
tribuciones. Este contexto da gran fluidez de cédlculo pero queda también para un
estudio mas avanzado del que aqui se pretende.

Debemos, sin embargo, reflexionar en el calculo que hemos hecho. La solucién en
un sentido clésico, entendida como funcién derivable, puede existir sélo localmente.
Entonces se extiende el concepto de solucién a costa de tener comportamientos mas
complicados.

2.2.- Ecuacion general de primer orden
Sea la ecuacion
(2.2.1) F(x1, o, U, Uyp,y , Uy,) = 0,

donde se supone que F € C2Q), siendo 2 C R? x R? un dominio abierto, y tal que es
aplicable el teorema de la funcién implicita, respecto a us,, 0 bién respecto a uy,.
Es clésico notar p = u,, v ¢ = ug,, de manera que la ecuacion se escribe entonces
como
F(‘Tla T2,U,p, q) =0



71
y la condicién para que sea aplicable el teorema de la funcién implicita resulta entonces
|Fp| + |Fy| >0, en todo punto (x1,z2,u,p,q) € .

Notaremos por * la proyeccién de € sobre R?, espacio de las variables (21, 72, u).
De esta forma podemos imaginar €2 como formado por puntos de 2* a los cuales se
les asignan vectores de la forma (p,q, —1).

2.2.1. Definicién.
Diremos que la funcion ¢ definida en un abierto G C R? es una solucién de la
ecuacidn (2.2.1) si se verifican:

(1) ¢ €C?G),
(2) F(x17x2’¢(x1ax2)a¢x1 (x17x2)7¢r2(5ﬂ1a$2)) =0 para cada (1'1,(E2) eq.

La condicién de regularidad que pedimos a ¢ es consecuencia de la regularidad
exigida a F', que estd motivada tUnicamente para simplificar los argumentos en la
demostracion de los teoremas de existencia y unicidad.

La condicién 2) supone en particular que

($1,$27 ¢(x17x2)7¢11 ($1,$2), (bfl’z (xl,il'g)) € Q.

Es bastante sorprendente que para la ecuacién general también se obtenga el re-
sultado de existencia y unicidad local, mediante la integracién de un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias, como ocurria en el caso més sencillo de la ecuacién
quasi lineal.

También en este caso va a ser transcendental la interpretacion geométrica que
podemos hacer de la ecuacién en derivadas parciales (2.2.1). La geometria es un poco
mas complicada en el caso general, pero tan ilustrativa como en el caso quasi lineal.
. Qué significa la ecuaciéon geométricamente? Fijemos un punto (29, 29,u") € Q* y
supongamos que ¢ es una solucién de la ecuacién (2.2.1) definida en cierto abierto G,
tal que u® = ¢(29,29). Si (p,q,—1) designa al vector normal a la grafica de ¢ en el

punto (29,29, u%), necesariamente ha de verificarse que

F(:Etl)?‘rgauovpa q) = O'

Por tanto, para encontrar superficies solucién que pasen por un punto hay que bus-
car entre aquellas cuyo vector normal tiene sus dos primeras coordenadas satisfa-
ciendo la ecuacién no lineal F(z9,29,u", p, q) = 0. En otras palabras, fijado un punto

(29,29, u%) € Q*, la ecuacién en derivadas parciales (2.2.1) seleccciona los pardmetros
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p vy g, de forma que (p,q,—1) es el vector normal a un plano pasando por el punto
fijado y que es el candidato a ser un plano tangente a una superficie solucién.

La envolvente de esta familia de planos es un cono, el cual recibe el nombre de cono
de Monge en honor del matemédtico francés G. Monge, quien introdujo este método
para abordar el problema. Asi pues, mientras que en el caso quasi lineal la ecuacién
asigna a cada punto un vector, en el caso general asigna a cada punto el cono de
Monge correspondiente. Como se ve, la geometria es en efecto méas complicada.

Determinar el cono de Monge que la ecuacién asigna a cada punto es nuestra tarea
inmediata. Sea P° = (29,29,4°%) € Q* un punto fijado; el cono de Monge es la

envolvente de la familia de planos
(2.2.2) { (X1 —ad)p+ (X2 —af)q=U —u°
F('r(l)7 x(2)7 UO,I% q) =0.

Como por hipétesis |F,| + |F,| > 0, podemos suponer que, por ejemplo, F, # 0y, por
tanto, que F(29,29,u% p,q) = 0 define implicitamente a p como

(2.2.3) p = f(z?,29,u°q).

Es decir, en realidad (2.2.2) es una familia uniparamétrica de planos. Como con-
secuencia las generatrices del cono de Monge en el punto P° se obtienen como la
interseccién de los planos en (2.2.2) con

dp

0= (X1 - I?)d—q + (Xp — 5)
Pero derivando implicitamente con P° fijo, tenemos que
dp
de—q + Fq - 0

por lo que, tras un cdlculo algebraico elemental, las generatrices del cono de Monge
escritas en forma continua son
F(x(l)?‘/l"g’u07paq) =0
X, —af B Xy — a9 B U—u°
Fy(af,23,u%p,q)  Fy(af,23,u’ p,q)  pFp(af, 29, u%p,q) + qFy(2?, 25,4’ p,q)’
Llamaremos curvas de Monge a las que en cada punto son tangentes al cono de
Monge, es decir, son las soluciones del sistema diferencial ordinario

dlL’l

E = Fp(xlax%uvpaQ)

dlL’Q

E = Fq(zl,xz,u,p,q)

du

% :pr(xl,IQ,U,p,q) +qu(Ilax27uap7q)
F(Jfl,IQ,U,p, Q) =0.
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Es claro que, en general, se tiene un parametro libre, o dicho de otra forma por cada
punto de 2* pasa una familia uniparamétrica de curvas de Monge. Ahora bien, si una
curva de Monge,

(21(2), 22(t), u(t)),

se supone situada sobre una superficie solucién u = ¢(x1, z2) entonces la normal a la
superficie a lo largo de la curva ha de variar siguiendo las ecuaciones,

dp dzy dzo
% :pwlﬁ'f'pmzﬁszle"‘szFq
dq dry dzo

dt Zleﬁ +Qx2%:qg:1Fp+qMan

donde los valores de py,, D,y Gz, ¥ ¢z, Se calculan derivando en la ecuacién respecto
a r1 vy x2. Més precisamente, derivando se tienen las dos ecuaciones siguientes

{le+pFu+Fppm1+Fqu1 =0
F$2+un+Fppx2+Fqu2 =0,

y por hipétesis ¢ tienen derivadas segundas continuas, entonces se tiene que py, = ¢, ,
por el teorema de Schwartz sobre la igualdad de las derivadas cruzadas. Por tanto,
despejando, resultan las ecuaciones que deben satisfacer p y ¢ a lo largo de la curva
de Monge situada sobre la superficie solucién y que son

dp
a ~Fe — Pl
dq
a ~Fe: —aFu

De esta manera a la solucién u = ¢(z1, z2) le hemos asociado una familia de curvas
de Monge situadas sobre su grafica tales que los parametros p y ¢ satisfacen el sistema

dxl
E :Fp(x(l)vxgau()?paq)
dxg
E =Fq(x(1),mg,u0,p,q)
du 0 .0 .0 0 .0 ,0
E :pr(xlﬂx%u ,p,q)—l—qu(CEl,xQ,u 7p7Q)
d
d_]_z = _le _pF’LL
d
d_z = _FCEQ _un
F($(1),£U(2J,u0,p,q) =0.

Las cinco ecuaciones diferenciales se llaman sistema caracteristico relativo a la ecuacion
en derivadas parciales de primer orden.
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Parece natural intentar construir soluciones de la ecuacién en derivadas parciales
por integracién del sistema caracteristico con datos iniciales verificando

F(:L’?,l'g, uO’pO’ qO) =0.

La primera dificultad es que en apariencia el sistema formado por las cinco ecuaciones
diferenciales y la condicién sobre los datos es sobredeterminado. A este respecto
observemos que si se tiene una solucion del sistema caracteristico,

(@1 (2), 22 (1), u(t), p(t), 4(t)),

y llamando
g9(t) = F(z1(t), z2(t), u(t), p(t), q(t)),

se verifica

dry dzo du dp
() y“dt+ ’”2dt+ “dﬁL Pt Tt

:F$1FP+szFq+Fu<pr+qu)+Fp(_Faz1_pFu)+Fq(_Fzz_un)Eo

dq

Es decir, la funcién F' es constante sobre las caracteristicas, de forma que si en ¢t =0

se verifica que 0 = F(29, 29, 4%, p°, ¢°), entonces se verifica

0= F(z1(t), z2(t), u(t), p(t), q(t)),

en todo t € I, intervalo de definicién de la caracteristica. Esto se traduce en que la
sexta condicién es compatible con el sistema de ecuaciones diferenciales caracteristico
y, por tanto, que el problema es soluble.

Conviene ahora reflexionar sobre el significado geométrico del sistema caracteristico
y de sus soluciones.

Una solucién del sistema caracteristico debe entenderse como una curva en el es-
pacio R3, (z1(t),x2(t),u(t)) y, a lo largo de ella, una familia de planos cuyo vector
normal es (p(t), q(t), —1). Observemos que

(2.24) u'(t) = 21 (t)p(t) + 25 (t)q(t),

es decir, se trata de planos tangentes a la curva.

Para t, fijo el punto correspondiente, (29,29, 4%, p°, ¢°), de la solucién del sistema
caracteristico serd llamado un elemento de banda, en el sentido que las dos ultimas
coordenadas son las componentes de un plano tangente. A las soluciones del sistema
caracteristico las llamaremos bandas caracteristicas por verificar (2.2.4) y diremos que
(z1(t), z2(t), u(t)) es la curva caracteristica soporte.
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El resultado que sigue establece que toda solucién de la ecuacion en derivadas
parciales estda engendrada por bandas caracteristicas. Fste resultado es en realidad
un resultado de unicidad como veremos; ademas indica como deben de construirse las
soluciones. En concreto establece que dada una solucion de la ecuacion en derivadas
parciales, si tomamos un punto de su gréfica y el vector normal al plano tangente a ella
en dicho punto, la banda caracteristica con tales datos iniciales, verifica que su curva
caracteristica soporte, (x1(t), z2(t), u(t)), estd contenida en la superficie solucién para
todo t, siendo ademds (p(t), q(t), —1) el vector normal a la superficie solucién en el
punto (1 (), 22(t), u(t)).

2.2.2. Lema.
Sea (x1(t), x2(t), u(t), p(t), q(t)) banda caracteristica definida en el intervalo I y sea
u = ¢(x1,22) solucidn de F(x1,x2,u,p,q) = 0. Si para algin ty se tiene que

(2.2.5) p(to) = du, (z1(t0), z2(t0))

(226) p(t) = ¢, (xl(t

Demostracion.
Sea

(I[l)v ‘Tg’ uovpov q()) = (xl(to)v xQ(t0>7 U(to),p(to), q(to)),

verificando la hipdtesis (2.2.5). Consideramos las ecuaciones diferenciales

(227) { xll(t) = Fp(m17$27¢(x1ax2)a¢m1 (x17m2)7¢z2(x17$2))

xIZ(t) = Fq(x17x27 ¢(I15 ‘TQ)’ d)xl ('IlaIQ)a (bxz (xlva))v

que resultan de sustituir en las dos primeras ecuaciones del sistema caracteristico la
solucion y sus derivadas parciales. Si consideramos el dato inicial

(z1(to), x2(to)) = (2, 23)

el sistema (2.2.7) tiene una solucién unica, (y1(t),y2(t)), pues el sistema estd en las
hipotesis del teorema de existencia y unicidad de Picard por las condiciones exigidas a
F. (Véanse las referencias sobre ecuaciones diferenciales ordinarias de la Bibliografia).
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Si definimos z(t) = ¢(y1(t), y2(t)), tenemos que la curva (y1(t), y2(t), 2(¢)), estd
sobre la superficie soluciéon. Ademds derivando se tiene que

dy: dy2
2 (t) = ¢x1% +¢$2E = ¢z, Fp + Qu, Fy

(228) ;1 (t) = ¢w1w1yll (t) + ¢1211y/2(t) = (bwlfDle + ¢$2$1Fq
252 (t) = ¢12z1y/1 (t) + ¢zzzzyl2(t) = ¢m2x1Fp + ¢zzzqu

y donde (b(x(l)’wo) = uO, ¢r1 (xtl)’wo) = pO y (;5172(95(1)71’(2)) = qo' Como u = ¢($1,$2) es

solucién también se verifica F'(x1, 2, ¢(x1, T2), g, (1, T2), Pz, (21, 22)) = 0, derivando
respecto a x; y a xo tenemos

(2 2 9) { Foy + Fupe, + Fp¢m1m1 + Fq(bmzl =0

F'ﬂz + Fu¢z2 + Fp¢fﬂ1fﬂ2 + Fq‘brzzz =0

De (2.2.9) obtenemos el segundo miembro de (2.2.8), es decir, las dos tdltimas ecua-
ciones de (2.2.8) se transforman en

doy

dtl :_(bwlFu_le
doy

dtz :_(bwzFu_FwQ-

En resumen, las funciones

(yl (t)’ Y2 (t)7 Z(t)v ¢m1 (yl (t)7 Y2 (t))’ ¢£E2 (yl (t)’ Y2 (t)))

son soluciones del sistema caracteristico con el mismo dato inicial que satisface la
banda caracteristica considerada y

F(yl (t)> Y2 (t)’ Z(t), (b:m (yl (t)7 Y2 (t))v ¢12 (yl (t)’ Y2 (t))) =0.

Por el teorema de Picard aplicado al sistema caracteristico, hay una tunica solucién,
es decir,

(21(2), 22(t), u(t), p(t), 4(t)) = (41(2), y2(t), 2(£), Pa, (Y1 (2), Y2 (1)), Py (Y1 (1), y2(1)))
|

Tras el lema (2.2.2) parece natural que la forma de proceder para construir solu-
ciones de la ecuacién en derivadas parciales (2.2.1) sea la siguiente:

Para una banda inicial dada, calcular las bandas caracteristicas que la tienen por
dato inicial.
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Sea una curva dato (29(s),z3(s),u’(s)) regular. Para tal curva dato hallamos
funciones (p°(s), ¢"(s)) que verifiquen
i) Condicion de banda.-

(p°(s),q°(s), —1) es un vector normal a la tangente a (29 (s),z9(s),u’(s)) en cada
s, es decir,

day dxz) du®
2.2.10 —Lp0p 20 = T
( ) ds Pt ds 9 ds

ii) Condicion de compatibilidad.-
Para la banda inicial resultante,

(@9(s), 23(s), u’(s), p°(5),4°(5)),

se satisface
(2.2.11) F(a(s), 25(5),u’(5),p°(s),4°(5)) = 0,

que es la condicién sobre los datos iniciales para que el sistema caracteristico no sea
sobredeterminado.

Por razones analogas a las argumentadas en el caso quasi lineal supondremos que
la curva dato no es tangente a las caracteristicas en ningin punto. De esta manera
es de esperar que se pueda generar plano tangente.

Es claro que para que no sea tangente a las caracteristicas, su vector tangente
no tiene que ser colineal con el segundo miembro del sistema caracteristico, es decir,
debemos imponer la condicion de transversalidad siguiente
(2.2.12)

da dx)

det < 0 0 dg 0 0 0 0 dg 0 0 ) 70,
Fp(x1(5)7 1‘2(5), u (5)7]7 (8)7 q (S)) Fq(Il(S), I2(5)7 u (S),p (S)a q (5))
la cual excluye simultdneamente la posibilidad de que la curva dato tenga tangente
paralela al eje u.
Con estos prerrequisitos podemos formular precisamente el problema de valores
iniciales para la ecuacién (2.2.1).

Problema de Cauchy.
Sea la ecuacion
F(x1, 29, U, Uy, Usgy) =0

bajo las hipotesis generales.
Dada una banda inicial,

(29(s), 25(s), u"(5), (), 4" (5)),
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verificando (2.2.10), (2.2.11) y (2.2.12), se trata de obtener una solucién de la ecuacién,

¢:GCcR?—R,

tal que
p(aQ(s),25(s)) = u(s)
by (29(s),23(s)) = p°(s)
Ga, (2(s),23(s5)) = ¢°(s).

A continuacién demostramos el resultado de existencia y unicidad para el problema
de Cauchy.

Se van a utilizar el teorema de la funcién inversa, de nuevo el teorema de Cauchy-
Picard y el teorema de Peano de derivabilidad respecto a parametros, de los cuales
hemos dado ya referencias con anterioridad.

2.2.3. Teorema.
Sea la ecuacion en derivadas parciales

(2213) F(I13I23u3p7 q) =0

donde la funcion
F:QCR*xR? —R

tiene derivadas segundas continuas en Q y verifica |F,| + |F,| > 0. Sea (z9(s),x3(s))
0
s

s
yu®(s), definidas en I C R y con derivada seqgunda continua en I. Sean p°(s) y ¢°(s)
con derivada primera continua en I satisfaciendo:
i).- Condicidn de banda,
da)

(2.2.14) P (8) + 2 (8)6°(s) = = (9)

F(29(s), 23(s),u’(s),0°(s),4°(5)) = 0.

i1).- Condicidn de transversalidad,

(2.2.15)
dx? dx)
et ( “Ls) “2(s) ) 0.
Fp(29(s), 29(s),u"(s),p°(s),¢"(s))  Fy(x9(s),29(s), u(s),p°(s),¢"(s))

Entonces existe un entorno G C R? de la curva (z9(s),2z9(s)) y una tnica funcidn

¢: G — R tal que:

(2.2.16)

=0 para cada (x1,22) € G
u
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Observacion.-De forma implicita estamos suponiendo que

(9(s), 23(5),u’(5), (). ¢°(s)) € @

Demostracion.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales caracteristico con dato inicial
la banda del enunciado, es decir, para cada s € I se considera,

% =F,, 21(0) = 29(s)
% =F,, 22(0) = 29(s)
Z_? = —Fy, —pFu, p(0) =p°(s)
% =—F,, — qF,, q(0)=4"(s).

Por el teorema de existencia y unicidad para el problema de Cauchy de ecuaciones
diferenciales ordinarias, existe una tnica solucién. Por las hipotesis de regularidad de
F y de la banda dato, se concluye que la solucion

x1 = Xi(s,t)
xo = Xa(s,t)
u= U(s,t)
p=P(st)
q= Q(S’t),

es derivable con continuidad respecto a s y t.
Por (2.2.14) y la compatibilidad se tiene que

F(Xl(s7t)aX2(sat)’U(S’t)aP(sat)aQ<87t)) =0.

Por (2.2.15) y satisfacerse los datos iniciales tenemos que (X(s,t), Xa(s,t),U(s,t))
define una superficie paramétricamente en un entorno de la curva dato. En efecto, el
rango de la matriz jacobiana de (X1, X5, U) respecto a (s,t), es dos en un entorno de

la curva dato, pues
Xls X2s
det ‘ =
< Xt Xot )
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por la condicién de transversalidad (2.2.15).
Como consecuencia de la observaciéon anterior y del teorema de la funcién inversa
se puede definir en entornos convenientemente pequenos de los puntos de la curva

dato,
s = s(xy,x2)
{ t = t(!El, 372)
Entonces podemos considerar las funciones compuestas
u=U(s,t) =U(s(x1,22),t(x1,22)) = u(x1,22)
p = P(s,t) = P(s(x1,22),t(x1,22)) = p(a1,22)
q=Q(s,t) = Q(s(z1,22),t(x1,22)) = q(71, 72)

Ademaés, como
F(X1(s,t), Xa(s,t),U(s,t), P(s,t),Q(s,t)) =0,

se tiene, sustituyendo

F(xy, 22, u(z1, 22), p(21,72), (21, 22)) = 0.

Para terminar la demostracién del teorema lo inico que falta establecer es que
u:rl :pyuibg :q

Este extremo va a exigir algunos cédlculos que pasamos a efectuar a continuacién.

Consideremos la funcién

f(Sat> = Us - PXls - QXQS;

que para t = 0 verifica f(s,0) = 0 por la condicién de banda (2.2.14). Queremos
establecer que f es identicamente nula, lo que geométricamente significa que para
cada t fijo, (P,Q,—1) es un vector normal al plano tangente a (X, X5,U). Para
establecer que f(s,t) =0, se deriva respecto a t, es decir,

of

(s 1) =
8t (87 )
= Ust — PtXls - PXlst - QtXQS - QXZSt ==
0
= %(Ut —PXy — QXop) + Pe X1y + Qe Xor — P X1 — Qe Xos =

:FPPS+FQQS+(FI1+FUP)X18+(F12+FuQ)X257

pues Uy — PX1; — QX5 = 0 y por las ecuaciones del sistema caracteristico. Si se suma
y se resta F, U, y se reordenan términos se obtiene

of

(s t) =
8t(8’)
:F11X15+F12X2s+FuU5+FpPs+Fqu_Fu(Us_PXl,s_QXZS):
=F,—F,f =-F,f,
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ya que Fs =0 por ser F(X1(s,t), Xa(s,t),U(s,t), P(s,t),Q(s,t)) =0.
Llamemos y(t) = f(s,t) para s fijo. Se ha obtenido la ecuacién

y'(t) = —Fuy(t)
que tiene como solucién .
o(6) = yO)eap(~ [ Fuar)
Como se tiene que y(0) = 0 resulta que f(s,t) =0, que se traduce en
Us = PX1s + QXas.

Esta ecuacion y la tercera ecuacion caracteristica da el siguiente sistema,

Uy= PXy,+QXs,
(2.2.17) { 1+ QX

U= PXiu+QXy

Ademsés, teniendo en cuenta que U (s, t) = u(X; (s, t), X2(s,t)) y que, por ser funciones
inversas,

{ T :Xl(s(x17x2)7t(x1’$2))
T2 = X2(S(xl?x2)>t(xl7x2))a

se tiene
{ Us = Ulels + umgX2s

Ui = g, Xip + ug, Xog

En consecuencia
(2.2.18) (P,Q) = (g, s,)
por ser soluciones de un mismo sistema lineal determinado, ya que
Xls X2s
det 0
(Xu th) 7
por la condicién de transversalidad. Pero (2.2.18) se traduce en que

{P(s,t) = Uy, (X1(s,t), Xa(s, 1))
Q(s,t) = ug,(X1(s,1), Xa(s,1)),

o bien,
{ p(l’l,lL'Q) = Ug, (xlv*xQ)

q(z1,22) = Uy, (21, T2).
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De esta forma queda establecido que u(z1, x2) es solucién de la ecuacién. Que verifica
el dato inicial es la siguiente sencilla comprobacién:

Uq, (21(5), 23(s)) = p(a(s), 25(s)) = p(X1(s,0), Xa(s,0)) = P(s,0) = p°(s),
U, (21(5), 23(s)) = q(a(s), 23(s)) = a(X1(s,0), X2(s,0)) = Q(s,0) = ¢°(s)

Por tltimo, la unicidad es consecuencia directa del lema (2.2.2). Para establecerla,
supongamos que existe otra solucién v = 1(z1, z2), definida en un entorno de la curva
dato. Trabajaremos en el entorno intersecciéon del dominio de v y del dominio de v.
Como el dato inicial (29(s),z9(s),u’(s), p"(s),¢°(s)) es comin a las dos soluciones,
la banda caracteristica es comin también a las dos soluciones segin el lema (2.2.2).
Si tal banda es

T :Xl(sat); T2 :XQ(S,t), u:U(s,t), p:P(S,t), q:Q(svt)

se tiene
v(X1(s,t), Xa(s,t)) =U(s,t) = u(X1(s,t), Xa(s,t))

Y esto concluye la prueba. 0O

Como en la seccién 2.1 el resultado es local. Notese que demostramos la existencia
en el entorno de cada punto de la banda dato. El entorno de la banda es la unién
de tales entornos y la solucion estd bien definida dado que por la unicidad sobre las
intersecciones de los entornos tiene un solo valor.

Para acabar esta seccién ensayamos lo aprendido hasta ahora aplicindolo a un
ejemplo que viene de la ()ptica Geométrica: La ecuacién eikonal.

Ejemplo.
Consideremos la ecuacién
P+ =1

Desde el punto de vista geométrico la ecuacion puede interpretarse como sigue. Sea
(p,q,—1), vector normal a una superficie solucién, la proyeccién sobre el plano z1xs
segun la ecuacién tiene longitud 1, de forma que en el vector es = (p,q,—1) y el eje
u forman un angulo tal que

arctan(—1) = 6,

. . ™ .
0, lo que es equivalente, el plano tangente forma un angulo de 1 con el eje u.

En 6ptica geométrica las lineas de nivel de las soluciones son llamadas frentes de
onda y las curvas caracteristicas rayos.
Es evidente que la ecuacion satisface las condiciones de regularidad en

Q=R3x (R?-0).
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Un sencillo cdlculo pone de manifiesto que el cono de Monge en el punto (29, 29, u)
viene dado por las ecuaciones,

(u—u®) = plzr —29) + q(z2 — 29)
it —[IJ? . X2 —.’Eg

2p 2
1= p?+ 4>

El sistema caracteristico es entonces

= 2
d

j—f: 0

== 0

1= p+d

y sustituyendo la sexta ecuacién en la tercera el sistema se transforma en

du
le—t: 2
g—lt’: 0

cuyas soluciones se obtienen por integracion elemental y resultan ser

vy = 2p°t+ 2
o = 2¢°t + 29

u= 2t4+u°
= pO
g= ¢




84

Es claro ahora el porque del nombre de rayos que reciben las caracteristicas.
Dada una curva dato en R3,

F(S) - (O‘(S)Hg(s)a’}’(s))a
los datos iniciales que se consideran para el sistema caracteristico son las bandas
obtenidas resolviendo el sistema

AL
()] + [ (s)]* = L.

El signo del discriminante de la ecuacién de segundo grado que resulta de eliminar ¢°
entre las dos ecuaciones es el mismo que la expresion

D =[P+ 8T - [y
Por tanto, si D < 0 no hay solucién real y si D > 0 hay dos posibles bandas iniciales
asociadas a la curva dato, a las cuales hay que imponer la condicién de transversalidad

¢’/ —p°B' # 0.
Una vez obtenida la banda inicial se tiene la solucién en paramétricas como en la
prueba del teorema, por integraciéon del sistema caracteristico.
Obsérvese que si y(s) es constante se verifica que D > 0 y tenemos solucién que se

escribe en paramétricas,

v = 2p°(s)t + a(s)

w2 = 2¢°(s)t + B(s)

u= 2t+(s)

p=p(s)

a=¢°(s).

2.3.- Clasificacién de ecuaciones en derivadas
parciales de segundo orden.

Tras el estudio del problema de Cauchy para las ecuaciones de primer orden que
se ha hecho en las secciones anteriores, parece natural plantear el mismo problema
para ecuaciones de orden superior. Nos limitaremos a dar algunos resultados de
caracter cualitativo general, para ecuaciones de segundo orden y sélo en lo referente
a la estructura algebraica de la ecuacion, que es lo que permitird la clasificacion en
tipos.

Comenzamos por estudiar algunos ejemplos que ayudan a ver los diferentes com-
portamientos del problema de Cauchy segtn las ecuaciones.

Todos ellos tienen en comin que se trata de ecuaciones de orden dos en R? y que,
por tanto, fijamos dos datos; el valor de la funcién y de la derivada respecto a la
direccién normal en una recta.



85

Ejemplo 1. Consideremos el problema siguiente
Ugt =0

(2.3.1) u(z,0) = ¢o(x)
u(z,0) = ¢1(x).

Suponemos los datos regulares, por ejemplo, con segunda derivada continua.
Sea u(zx,t) una solucién cldsica, es decir, una funcién con segundas derivadas con-
tinuas que verifica la ecuacién puntualmente. Entonces, en particular, se verifica

0= U:L’t('rvo) = (bl,x = ¢I1(x)7

es decir, ¢1 necesariamente es constante. En consecuencia el problema (3.2.1) no es
soluble para cualquier dato; pero, ademas, si se supone la condicién de compatibilidad,
¢1 = ¢, donde c¢ es constante, por integracién elemental se tiene

u(z,t) = a(t) independiente de =,
por lo que todas las funciones verificando la ecuacién son de la forma
u(z,t) = wi(x) + wa(t)
De esta manera si tomamos una funcién ws(t) = ct + at? con a arbitrario,
Ug(x,t) = do(x) + ct + at?,

es solucién.
Tenemos asi una alternativa extrema
i) El problema (2.3.1) no es soluble si ¢; no es constante.
ii) Si ¢y es constante, el problema (2.3.1) tiene infinitas soluciones.
Como el lector ha comprendido la eleccién de ws solo requiere que wy(0) = 0y
wh(0) = c. Por ejemplo, we = ct +t", 1 > 0, son elecciones vélidas.

Ejemplo 2. Consideramos ahora el siguiente problema para la ecuacién del calor

(2.3.2) u(z,0) = ¢o(x)
ut(SC,O): d)l(gj)a

con datos regulares. Entonces en particular
d1(2) = ue(x,0) = ugy(z,0) = ¢y ().

Es decir, es un problema sobredeterminado. En este caso es més natural el resultado
pues respecto a la variable ¢, la ecuacién del calor es solo de orden 1.
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Ejemplo 3. El problema que sigue requiere el uso de algunos resultados béasicos de
variable compleja. (Si fuese necesario, el lector puede encontrarlos en L. V. Ahlfors, ”
Complex Analysis”, Mc Graw Hill, 1979 )

Ugy +Uyy =0 en y>0
(2.3.3) u(zx,0) =0
uy(z,0) = h(z).

Una funcién u(z,y) con segundas derivadas continuas y verificando la ecuacién es
llamada armdnica y se verifica que u = Rf(z) para f = u + v funcién analitica en
y > 0.

El principio de reflexion de Schwarz prueba que en nuestras hipdtesis la funcion

e
ﬂ”{ﬂa

Y

z>0
z <0,
donde f = u — iv es la funcién conjugada de f, es analitica. Ademés Rf = @ donde

u(z,y)  y=0
u(z,—y) y <0,

M%w={

y por tanto es analitica real. Pero en particular, @(z,0) y u,(z,0) son analiticas
reales. En consecuencia, si h no es analitica no hay solucion, o dicho de otra forma el
problema (2.3.3) es sobredeterminado. Podemos enunciar entonces que el problema
de Cauchy para la ecuacién de Laplace es sobredeterminado.

Ejemplo 4. Por dltimo vamos a analizar otro problema de valores iniciales. Se trata
de la ecuacién de ondas.

U — Ugy =0
(2.3.4) u(x,0) = f(z)
ur(x,0) = g().

Si se hace el cambio de coordenadas
{ X= i(z+1)
1
= 3
la ecuacidn se transforma en

(2.3.5) uxt =0

(véase la Seccién 4.1 para encontrar todos los detalles).
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Como se vio en el ejemplo 1 la solucién general de (2.3.5) es
w(X,T) = w1 (X) +we(T),
o bien en las coordenadas primitivas
u(z,t) = wi(z +t) + wa(z —1).
Si se imponen los datos se obtiene de manera unica que la solucién de (2.3.4) es

T T — ot
oy = LI

que es la conocida como férmula de D’Alambert. (Véase Seccién 4.1.)

Si se reflexiona sobre los ejemplos anteriores lo tnico que parece claro hasta el
momento es que el problema de Cauchy respecto a existencia y unicidad de la solucién
depende de alguna misteriosa relacion entre la ecuacion en derivadas parciales y la
superficie donde se prescriben los datos.

Analizaremos brevemente qué es lo que ocurre estudiando las ecuaciones de segundo
orden en dos variables independientes. Asi, la ecuacién lineal general es
(2.3.6)
ail (.’E, y)uacx +2a12 ((E, y)uzy +ag2 (l’, y)uyy +b1 (:L'v y)u:v +b2 (xv y)uy"’_c(‘ra y)’LL = f(xa y)

Para tratar de encontrar una forma equivalente y sencilla de la ecuacién (2.3.6), se
considera el cambio de variables

(2.3.7) { t= oy

es decir, funciones regulares en R? tales que su jacobiano es distinto de cero. En
estas hipdtesis (2.3.7) es un cambio de variables local. Supondremos ademds que la
aplicacién (2.3.7) de R? en R? es biyectiva.
Respecto a este cambio de variables las derivadas se transforman como sigue
Uy = Uty + UsSq,
Uy = Ugly + UsSy,
(238) Ugy = utt(tw)z + 2utstw5w + uss(sw)z + uttwm + UsSzx,
Uyy = Upe (ty)? + 2usstySy + Uss(5y)? + Urtyy + UsSyy,

Upy = Ulaly + Urs (T2 Sy + tySz) + UssSaSy + Uslzy + UsSay.
Sustituyendo en la ecuacién (2.3.6) se obtiene

Q11U + 2002Us + ootss + R(E, S, u, up, us) = 0,
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donde R es una funcién lineal en u, u;, us y es independiente de las derivadas segundas.
Los nuevos coeficientes son

11 = a1 (ty)? + 2a1at,ty + as(ty)?,
(2.3.9) o2 = anitesy + ar2(tasy + tysa) + azatysy,

oo = ap1(sg)* + 2a125,5y + a22(8y)2.
Observamos que «q1 y (g9 tienen la misma forma. Una manera de simplificar la
ecuacion es intentar encontrar el cambio de variables de forma que

11 = 0= a929.

Pero esto es equivalente a encontrar dos soluciones de la ecuacién en derivadas par-
ciales de primer orden

(2.3.10) a11p” + 2a12pq + a22¢” = 0,

que tengan jacobiano no nulo. Si ¢(z,y) es solucién de (2.3.10), a la curva ¢(x,y) = ¢
la llamaremos curva caracteristica de la ecuacién en derivadas parciales (2.3.6). El
resultado de si existen dos curvas caracteristicas por cada punto, serd positivo o no,
dependiendo de cuantas bandas iniciales asocia la ecuacién a cada punto, y ello es
equivalente a estudiar el discriminante de la ecuacién de segundo grado

CL11)\2 + 2a12A + ags = 0.

En funcién de este discriminante clasificaremos la ecuaciéon. Sea D = a%Q — a11G22
entonces,

1) La ecuacién (2.3.6) es de tipo hiperbdlico si y sélo si D > 0.

2) La ecuacién (2.3.6) es de tipo eliptico si 'y sélo si D < 0.

3) La ecuacién (2.3.6) es de tipo parabdlico si y s6lo si D = 0.

A) Es claro que en el caso de ser la ecuacién de tipo hiperbédlico puede conseguirse que
a11 = 0 = agg,

eligiendo ¢ y % soluciones independientes de la ecuacién (2.3.10). En este caso la
ecuacion se reduce a su forma normal

(2.3.11) s = F

donde F' = i Si ahora hacemos el cambio
Q12

X= L(s+1)
(2.3.12) 2
T = 5(8 —t)
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la ecuacién (2.3.11) se transforma en la ecuacién de ondas
(2313) uxx —urrt = 4F,

es decir, la ecuacién de ondas es la forma candnica de las ecuaciones de tipo
hiperbdlico.

B) Si la ecuacién es de tipo eliptico, es decir, D < 0, podemos tomar las bandas
iniciales con valores complejos, obteniendose de esta forma una solucién de (2.3.10),
t = ¢, que tiene valores complejos. Ademds la conjugada compleja s = ¢ de ¢ es
la otra solucién independiente. Se deja al lector comprobar todos los extremos
formales de estas aseveraciones.
Se puede ahora seguir el mismo proceso que en el caso hiperbdlico y, para no
trabajar con cantidades complejas, podemos considerar el cambio de variables

1
(2.3.14) 1
Y= —(s—t
5; (5~ 1)
que provee la forma normal
(2.3.15) uxx +uyy = 4F

Como vemos la ecuacién de Poisson o, si se prefiere, la ecuacién de Laplace no ho-
mogénea, es la forma candnica de las ecuaciones de tipo eliptico.

C) Si D =0, es decir, si la ecuacién (2.3.6) es de tipo parabdlico, tenemos una unica
banda que proporciona una solucién ¢ = ¢(z,y). Tomamos una funcién arbitraria
que complete el cambio de variables s = i(z,y). Obsérvese que por ser D = 0

tenemos
a12 = /A11v/A22,
de donde,
o] = (\/alltw =+ «/aggty)Q =0.
Entonces

a2 = a1ty S, + 012(tx8y + tysx) + a22ty5y =
= (\/alltm + \/aggty)<\/a118$ + w/a228y) =0.

En resumen, la ecuacién se reduce a la forma candnica

(2316) Uss = G7

donde G = i
Q22
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La ecuacién del calor es un caso de ecuacion de tipo parabdlico.

Como puede verse las ecuaciones tipo aparecen como Formas Candnicas de las
ecuaciones de segundo orden. Los nombres adjudicados a cada clase son motivados
por la siguiente observacién. Cada clase corresponde al caso que la forma cuadrética

ailp a2 x
(. y)
a1z a2 Yy
represente geométricamente a una hipérbola, una elipse o una parabola, respectiva-
mente.

De esta forma es natural extender este tipo de clasificacién a ecuaciones en RY.
En efecto, sea la ecuacion de segundo orden

P(z,D)u = Z @i (T)Ug, o, + Zbl(z)umq +e(x)u+ f(z) =0, a; =aj;,
i=1

i=1,j=1
a la que asociamos la ecuacion de las superficies caracteristicas que por analogia al
caso de n =2 es

n

(2.3.17) D (@) s, b0, = 0.

i=1,j=1

La forma cuadratica asociada en un punto zg, es

all(l‘o) alg(l‘o) . aln(.’L‘Q) T
0518 O — (erom... o) anfxo) angaco) . . a2n:(1'0) ng ,
anl(IO) an2($0) oo ann(x()) T

que como es simétrica, por hipdtesis, tiene todos sus autovalores reales. Se define el
indice de inercia T de (2.3.18), como el nimero de autovalores negativos. Se define
también el defecto D de (2.3.18), como el niimero de autovalores nulos.

Clasificacién de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.
1) La ecuacién (2.3.17) es de tipo elipticosiy s6losi D=0y T =00D =0y T = n.
2) La ecuacién (2.3.17) es de tipo hiperbdlico siy s6losi D =0y T =10D =0y
T=n-1.
3) La ecuacién (2.3.17) es de tipo parabdlico siy sblo si D > 0.
4) La ecuacién (2.3.17) es de tipo ultra-hiperbdlicosiy s6losil < T <n—1y D =0.
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Dejamos que el lector complemente toda la parte algebraica que necesite. Una
referencia a tal efecto puede ser el capitulo 6 del libro ”Topics in Algebra” de I.N.
Herstein (Ed. John Wiley 1975).

A la vista de estas consideraciones volvemos a nuestro problema inicial de intentar
entender la diversidad de comportamiento de los ejemplos de los que partié nuestro
estudio. Por claridad consideramos soélo el caso n = 2.

Tenemos que la ecuacion que define las caracteristicas asigna un cono de direcciones
a cada punto z,

C(zo) = {(n,m2) | a11($0)77% + 2a12(z0)mn2 + azz(xo)ng =0},

al cual llamaremos cono caracteristico.

Si se toma una direccién n € C(zg) y la caracteristica con tal direccién como
normal, el cambio de variables que se hizo antes da que:

La ecuacion no es de orden dos en la direccion ).

Como consecuencia:

Si fijamos datos sobre una caracteristica el problema de Cauchy resultante es so-
bredeterminado.

Ejemplos.
- uacion u,; = 0 tien m ot I risti
1’.- La ecuacio 0 tiene como cono caracteristico a

C = {(n1,m2)Imn2 = 0}.

Las direcciones caracteristicas son (1,0) y (0,1) y las curvas caracteristicas son

r=a, y t=00.

El Ejemplo 1) del comienzo tiene fijados los datos sobre la caracteristica t =0y es
sobredeterminado.
2’.- La ecuacién u; — uz, = 0 tiene como cono caracteristico a

C= {(7717772)|77§ = 0}.

Las direcciones caracteristicas son (0,1) y las curvas caracteristicas son

t=6.

En el Ejemplo 2) del comienzo se tiene fijados los datos sobre la caracteristica t = 0

y es sobredeterminado.

Veremos en el capitulo correspondiente a la ecuacién del calor, que en este caso
tiene sentido considerar el problema de Cauchy con tnico dato u(z,0).
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3’.- La ecuacién g, + uyy = 0 tiene como cono caracteristico a

C ={(m,m)ni +n3 =0} = {0},

es decir, el cono es degenerado. No hay caracteristicas reales, por consiguiente. El

ejemplo 3) del comienzo tiene fijados los datos sobre t = 0 y es sobredeterminado.

En este caso necesitaremos consideraciones de otro tipo, que se hardn mas adelante.
4’.- La ecuacion uy — g, = 0 tiene como cono caracteristico a

C = {(n.m2)lni — 3 = 0}.
Las direcciones caracteristicas son (1,1) y (1,—1) y las curvas caracteristicas son
r4+t=a, y z—t=0

En este caso el ejemplo 4 tiene fijados los datos sobre t = 0, que no es caracteristica
y el problema tiene solucién unica.

Consideremos el problema de Cauchy con datos en la superficie

S =A{(z,9)g(z,y) = 0},

es decir,

a11 (%, Y) U + 2a12(2, Y)Ugy + a22(2, Y)yy+
+ b1 (2, y)us + b2 (2, y)uy + c(z, y)u = f(z,y)
u(z,y) = uo(z,y) si (z,y) €S

uy(v,y) = ur(z,y) si (z,y) €9,

(P)

donde u,, significa la derivada de w en la direccién v de la normal a S. Como resumen
de esta seccion tenemos:

- El comportamiento del problema de Cauchy (P) depende de si la curva S sobre la
que se fijan los datos es solucion o no de

2 2
a11p” + 2a12pq + az2q” =0,
es decir, si S es caracteristica o no.

- 51 S es caracteristica la ecuacion no es genuinamente de orden dos en la direccion
de su normal y, en consecuencia, el problema (P) es sobredeterminado.
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- En el caso en que no hay caracteristicas reales, es decir, cuando la ecuacion es
de tipo eliptico el problema (P) es sobredeterminado, pero en este caso el compor-
tamiento estd determinado por la propia ecuacion.

Su estudio se hace a continuacion.

Esclarecemos lo que ocurre en el caso de la ecuaciéon de Laplace. Nos fijamos en la
ecuacion escrita en forma normal con coeficientes constantes

Upp = AUgy + DUz + cup + dug +eu, a,b,c,d, e € R,

y buscamos soluciones de la forma a u(x,t) = e’ para ¢ € R fijo. De esta forma
u es solucion cuando se verifica que A y £ estdan relacionados por

(2.3.19) A2 4 a2 —ibAE — eX —idE —e = 0.

Para cada ¢ € R existen dos valores complejos de A\, que por estimacién directa
verifican [A(§)] < e(1 + [€]).
Supongamos que A verifica (2.3.19) y consideremos el problema no caracteristico

Upp = AUy + DUy + cuy + duy, + eu
(H) u(z,0) = e'*¢
ug(x,0) = \e's.
El matemético francés J. Hadamard propuso el término problema bien propuesto
para aquel que tiene solucién tunica y, ademads, ésta depende continuamente de los
datos.

Si suponemos que (H) est4 bien propuesto la solucién es u(x,t) = M+, Para
que haya dependencia continua se debe verificar que para T > 0 fijo

Ju(z, )] < MO < Csup [u(e, 0)] + sup [ug(w,0)]) < C(1+[AE)]).
Por tanto, si el problema esta bien propuesto se ha de verificar
(2.3.20) IRA(E)| < C + alog(1 + [€]),
que se conoce como condicion de Hadamard.
No es dificil comprobar que el problema no caracteristico para el operador hipérbdlico

verifica la condicién de Hadamard.
Por el contrario, la ecuacién de Laplace no la satisface, ya que, A(§) € Ry

X&) = l¢f?
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y, por tanto, crece mas que un logaritmo.

En resumen,

El problema de Cauchy para la ecuacion de Laplace no estd bien propuesto, pues
no verifica la condicion de Hadamard.

Todos los resultados tienen su contrapartida en RY y para ecuaciones de orden
mayor, pero no seran detallados aqui.

2.4.- El teorema de Cauchy-Kovalevsky.

Esta seccién la dedicamos a estudiar un resultado clasico. Para una ecuacién
diferencial ordinaria particular cuyo segundo miembro es expresable como la suma de
una serie de potencias, el propio Newton obtuvo la soluciéon del problema de Cauchy
también como una serie, calculdndose los coeficientes por identificacion.

El caso de las ecuaciones en derivadas parciales es debido a Cauchy y a Sonia
Kovalevsky. Una vez m&as recomendamos para una resena historica fiable el libro
de M. Kline al que nos hemos referido en repetidas ocasiones. Una corta biografia
de Sonia Kovalevsky puede encontrarse en ”Women in Mathematics” de L.M Osen,
M.I.T. Press 1974.

Vamos a plantear el problema en un contexto muy concreto, advirtiendo al lector,
que una version general puede encontrarla, por ejemplo, en G. Folland, ”Introduction
to Partial Differential Equations”, Princeton University Press, 1976.

Consideraremos el problema

Ut :F(t7 T, U, Uty Ug, Ugt, UII)
(2.4.1) u(z,0) =¢o(z)
ur(z,0) =¢1 (),

donde F(t,x,u,p,q,7,8), ¢o y 1 se suponen funciones analiticas en todas sus variables
en un entorno del origen.

Obsérvese que la recta t = 0, sobre la que se dan los datos, es analitica.

Transformaremos el problema (2.4.1) en una forma equivalente para la que se
probara el teorema de Cauchy-Kovalevsky sobre la existencia de una tunica solucién
analitica en un entorno del origen.

Por conveniencia del lector damos la siguiente definicién.

2.4.1 Definicion.
Sea R={zx € RN| |z|<r }. Una funcion

f:RcRYN —R
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se dice que es analitica real en R si y solo si existe una sucesion de miumeros reales
{ir o0 bir.inen tal que en cada (zy,...,2,) € R

o0

i1, 0 =1
donde la serie converge absolutamente.
Por el criterio de mayoraciéon de Weierstrass, si f es andlitica en R, la serie que la

representa converge uniformemente en || < r — €.

Transformamos el problema (2.4.1) de la manera siguiente: llamamos

Yoo = U, Y10 = Uy, Yo1 = U, Y11 = Ugt, Y20 = Uga, Yo2 = Ut

(obsérvese que el doble subindice nos recuerda las derivadas respecto a x y t, respecti-
vamente). As{ obtenemos el sistema de ecuaciones en derivadas parciales equivalente

(yoo)t =Yo1
(yw)t =Y
(yo1)t =Yo2
(2.4.2) (y11)t =(Yo2)z
(y20)¢ =(Y11)2
(o2)e =Fi + > Fyuvigan+ D FuyWa-ngen)e
i+j<2 ij=2,5<2
con condiciones iniciales
Yoo(,0) = ¢o(z)
Y10(z,0) = (do)z(v)
Yo1(x,0) = ¢1(x)
(2:45) y(@.0) = (61),(a)
Yy20(z,0) = (¢o)a ()
y02($7 O) = F(Ov Z, ¢0(CL’), (¢0)$(CL'), o1 (CL‘), (le)g;, (d)o)frw(x))

Se deja al lector comprobar que si ygo es la primera componente de una soluciéon
del problema (2.4.2), (2.4.3), entonces es solucién del problema (2.4.1). Escrito en
esta forma se obtiene que el problema (2.4.1) se ha transformado, con un cambio de
nombres de las variables, en un caso particular de

Ylt(t,x) All(t,l‘,Y) N Alg(t,I,Y) le(t,x) Bl(t,l‘,Y))

: = : : : : + : ,

%t(t,x) Aﬁl(t,l‘,Y) . A66(t,a:,Y) Y(;x(t,l‘) B6(t,a:,Y)
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donde
Aij(t,l‘,\ll) y Bi(t,l',\ll)

son funciones analiticas.
Escrito matricialmente tenemos la misma forma que la ecuacién quasi lineal de la
Seccién 2.1, es decir,

Y, (t,x =A t,x, Y)Y, (t,x +B t,x,Y
o {t< ) <A Y)Yt ) + B2, Y)
que si le aumentamos con una ecuacién mas le podemos considerar autdnomo, es decir,
si anadimos la ecuacién (Y7): = 1, y ademds hacemos el cambio

U(t,z) =Y(t,z) — D(x),

(2.4.4) se convierte en

(2.4.5) { U; = A(z,U)U; + B(z,U)

U(0,z) =0,

Para este problema con (z,U) € R x R", es para el que estudiaremos el resultado de
existencia.

Para comenzar establecemos los resultados de series de potencias que se van a usar
y previamente introducimos la notacién que se usa para trabajar cédmodamente con
multiindices.

Notacion.

Como se ha podido apreciar la necesidad del uso de indices multiples complica
extraordinariamente la escritura, dificultando a menudo la comprension inmediata
de lo que las férmulas significan. La notacién que proponemos a continuacién y
que usaremos en esta seccién, fue introducida por Laurent Schwarwz en los anos 50,
cuando creé la Teoria de Distribuciones. En resumen es la siguiente:

Sea un multindice (i1, ...,4,) € N", convendremos en notarle o = (41,...,%,). Sea
= (z1,...,2,) € RY. Entonces escribiremos
n
lal =) i
1
al =i i)
¢ = a:lf mi{‘
[0 —
D3 f(wo) = frjl,__z;n (o)
Dado otro multindice 8 = (j1, ..., jn) diremos que

a<p siysblosi i <j, paratodo [=1,...,n
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Proposicién. (Propiedades de las funciones analiticas)
Sea f una funcion analitica en R entonces

(1) f esindefinidamente derivable, y sus derivadas se obtienen derivando la serie
término a término y, ademds,

1
Ao = ED;JC(O)
(2) Si se tiene la funcion analitica en un entorno de t =0,

z(t) = bst”,
3

entonces h(t) = f(x(t)), es analitica siendo los coeficientes de la serie de h
obtenidos por la formula

1
C’Y:aD;{h(O):P’Y(bﬁVG‘a)v a,ﬁﬁ%

donde P, es un polinomio con coeficientes positivos independiente de f y x.

Un ejemplo de funcién analitica que usaremos es el siguiente:
Dados M,r >0
Mr

r—(x1+...+xy,)

flzy...zp) =

es analitica en .
R={zeR"| max |z;| < -},
1<i<n n

siendo su serie de Taylor

oo oo . .
B (a:l—l—...—i—xn)k_ (i1 4...+i) i
f(.’L‘17...,$n) _M;—rk =M Z 0ill.”in!r(i1+...+in)$11 T
=0 B1yeeyin=

Otra idea importante es la de mayoracion de series. Dadas

flx) = Z Aax™

g(z) = Z bax®,

funciones analiticas, diremos que f mayora a g si se verifica que

Ao > |bal
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para todos los indices.
Dada una funcién analitica

flx) = Z Aax®™
en R, tomando p < r, definiendo

Z |aa|p|a‘ <M,
(03

entonces la serie geométrica de coeficientes

bo = —

7l

M
al

es una mayorante de la serie que define a f, en R, ={x | |a;| <p, i=1...n},

2.4.2. Teorema. (Cauchy-Kovalevsky)
Sea el problema

(2.4.5) { Ui = A(z,U)U, + B(z,U)

U(0,z) =0

tal que la matriz A y el vector B tienen componentes analiticas como funciones de
(z,U) en un entorno del origen, entonces (2.4.5) tiene una tnica solucidn analitica.

Demostracion.
Como por hipétesis los datos son analiticos tenemos que sobre un entorno del
origen, R = {(x,n) | |z| <d,|n| <&}, se pueden expresar por las series

Afw,n) = apga'n’,
B

B(z,n) =Y bigz'n’,
i,
donde a;g es una matriz y b;3 un vector, que resultan por la férmula de Taylor

. :D;D,EA(O,O)
i i1 B! ’

~ DiDEB(0,0)
W= i1
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Buscamos una solucién de la forma

Z cijz't?, donde ¢ = w
=07 !
1=0,5=0

Procedemos en varias etapas

1) Si se impone que se verifique la condicién inicial, necesariamente debemos tener
¢io = 0 cualquiera que sea el indice i =0, 1,. .., ya que, Y(0,z) = 0.

2) Ademds por verificarse la ecuacién

oo

DtY(t,l') = Z (] + I)Ci(j+1)1§itj =
i=0,j=0
= Az, Y(t,2))D, Y (¢, z) + B(t,x) ZP” (Clmy oy b3) 't

ij

donde el polinomio P;;(cim,@a,bg), siendo |af,|8] < i+ 5,1 < iy m < j, tiene
coeficientes positivos.

Por identificacién se obtiene entonces

Pij (Clm, QAo bﬁ)

j+1 i
J

(2.4.6) Ci(j+1) = , , m<j a8l <i+y
Asi, si se conocen ¢, para cada |l = 0,1,... y m < j, (2.4.6) da los coeficientes
Ci(j+1)- Este algoritmo permite calcular por recurrencia una serie formal, que de haber
solucién analitica debe ser la que la representa. Obsérvese que este argumento implica
unicidad de solucién analitica al obtenerse los coeficientes de la serie de manera tinica
al imponer el dato y que verifique formalmente la ecuacion.

Por tanto, resta comprobar que la serie formal obtenida converge en algiun entorno
del origen.

3) Sear <4y sea
R.={(z,y1,-..,yn) | lz|<r, |yl <mri=1,...,n}

Si (z,Y) € R, se tiene

DDA(OO Y |Di DY AOO)|MQ|
a,t
DiDgB(0,0) ;. ., [DLDEB(0,0)] ; oy
(2.4.8) P G aYes Z N rirlel < My

a,t
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Tomando M > max{M;, Ms} y los coeficientes

1

ritlal’

dia =

la serie resultante es una mayorante de la de A y la de B. Ademads

@(va):MinYa Mi((x+y1+...+yn))k:

riplal r

(1o k=1
(2.4.9) Iy A
I D R R T
T

4) Como consecuencia, consideramos el problema mayorante que para cada compo-
nente resulta

Mr -
Dyzy, = D,z +1
(2.4.10) o r—(x+y1+...+yn)(; w2+ 1)

2(7,0) =0,

es decir, es un mismo problema para todas las componentes. Por esta razén bus-
camos soluciones de (2.4.10) de la forma

zi(z,t) = v(z,t), paratodo k=1,...,n

que verifica el problema

Mr
(2.4.11) vy = ——— (nvy + 1) con dato inicial v(0,z) = 0.
r—T—nu
Este problema admite solucién explicita usando la técnica desarrollada en la seccién
(2.1).
En efecto, el sistema caracteristico es

ﬂ=7"—ac—m), t(0) =0
dr

dz

. Y =
e nMr, z(0)=s
dv

—_— = =
7 Mr, v(0) =0

de donde resulta
t(r,s) =(r—s)r

z(1,8) =—Mrnt+s
v(r,s) = Mrr,
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por lo que
S =nv+x
v
T =—.
Mr
Sustituyendo
t=(r—nv-— x)L
My’
o bien,

(r—z) £ /(r — )2 —4nMrt
2n ’

y como ha de ser v(0,z) = 0, entonces, necesariamente,

v(t,z) =

(r—xz) = /(r — )2 — 4nMrt

v(t,z) = o ,

es la solucién de (2.4.11), que es obviamente analitica en un entorno de (0, 0).

5) Para finalizar basta comprobar que la solucién de (2.4.10), problema mayorante,
calculada en la etapa 4) anterior, es decir,

Z(t,x) =v(t,z)(1,...,1),

es una mayorante de la serie formal obtenida como candidato a solucién. Asi
habremos terminado la demostracién por utilizaciéon del criterio de comparacién.
Si llamamos e;; a los coeficientes de la serie representando a Zz, repitiendo los
célculos de las etapas 1) y 2) anteriores, obtenemos

Pij(elmadowdﬁ)

+1 st
J

Ci(j+1) = ) , m<yj |a|a|ﬂ| <i+j
donde el polinomio con coeficientes positivos, P;;, es el mismo que en (2.4.6) Por

consiguiente, por recurrencia se tiene,

P;;(Cim, aa, bg)
j+1

Pij(lcimls laals [bs]) _ Pij(€im da, dp)
j+1 =T

lcig+nl = | | < = €i(j+1)

que establece el resultado. [
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Apéndice al Capitulo 2.
Problema de Cauchy para la ecuacién general
de primer orden en RY.

Sea

F:QcRY xRxRY —R
({L‘7U,p) — F($7U7p)7

funcién con dos derivadas continuas, definida en el abierto €.
Supondremos que
IVpF [ = [[(Fpy, .-, Fp, )l >0

Denotamos por (,) al producto escalar en RY. Notaremos p; = Ug, -
La teoria elaborada en la seccién (2.2) sugiere como estudiar el problema de Cauchy
para la ecuacién

(A.1) F(z,u,Vu) =0

Se supone
v:GcRY — R,

solucién de (A.1), y se considera el sistemas de curvas de Monge, que en este caso, y
por los mismos argumentos que en la seccién (2.2), resulta ser

(A.2) z'(t) = VpF(x(t), u,p).
Se considera la forma de variacién de u y p a lo largo de una solucién de (A.2)

{ u'(t) = (Vu(z(t),2'(t)) = (p(t), VpF(x(t), u(t), p(t)))

Pt) = ((Vug,,2'(t),..., (Vug,), 2'(t)) = (Vue,, Vo F), ..., (Vug, ), Vo F)
pero como
F(z,u(z), Vu(z)) =0,
derivando respecto a cada coordenada x, k =1,...,n, obtenemos

F:ck + Fuuwk + <va7 (vu)ajk> = O’

por lo que resulta
p/(t) = -V, I - pF,
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El sistema caracteristico asi obtenido es

'(t) = VpF(2(t),u(t),p(t))

s W)= (), VF (), ult) o)
P'(t) = =V F(x(t),u(t),p(t)) — p(t)Fu(x(t), u(t), p(t))
F(z,u,p) =0

cuyas soluciones son llamadas bandas caracteristicas y las proyecciones, (x(t),u(t)),
se llaman curvas caracteristicas.

Como en el caso de dimensién n = 2 es facil de establecer que F' es una integral
primera para el sistema caracteristico, es decir, F' es constante a lo largo de las bandas
caracteristicas. Esto quiere decir que si partimos de datos que verifiquen la condicién
F(z(to),u(to), p(to)) = 0, entonces se verifica la misma condicién sobre toda la banda.
Asi pues, con esta condicién de compatibilidad (A.3) no es sobredeterminado.

Planteamos a continuacién el problema de Cauchy para la ecuacién (A.1).
Sea U C R"~! un abierto y sea la aplicacién

v:U— RN,

con segundas derivadas continuas y tal que si v,(s) designa la matriz jacobiana de ~,
se verifica
rango(ys(s)) =n—1, para seU

Sea también
¢:U—R

una funcién con derivadas segundas continuas.
Observamos que si 20 = v(s%), u® = ¢(s°) y (2°,u°, p°) € Q es tal que

F(xoﬁu()?po) = 0’
(A.4) p%v(s0) = 0,
det(%(so)va(mO, u07p0)) 7é 0,

entonces existe una tnica funcién definida en un entorno de s° con derivadas primeras
continuas,
. 0 N
m:U(s") — RY,

(7(s), ¢(s),m(s)) = 0 para s € U(s").
) = m(s)7s(s), s € U(s) (Condicién de banda).
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En efecto, basta notar que (A.4) y las hip6tesis de regularidad, permiten aplicar el
teorema de funciones implicitas a

G(s,p) = (p7s(s) = Vso(s), F(1(s), 6(s), p))
Obteniéndose asf que en un entorno de s°, U(s), se tiene
G(s,m(s) =0 y n(s") =p’,
pero estas son las condiciones que se buscaban.

A una tal funcién,
(v(s),0(s),7(s)),

verificando 1), 2) y 3), le llamamos banda inicial.

Problema de Cauchy.
Podemos formularle como sigue.
Obtener una solucion de

{ F(z,u,Vu) =0 tal que verifique el dato
u(r(s)) = 6(s), seU

Como en el caso de dimensién n = 2 hemos de imponer algunas condiciones sobre
los datos para que el problema tenga solucién y ésta sea tnica. Tales condiciones son
copia de las del caso estudiado y aparecen como hipdtesis en el siguiente resultado.

A.1.- Teorema.
Sea F wverificando todas las hipdtesis anteriores en Q1 abierto de R'**2". Sean

yv:UCR"™™ —R y ¢:U—R

funciones con dos derivadas continuas. Sean y(s°) = x°, ¢(s°) = u® y p° tales que,
(1) F(2%u%p°) =0
(2) P"75(s°) = V(s
(3) det(ys(s”), VpF(2°,u’,p°)) # 0.

Entonces existe G, entorno de z° en RN y
u:G— R,

tal que
{F(x,u(x), Vu(z))=0 para z€G

u(y(s)) =o¢(s) para seU tal que ~(s)€G.

Demostracion.
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Sea m(s) verificando 1), 2) y 3) de la observacién anterior, es decir, consideremos

la banda
(v(s), o(s),m(s)).

Sea,
(X(t,s),U(t,s), P(t,s)),

solucién del sistema caracteristico (A.3), con dato inicial
X(0,s) =~(s), U(0,s)=¢(s), P(0,s)=m(s).

Por el teorema de Peano de diferenciabilidad respecto a los datos iniciales, se tiene
que (X(t,s),U(t,s), P(t,s)), tiene derivadas primeras continuas para s cercano a s’
y t pequeno. Ademds, por ser F integral primera y verificarse F((s), #(s), 7(s)) = 0,
se tiene también que

(A.5) F(X(t,5),U(L, ), P(t,s)) = 0.

Por otra parte, si llamamos J(; ) = (X(Z,5))ss a la matriz jacobiana de X(t,s) se
tiene que
det Ji4, (0, so) = det(%(so), VpF(xO, uo,po)) #0,

condicién de transversalidad impuesta.

Asf pues en un entorno V(z°) de 2%, la funcién = = X(¢,s) tiene inversa con
derivadas primeras continuas, (t,s) = X ~!(z). Entonces de u(X(t,s)) = U(t,s) se
obtiene, u(z) = U(X~!(z)) y de p(X(t,5)) = P(t,s) se concluye, p(z) = P(X~!(z)).
De esta forma (A.5) se convierte en
(46) Fe, u(z), p(x)) = 0.

Para terminar la prueba hemos de establecer que

(A7) Vu(z) = P(X(z)).
Pero como U(t,s) = u(X(t,s)) se obtiene

(A.8) Vu(X(t,s))Xs(t,s) = Ups(t, s).

Como det X44(t, s) # 0 en un entorno de (0, s°), Vu queda univocamente determinado
por el sistema lineal (A.8). Entonces si también se puede probar que

(A.9) P(t, ) Xys(t, ) = Uss(ts),

concluiremos que P(t,s) = Vu(X(t, s)). Es suficiente entonces, que probemos (A.9).
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Del sistema caracteristico obtenemos la relacién
(A.10) U, = (P, X3).

Si consideramos la funcién
(A.11) O(t,s) =Us — PX,,

se tiene en primer lugar que ®(0,s) = 0 por verificarse la condicién de banda para el
dato inicial. Ademas, derivando respecto a t,

O, = (Us)y — PXs — P(Xs) = (U — PXy)s + X4 Ps — P X =
=V,FPs+ (Vy,F+ F,P)X, + (F,Us — F,U,) =
= (VuFX;+ F,Us +V,FP,) - F,(Us — PX;) = Fy, — F,®,

por (A.10) y el sistema caracteristico. Ademds, de (A.5) se concluye que Fs = 0, por
lo que la expresion anterior se reduce a

&, = —F,®, con datoinicial ®(0,s) =0 para cada s.

Por tanto ® = 0y (A.11) queda demostrado y como consecuencia que (A.9) se verifica.
(Con la notacién usada la matriz jacobiana Xy, tiene una primera columna que es X
las restantes (n — 1) columnas son las de la matriz Xj.)

La unicidad de u, solucién con dos derivadas continuas, es consecuencia del mismo
argumento que en dimensién n = 2, es decir, dos soluciones coinciden sobre las solu-
ciones del sistema caracteristico con dato la banda inicial, por tanto, deben coincidir
sobre la interseccion de sus dominios de definicién. [J



107

EJERCICIOS DEL CAPITULO 2

1. Calctlense las soluciones de yu, — ruy = 0 e interprétese geométricamente el
resultado.
2. Sea
Ty
u= f(—
72

Eliminese f y obténgase la ecuacion en derivadas parciales que verifica u.

3. Determinense todas las soluciones de la ecuacién

(T 4+ y)us + (u— 2)uy = (y + u)
4. Sea la ecuacién

(2y — Wy + (% — Dy = uy — @

y las curvas dato
a) y=0, 22 —u?=1.
b) 22 +y*>=1,u=0.
Resolver el problema de Cauchy para el dato a). Andlogo para el dato b).

5. Sea la ecuacion
Uy — Uy = 0.

a) Hallense las curvas caracteristicas.
b) Determinese la solucién que pasa por la curva

y=20 u=x>-1

y dibujar u(z,0), u(z, 1), u(z,2) y u(z,3).

6. Sea el sistema diferencial
x f
(%) y'(t) =g(@®),yt),ud));
h

Se llama integral primera del sistema ¥ a una funcién W(x,y,u) € C! tal que es
constante a lo largo de las trayectorias de X.

{Qué ecuacién en derivadas verifica la integral primera W7 Interprétese el resultado
y disénese un método para obtener integrales primeras.
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7. Dos superficies se dicen ortogonales si son ortogonales sus planos tangentes en los

puntos en que se cortan.

Pruébese que para que la gréfica de la funciéon u = ¢(x,y) sea una superfi-
cie ortogonal a la familia uniparamétrica de superficies definida implicitamente por

F(z,y,u,a) =0, es necesario y suficiente que verifique la ecuacién

Fz¢x+Fy¢y:Fu

Héllense las superficies ortogonales a la familia definida por 2 + y? = 2au.

8. Una funcién u(zq,z2) se dice homogénea de grado m > 0 si u(Axy, Azg) =
A"u(xq,22). Pruébese que la condicién necesaria y suficiente para que u sea ho-

mogénea de grado m es que verifique la ecuacién
T Uy, + ToUy, = MU.
(Este resultado es conocido como teorema de Euler).
9. Consideramos la ecuacion
(ua)® + (uy)? =’

Se pide calcular la solucién que verifica el dato u = 1 24+ y?=1.
10. Calcular la solucién de u, = u? que verifica u(z,0) = 23
11. Calcular la solucién del problema de Cauchy

p?P—q>2—2u=0

z=0

u=(1+y)>%
12. Sea la ecuacién

1
u=axp+yq+ 5(1)2 +q%).

Determinese la soluciéon verificando
u(z,0) = %(1 —z?%).
13. Dada la ecuacién
P4+ =20"+y") +4z+y+1),

sea ¢(s) = (a(s), B(s),7(s)) una curva de Monge sobre la superficie

1
U= §(x2—y2)+xy+2x,

tal que para s = 0 pasa por el punto (zo,yo, 2 (23 — y3) + zoyo + 220)
a) Determinar la proyeccién de ¢ sobre el plano u = 0.

b) Sea zyp = —1, yo = 0; hallar la banda caracteristica que verifique el dato

3
(_1507 _ia la _1)
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14. Resolver el problema de Cauchy

r2u, + y2uy = u?

y =2z
u=1.
15. Probar que si vi(z,y,u) = k1 y va(x,y,u) = ko son integrales primeras del

sistema caracteristico de la ecuacion
(1) fug + guy = h,
entonces para cada funcién arbitraria ® € C!,

(2) g(z7y7u) = (I)(Ul(xayau)702(xvy’u)) =0,

define una solucién de (1). Pruébese que toda solucién de (1) puede escribirse de la
forma (2) si el rango del jacobiano de vy, v respecto a (z,y,u) es dos.

16. Dada una ecuacién en derivadas parciales de primer orden, F(x,y,u,p,q) = 0, se
llama integral completa a una familia biparamétrica de soluciones, u = u(x,y, a, 3).
Demostrar que:

1 Si la ecuacién es de la forma g = f(p) admite una integral completa de la forma

u = ax+ fla)y + 3.

2 Si la ecuacién es de la forma p = f(x,¢) admite una integral completa de la forma

u:/$f(s,a)ds+ay+ﬂ.

3 Si la ecuacién es de la forma p = f(u,q) admite una integral completa definida
implicitamente por

“od
| Ty = e

4 Si la ecuacién es de la forma f1(x,p) = f2(y, ¢) admite una integral completa de la
forma

u= [ ortsayis+ [ oalsayis 5.

(Indicacidn:

1 Llamando p = a, la ecuacion da que ¢ = f(«a), entonces resulta du = adz+ f(a)dx.
Basta integrar.

2 Obsérvese que tomando q = «, la ecuacion da la expresion du = f(x,a)dx + ady.
Intégrese
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/
8 Del sistema caracteristico se obtiene que p_/ = ]—3, es decir, ¢ = ap; de la ecuacion
q q

resulta
du

f(u,q)

4 Del sistema caracteristico resultan

=dz + ady

dp
flw +f1p% =0,

dq
f2y +f2q@ =0,

por tanto, fi(z,p) = a = fa(y,q).
Despejando p y q se tiene p = ¢1(x, ), ¢ = d2(y, ), de donde,

du = (7251(1', Ol)dl‘ + ¢2(ya Oé)dy

y se concluye integrando)

17. Determinense las bandas caracteristicas de las ecuaciones siguientes, calculando
una integral completa por el método del problema 16.

a) pq — x2y?> = 0.

b) p*¢® +px +qy —u=0.

c) pq = 9u?.

d) p= seng.

18. Resuélvanse los problemas de Cauchy siguientes.

pg+1—u=0
(a) u=2z+1
y =2

pq—3xy —2u =0
(b) u =15y

Tr =

p?’+q®>—4u=0

(c) u =y’
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19. Clasificar las ecuaciones siguientes

a) cos? TUpy — 2y COS Ty + yQuyy =0.

b) (14 tH)us + (1 + 2*)uge + tuy + xu, = 0.

€) Upg + 2Uyy + 3Usz + 2up + 2(Ugy + Ugs + Uge) + 4(Uys + Uye) + 6uz = 0.
d

Uggy + Uzz + 2Uzy + 2Ugp + 2Ug, + 2z = 0.
2 _

YiUzz — Uyy = 0.

Escribase en forma candnica.

= @D

)
)
)
) Ug g +u:ry + Uy + Uz = 0.
)
)

20. Transformese la ecuacién

2 2
T Ugy = Y Uyy

a variables caracteristicas.
Como consecuencia probar que las soluciones son u = f(zy) + xg(

]|

) con fyg
funciones regulares arbitrarias.

21. Hallar las caracteristicas de (1 + 22)uz, — (1 + y*)uy, = 0 y reducir la ecuacién
a forma normal.

22. Sean f(t) = sent y g(t) = cost. Calcular la solucién analitica del problema
Ugy = up con datos u(0,t) = f(t), wux(0,t) = g(t).
23. Sean f(z) =e *y g(t) = senx. Calcular la solucién analitica del problema
(1 +2H)upe — (1 +y*)uy, =0, con datos wu(z,0) = f(z), u,(r,0)=g(x).
24. Considerar la ecuacién cuasilineal
(z% + Vuy — yru, = %
ylacurvadatox =1, u=y.

a) Comprobar si se cumple la condicién de transversalidad.
b) En el caso que se cumpla, resolver el problema de Cauchy.

25. Considerar la ecuacién cuasilineal
_ 2 2
Tz + Yuy = 2(2* + y°)u
ylacurvadatoz =1, wu=e.

a) Comprobar si se cumple la condicién de transversalidad.
b) En el caso que se cumpla, resolver el problema de Cauchy.
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CAPITULO 3

PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE
SERIES E INTEGRALES

DE FOURIER.

METODO DE SEPARACION

DE VARIABLES.

Introduccién

El método de separacion de variables que se describe a continuacion y se estudiard
en detalle a lo largo de todo el capitulo, esta en los origenes de la teoria de ecuaciones
en derivadas parciales. Fue esbozado en la tultima mitad del siglo XVIII, especialmente
por J.Bernoulli y L. Euler, para estudiar el problema de la cuerda vibrante.

La publicacién en 1822 de la ”Theorie Analytique de la Chaleur” por J.B. Fourier
supuso un paso decisivo en la consolidacion del método de desarrollo de una funcién
en serie trigonométrica. La expresion que Fourier obtiene para los coeficientes del
desarrollo en serie trigonométrica de una funcién como la integral de la funcién por la
correspondiente funcién trigonométrica, lo que hoy llamamos coeficientes de Fourier
de la funcién, acelerd, seguramente, los estudios sobre el concepto de integral. En
este sentido los trabajos de Cauchy y posteriormente de Riemann culminaron en la
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integral de Lebesgue y la moderna teorfa de la integraciéon. Es obvio también el influjo
que el problema de desarrollar una funcién en serie de Fourier tuvo sobre la teoria
de convergencia de series, para dilucidar en qué sentido la serie de Fourier representa
a la funcién. El propio concepto de funcién, como hoy se entiende, fue originado
en ardorosas polémicas entre los matemdticos de la época. El debate fue motivado
por el significado de desarrollar en serie trigonométrica los datos y la solucién de
los anteriores problemas de ecuaciones en derivadas parciales, conduccién de calor y
vibraciones de una cuerda.

Muchas areas de las Matemadticas nacieron a propédsito del tratamiento de proble-
mas surgidos en la teoria de series trigonométricas, o bien, de la integral de Fourier.
Como ejemplo pueden citarse la Teoria de Conjuntos y la Topologia.

Las series e integrales de Fourier surgieron para resolver los problemas de la di-
fusion del calor y de las vibraciones de una cuerda. Su desarrollo posterior ha seguido
caminos diversos y ha servido como uno de los motores importantes de la creacion
matematica. Los métodos més refinados del Andlisis de Fourier han contribuido du-
rante las décadas precedentes al importante progreso de las Ecuaciones en Derivadas
Parciales en el siglo XX, fundamentalmente la teoria lineal.

Como motivacién de lo que se va a estudiar en el presente capitulo, tomaremos el
mismo problema que consideré Fourier sobre la conduccién del calor en una varilla
unidimensional.

Sea una varilla unidimensional de longitud /. La supondremos ubicada en el inter-
valo [0,1] del eje OX.
Llamaremos u(x, t) a la temperatura en el punto « y en el instante ¢, y supondremos
una escala normalizada de forma que todas las constantes fisicas son la unidad.
Consideraremos el problema con las hipdtesis siguientes:
i) Los extremos de la varilla se mantienen a cero grados en todo tiempo, es decir,
u(0,t) = 0 =u(l,t).
ii) La temperatura inicial, en ¢t = 0, es conocida. Es decir, u(z,0) = f(z).
Las anteriores hip6tesis junto a lo visto en la seccién (1.3), dan lugar al siguiente
problema

(1) wt=uze z€(0,1), t>0,
(P) (2) u(0,t) =u(l,t)=0, t>0,
3) u(z,0) = f(z).
La idea es buscar soluciones de (1) de la forma
u(z,t) = o(x)Y(t),

para lo cual se ha de verificar la ecuacién

U (H)(z) = P(t)¢" (),
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o bien
W) _ @) _
) o) 7
donde entonces necesariamente A ha de ser una constante. Por tanto, tomando A fijo
y las soluciones de
{ P'(t) = Mp(t)
¢"(x) = Ap(z),

tenemos soluciones de (1) de variables separadas. Es decir, se tiene explicitamente

Vz

up(z,t) = eM(creV T + 026_‘/;*"’3), si A#0

up(xz,t) = crx +co, si A=0,

soluciones de (1).

De la familia de soluciones de (1), uy(z,t), se buscan las que verifican las condicién
(2); es decir, tras sustituir en (2), las constantes ¢; y co deben satisfacer el sistema
lineal

6)\t C1 Co) =
(3.0.2) { (er o) =0

eAt(cleﬁl + CQefﬁl) =0

si A # 0. Para A = 0 sélo se encuentra la solucién ¢; = ¢5 = 0, que se corresponde con
la solucién trivial de (1). La condicién necesaria y suficiente para que (3.0.2) tenga
solucién no trivial es que

I )
(3.0.3) det <eﬁl em> _ VAL VR

Evidentemente, si A > 0 no se verifica (3.0.3). Sea A < 0 y llamamos —u? = X para
€ R; (3.0.3) es equivalente a
sen (ul) =0,

es decir, necesariamente,
wl=kmr, keN,

que implica

A="" keN.

Como resumen de los cédlculos realizados se tiene que las soluciones de variables se-
paradas de (1) verificando las condiciones de contorno (2) son los miiltiplos constantes
de

k 2.2
ug(z,t) = sen (Tﬁz)e_ 3

t para keN.
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Si se supone que f es un polinomio trigonométrico de senos, es decir,

al km
f(z) = ch SGD(T.’L‘),
k=1

por el principio de superposicién o, lo que es lo mismo, por la linealidad de la ecuacién
y de las condiciones del problema (P), la solucién de (1), (2) y (3) resulta ser

k2n2

N N
km o _
u(zx,t) = kz_l crug(x,t) = ;ck sen (Tx)e 2

t

En general el dato f(x) no es un polinomio trigonométrico de senos. La afirmacién
que hizo Fourier ” grosso modo” es la siguiente:

”Cualquier funcion f(x) se puede expresar como una serie de senos”

La anterior afirmacién se escribe como que toda funcién f se puede expresar por
la férmula

flz) = ch sen(kTﬂx)
k=1

para determinadas constantes c.
El propio Fourier sugirié la forma de los coeficientes, precisamente por la expresién

1
(3.04) crp = %/0 f(s) sen(kTﬂ-s)ds,

siendo

l
aE/O |sen(k7ﬂs)\2ds:§.

Si es cierta la conjetura de Fourier el candidato a solucién del problema (P) es

k27r2t

(3.0.5) u(z,t) = ’;ck sen(kwa)ef 2

De todas formas, en las afirmaciones anteriores poco o nada estd claro. ;Que
quiere decir el signo "=" en la series anteriores? ;Dependera del tipo de funcién que
se considere? ;jQué razén hay para definir los coeficientes ¢; por (3.0.4)7 ;Estard
bien definida la funcién u de (3.0.5)? ;Serd la solucién de (P)?

Este capitulo estd dedicado a contestar las anteriores preguntas, al menos par-
cialmente, y a aplicar los resultados a otros problemas de Ecuaciones en Derivadas
Parciales.
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La secciones (3.1) y (3.2) se dedican a estudiar los problemas de contorno para
ecuaciones ordinarias de segundo orden, con especial énfasis sobre el problema de
autovalores de Sturm-Liouville. En una primera lectura pueden obviarse algunas de
las demostraciones de la seccién (3.2), sobre todo la de existencia de autovalores.

En la seccién (3.3) se estudia el problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace
en el disco unidad de R? y la teorfa de convergencia de series de Fourier. Este estudio
permitird estudiar problemas mixtos unidimensionales para la ecuacion del calor y
de ondas en las secciones (3.4) y (3.5), respectivamente. La seccién (3.6) presenta la
motivacion de la transformacién de Fourier y algunas de sus propiedades elementales.
Esta tltima seccién también es prescindible en una primera lectura.

Una coleccion de ejercicios y problemas pone fin a este capitulo.
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3.1.- Problemas de contorno de segundo orden. Teorema de
la alternativa. Funciéon de Green.

Se condiderard el siguiente problema
ao()y” + a1(2)y’ + az(x)y = f(z)

(3.1.1) miy(a) + niy'(a) + pry(b) + iy’ (b)
may(a) +n2y'(a) + pay(b) + g2y’ (b)

hy
h

donde m;, n;, pi, gi, hi € R, i = 1,2 y se supone que ag € C*([a,b]), a1,az € C([a,b]) y
aop(x) # 0 si z € [a,b]. Salvo mencién en contrario supondremos f € C([a, b]).
Las condiciones de contorno se pueden escribir matricialmente como sigue

my N1 pr q1 Y@ | _ ([
ma M2 P2 G2 y(b) ha
Mereceran especial atencion los casos particulares siguientes:

(3.1.2) (“81 0 O),

0 p2 @

que son condiciones separadas o de Sturm y

10 -1 0
(3.1.3) (0 Lo _1),

que con hy = 0 = hy son condiciones periddicas. Como se verd, estos dos casos
particulares tienen propiedades interesantes y ademéas apareceran con frecuencia al
resolver los problemas de ecuaciones en derivadas parciales por el método de Fourier.

Cuando hy = hy = 0 se dira que se trata del problema de contorno con condiciones
homogéneas.

La primera cuestién que se plantea es la existencia y unicidad de solucién del
problema de contorno (3.1.1); téngase en cuenta que se trata de un problema global,
es decir, la solucién ha de estar definida en todo el intervalo [a, b] y las condiciones se
dan en los dos extremos.

Sin embargo, en este caso la respuesta es una cuestién de Algebra Lineal elemental y
representa un modelo muy interesante de argumento: la reduccion de la demostracion
de existencia a la prueba de unicidad para un problema asociado.

Este es el método que se usa en las aplicaciones del teorema de Rouché-Frobenius a
la discusién de sistemas lineales y tiene extensiones a la teoria de ecuaciones integrales
y contextos mas generales. Nos referiremos a este tipo de resultados como teoremas
de alternativa.



Por brevedad vamos a usar la siguiente notacion
(3.1.4) L(y(z)) = ap(2)y” + ar(x)y’ + az(x)y,
y(a)

(

_ (M1 N1 p1 q1 y(a
U(y):(m2 nz P2 Q2> y(b)
y'(b)

~

~—

Con esta notacién podemos formular el resultado

3.1.1. Teorema. (de alternativa)
Sea el problema

Ly(z)) = ),
- {@( )= 1)

U(y) = h € R?,

y el problema homogéneo asociado
(P2)

Entonces se verifica una de las dos alternativas siguientes:

(1) (P1) tiene solucién inica.
(2) (P2) tiene solucion no trivial.

Demostracion. R
Toda solucién de la ecuacién L(y(z)) = f(z) se escribe como

y(x) = c161(x) + c292(2) + u(z), 1,2 €R,
donde {¢1, P2} es una base del espacio vectorial
L={yeC’ Ly =0}

v L(u) = f(z).

Por ser lineales las condiciones de contorno se tiene
U(y) = aU(¢1) + c2U(2) + U(u).

Entonces para que (P;) tenga solucién tinica cualquiera que sea h € R? ha de ser

rango(U(¢1), U(¢2)) = 2.

119
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Si
rango(U(¢1),U(¢2)) < 2,

(P2) tiene solucién distinta de la trivial. O

Nétese que como aplicacién del teorema de Rouché-Frobenius, si

rango(U(¢1), U(¢2)) < 2,

el problema (P;) tiene solucién, y en este caso no es tnica, si se verifica

rango(U(¢1), U(¢2)) = rango(U(¢1), U(d2),h — U(u)).

Como aplicacion del teorema de alternativa si suponemos que el problema ho-
mogéneo asociado (Py) tiene sélo solucién trivial, el problema

(3.1.5) {i(y) - J;L

tiene solucién unica, que por linealidad podemos expresarla como suma de las solu-
ciones de los problemas

(3.1.6) {i(yl) - (;L

(3.1.7)

es decir, la solucién y(x) de (3.1.5) puede expresarse por y(x) = yi(x) + y2(x). La
solucién de (3.1.6), una vez conocida la solucién general de la ecuacién diferencial,
es un ejercicio elemental de algebra lineal. Vamos a ocuparnos de dar una férmula
explicita para la solucién de (3.1.7) que tiene interés es s{ misma y en las secciones
siguientes.

La idea es resolver un problema particular, para un segundo miembro singular en
el sentido que se precisard mas adelante, y a partir de la solucién de tal problema se
generard la solucién de (3.1.7).

La solucién del problema con dato singular tiene nombre propio, se llama funcion
de Green del problema (3.1.7).
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3.1.2. Teorema.
Supongamos que el problema

tiene solo solucion trivial.
Entonces existe una unica funcion

G:[a,b] X [a,b] — R

verificando:
0G
(1) G € Cllab] x [a,b]), 5 € Cllab] x [a,b] ~ (o) = o8]}
oG oG 1
ot N oy .
(2) o (t*,1) o (t,1) o)’ (Ci)ndzczon de salto).
(3) Para cadat € [a,b] fijo se verifica LG(x,t) =0 en {a <z <t} U{t <z < b}.
(4) U(G(z,t)) =0 para cada t € [a,b] fijo.
(Se nota
oG |, | , oG oG , _ , oG
(3.1.8) 2 00 = dim —(xt) vy o) =_lim ——(z1).)
Demostracion.

Sean {¢1(x), ¢2(z)} soluciones linealmente independientes de la ecuacién L(u) = 0,
es decir, una base del espacio vectorial £ = {y € C?([a,b])] L(y) = 0}. Supondremos
la base normalizada de tal forma que en algin z( € [a, b], la matriz wronskiana es la
identidad, es decir,

(3.1.9) wononen) = (G100 ) = (5 1)

As{ el wronskiano es W(¢1,¢2) = det ®(¢1,¢2). Fijado t € [a,b] consideramos la
familia de funciones

0 si alzr<t

(3'1'10) K(.’L‘,t) - { Cl(t)¢1(1‘) + CQ(t)¢2(x) sit S r S b’

donde ¢;(t), c2(t) € R seran elegidos de forma que

{ (1) K(t,t)=0
(3.1.11) oK oK 1
(2) _(t+,t)7%(t ,t)* ao(t)'

ox
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El sistema (3.1.11) se traduce en

$1(1) ¢2(t)) (Cl(t)> 1 (0>
3.1.12 =
(3.1.12) (46 46) (20) =am
que tiene solucién tinica por (3.1.9) y la férmula de Jacobi-Liouville para ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales. ( Véase M. Guzmdn, ”Ecuaciones Diferenciales Or-

dinarias”, Editorial Alhambra 1975, pagina 162).
Resolviendo (3.1.12) obtenemos

(3.1.13) (223) = (_%’1(2) _ﬁg)) <(1)> aol(t) W(¢1,1¢2)(t)’

donde W (g1, $2)(t) es definido en (3.1.9). Por tanto,

(28) N W(¢1,1¢2><t> aol(t) (‘Jf?i?) '

De esta forma (3.1.10) se convierte en

0 si a<zx<t
(3.1.14) K(z,t) = ¢1(t)pa(x) — ¢1(x)ha(t)
ao()W (91, d2)(1)

La funcién K obtenida en (3.1.14) verifica las condiciones 1), 2) y 3) del teorema.
Definiremos la funcién

si t<az<b,

(3.1.15) G(l’,t) = K(.’L’,t) + dqu)l(.’)’;) + d2¢2($),

es decir, como la suma de la funcién K definida en (3.1.14) y una solucién de la
ecuacién diferencial homogénea, y(z) = dy¢1(x) + dag2(x), que serd elegida de forma
que G verifique el requerimiento 4) del teorema. Es obvio, por otra parte, que
cualquier funcién de la forma (3.1.15) continta verificando los requerimientos 1), 2)
y 3) del teorema.

Queda por probar que para t fijo se pueden elegir di,d>s € R de forma que G
verifique la condicién 4). Es decir, hemos de resolver el sistema

(3.1.16) diU(¢1) + d2U(¢2) = —U(K),
que tiene solucién unica por el teorema de alternativa. Para tal eleccién de d; y ds

tenemos la funcién G satisfaciendo las condiciones del teorema.
A la funcién G se le llama funcién de Green para el problema de contorno. [
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Ejemplo 1.
Consideremos el problema

ny// +xy’ +y =0
y(1) =y(e) = 0.

Si se hace el cambio de variable dependiente = e’ se transforma en una ecuacién
con coeficientes constantes que se integra elementalmente. Tras deshacer el cambio
obtenemos que la solucion general de la ecuacion de nuestro problema es

y(x) = c1 cos(log ) + c2 sen (log x).

Es muy fécil ver que el problema homogéneo tiene sélo la solucién trivial. Procedemos
a calcular la funcién de Green. Como se trata de condiciones separadas se pueden
organizar los cdlculos en la forma siguiente.

1) Si se considera

a(t) sen (logx) si 1<z<t
b(t)( sen (logx) — tan(1) cos(logz)) si t<z<e

K(z,t) = {

se verifican los datos de contorno y que es solucién en todo el intervalo [1, ] salvo
en x =t.
2) Para que K resulte continua basta tomar

a(t) = ¢(t)( sen (logt) — tan 1 cos(logt))

b(t) = ¢(t) sen (logt),

donde ¢(t) es arbitraria.
3) Si elegimos ahora c¢(t) para que se verifique la condicién de salto, resulta que la
funcién de Green es

G(z,t)

1 ( sen (logt) — tan(1) cos(logt)) sen (logz) si 1<z <t
~ ttanl

sen (logt)( sen (logz) — tan(1) cos(logz)) si t<z<e

Con la funcién de Green calculada en el teorema anterior se obtiene la forma
explicita de la solucién del problema (3.1.7), esta expresion es el contenido del siguiente
resultado.
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3.1.3. Teorema.
Supongamos que el problema homogéneo asociado,

L(y) =0
Uly) =0,

tiene sdlo solucion trivial y sea G(z,t) su funcidn de Green.
Supongamos que f € C([a,b]), entonces la unica solucién de (3.1.7) es

b
(3.1.17) y(z) = / Gz, t)f(t)dt.

Demostracion.

La unicidad es consecuencia del teorema de alternativa, (3.1.1). Comprobaremos
que y verifica la ecuacion diferencial, pues las condiciones de contorno es obvio que
son satisfechas por verificarlas la funcién de Green. Se tiene

b x b
y(z) = / G, t) (1)t = / K (o, t)f(t)dt + / (dio1 () + dacha () (£)dt
y por tanto,
(3.1.18) Ew)) = L[ KGe.0f @),

dado que el resto es solucion de la ecuacion homogénea.
Calculando directamente se obtiene

v = [ S
por ser K(z,z) =0, y entonces
vy [TOPK f(z)
Yy (J?) - Y W(x’t)f(t)dt =+ a()(.’E)

0K .
por ser el salto de — en z =t, igual a ——.
ox ag(t)
Entonces

i " K, 0 f()dt) = / " LK, 6) £t + ao@) L = 5,

pues

L(K(z,t)) =0 si a<t<u.
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Asi (3.1.18) y esta ultima observacién prueban el teorema. [

A continuacién estudiamos con mas detalle qué significado tiene la funcién de
Green, lo cual nos permitird entender mejor el resultado del teorema (3.1.3).

Suponemos que se verifican las hipétesis de los teoremas anteriores.

Fijo t € (a,b), consideramos € > 0 tal que, [t —e,t + €] C [a,b], y la funcién

1 0 si z¢ft—e,t+¢

(3119) fs(x) = 5 Xt—e,t4e] (.CE) = {

2e si zeft—et+e]

2¢

Segun una sencilla extension del teorema (3.1.3), la solucién y.(x) del problema

{i(ys(x)) = fe(x)
Uly) =0,

es dada por la féormula

b t+e
yg(x):/ G(z,s)f(s)ds = 2—16/)57 G(x,s)ds

Por la continuidad de G(z,t), se concluye que

lim y.(z) = G(x, t).

e—0

Observamos, por otra parte que

(3.1.20) /b fe(z)dz =1,

de acuerdo con la definicién de f.. Por tanto,
(1) ili% fe(z) =0si x # 0, siendo el limite infinito en x = 0.
(2) lim [} fo(@)do =1
(3) Sig € C([a,b]) entonces lim 12 g(x) fo(@)da = g(1).

Formalmente tenemos que, llamando §; al limite puntual de la familia {f.}.~0, se
deberia verificar

b
(1) [, 9(@)deda = g(t).
(2) El soporte de d; es sélo el punto ¢ € (a,b).
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Si se aplica (1) a la funcién g(z) = 1 se deberfa tener que f: d:dx = 1, lo cual en el
marco de las funciones integrables choca de plano con la condicién (2) y la teorfa de
la integral: Una funcion con soporte en un unico punto tiene integral cero

Sin embargo los cédlculos formales con objetos como §; son frecuentes y muy ttiles
en Fisica. Fueron desarrollados por el premio Nobel britanico Paul Dirac por lo que a
0¢ se le llama delta de Dirac concentrada en el punto t. Intuitivamente puede mirarse
como una masa unidad concentrada en un punto.

Desde el punto de vista matemadtico, justificar el argumento formal de representar
el limite puntual de {f.}.~¢ por un objeto d;, que a la vista de lo discutido no puede
ser una funcion, requiere el desarrollo de la Teoria de Distribuciones, elaborada en la
década de los cincuenta por el matematico francés L. Schwartz y los rusos Gelfand y
Shilov, y que escapa del alcance de este texto.

Pero al menos formalmente por el momento podemos decir que la funcién de Green
es la solucion, en algin sentido débil, del problema

(3.1.21) {i(G(w,_t)) = 6()

U(G) =0.

De esta forma si se interpreta el segundo miembro de (3.1.7) como una densidad,
f(t) en cada punto ¢ € (a,b), la férmula (3.1.17) puede leerse como la “suma” de las
soluciones de (3.1.21) multiplicadas por la densidad en cada punto. Realmente es una
extension del principio de superposicién a integrales.

Como resumen, el calculo de la solucién de un problema singular, es la clave para
obtener la solucién de (3.1.7).

Otro punto de vista interesante que sugieren los resultados anteriores es el siguiente.

Consideremos

E={peC(a,b]) | U9)=0}

es decir, las funciones con dos derivadas continuas que satisfacen las condiciones de
contorno. Entonces el operador diferencial L puede verse como la aplicacion

L:&—C([a,b)

que es lineal y uno a uno, pues se supone que el problema homogéneo asociado tiene
s6lo la solucidn trivial. Pero por el teorema (3.1.3), definiendo

G:C([a,b]) — €,

por

b
(3.1.22) Gf(z) = / Gz, t)f(t)dt,
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se tiene
(3.1.23) LG f(x) = f(x),

luego G es la aplicacién inversa de L. Ademas la unicidad de solucién implica también
que

(3.1.24) GLu(z) = u(x).

Esta algebraizacion del problema serd 1til. Para que asi sea, dotamos al espacio de
funciones continuas de una norma parecida a la euclidea en R, en el sentido de que
es inducida por un producto escalar.

M4s precisamente, si f, g € C([a,b]) definimos el producto escalar

b
(3.1.25) () = [ rwgtorat

entonces la norma asociada es

b . 1
(3.1.26) 1fll2 = (/ [f(O)Pd)= = ((f, f))=.

La tnica propiedad que requiere alguna demostracién no obvia es la propiedad
triangular de la norma, la cual estd basada en la desigualdad de Cauchy-Schwartz,
que se obtiene a continuacién.

3.1.4. Lema. (Desigualdad de Cauchy-Schwartz)
Se verifica

[(Foal < 1 l2lgll2

Demostracion.
Sean x,0 € R. Entonces,

0<|If —aegll3 = (f —weg, f —weg) = || fI13 — 2R[ze™(f, 9)] + 2°||g]|3-

Tomando 6 = arg(f, g) se tiene

0 < |If —ze”gll3 = I£13 - 22[(f, 9)] + =*[|gl3,

en consecuencia el polinomio de segundo grado debe ser positivo o cero, es decir

(912 < If1I309115

como se queria demostrar. [
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La desigualdad triangular se obtiene por el siguiente calculo
1F + gll3 = I£113 + 2R(f, 9) + llgll5 <
< IFIE + 200, ) + Nlgllz < LF1I + 201 Fll2llgllz + llglz = (1£ll2 + llgll2)*-

Ademss la desigualdad de Cauchy-Schwartz permite establecer las propiedades de
la aplicacién G que se usaran.

(1) Se verifica que existe una constante C' > 0 tal que

(3.1.27) 1Gfll2 < Clifll2, st feC([a,b])
En efecto, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

b b
6718 = [1 [ Gl <
b b b
< [ 6@ opan([ 15w Payds -

(f b / ' (G ) ) / "o
)

que prueba (3.1.27).
(2) Si f es continua se verifica

b
(3.1.28)  [Gf(x)| S/ G Olf@lde < sup |G(z,)|(b—a)? | £,

(z,t)E€la,b] X [a,b]
donde la ultima desigualdad resulta de aplicar la desigualdad de Cauchy-
Schwartz.

(3) Para cada ¢ > 0, existe d(g) > 0, que depende s6lo de G y e, tal que si
|z —y| < 0, entonces

(3.1.29) Gf(x) = Gfy)| <ellflla(b—a)Z.

En efecto, la continuidad uniforme de G en [a,b] X [a,b] implica que, dado
e > 0, existe 6 > 0, tal que si |z — y| < 4, entonces |G(z,t) — G(y,t)| <e. La
desigualdad de Cauchy-Schwartz permite terminar y obtener (3.1.29).

De las propiedades 1), 2) y 3) concluimos
3.1.5. Proposicién.

Sea B = {f € C([a,b])] |Ifll2 < R}. Si se considera el conjunto de funciones
G(B)={G(f)| f € B}, severifican

(1) sup |Gf(x)] < M(b—a)2R, donde M = sup |G (z,t)]
z€[a,b] (z,t)€la,b] X [a,b]
(2) Dado e > 0 existe § > 0 tal que si |z — y| < J, entonces

|gf(x)—gf(y)|§€R(b—a)%, para toda feB.
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Por su importancia, la propiedad 2) recibe nombre propio, las familias de funciones
que la verifican se dicen equicontinuas, viniendo la palabra a expresar que el niimero
0 > 0 que se postula existe, no depende més que de € y es independiente de los puntos
y de la funcién f. Para ser mas formales recogemos las ideas anteriores como sigue.

3.1.6. Definicién.

Sea F C C([a,b]) una familia de funciones. Diremos que F es equicontinua si se
verifica que para cada £ > 0 existe § > 0 tal que si |z —y| < J, entonces | f(z)— f(y)| <
€ para toda f € F.

Nota. Lo que sigue puede ser omitido en una primera lectura, en la cual, algunos
de los teoremas de la seccion siguiente donde se utiliza, pueden ser admitidos sin
prueba. No obstante para que el texto sea lo mds autocontenido posible nos ha parecido
oportuno hacer esta pequena incursion en el Analisis Real.

Haremos una primera observacién sobre un ejemplo. Si se considera la sucesién de
funciones continuas en el intervalo [0, 1] definida por

1 si 0<2<i
(8.130) fa@) = T-n(@—1%) si J<a<i+l

0 si 1+Li<a<l, n=34..,
se tiene que sim > n

n,m—oQ n_’OOQn

como se comprueba facilmente por integracién elemental. En este sentido podemos
decir que {f,}n>3 es una sucesién de Cauchy en C([a,b]) con respecto a la norma
I |l2, definida en (3.1.26). De otra parte el limite puntual de la sucesién es muy facil
ver por inspeccién directa que es la funcién

1 si 0<z<
)= o

0 si

que no es continua. Por consiguiente el espacio de funciones continuas en [0, 1] con
la norma definida en (3.1.26) tiene la dificultad de que no toda sucesién de Cauchy
tiene como limite una funcién continua. Por esta razén se dice que el espacio C([0,1])
con la norma || |2 no es completo. Este problema en el paso al limite es una difi-
cultad seria que hay que evitar. Para ello la idea es completar el espacio de funciones
continuas anadiendo aquellas funciones que son limites puntuales de sucesiones de
Cauchy respecto a la norma || ||2. Procedemos a continuacién a indicar la solucién
del anterior problema en el paso al limite.

Se consideran funciones integrables con respecto a la integral de Lebesgue.

Como referencia complementaria de teoria de la integral sugerimos el texto de De
Barra, ”Measure Theory and integration”, Ed. Ellis Horwood Ltd.(1981).
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Sea el espacio de funciones
b
L) = {F: [0} — CIf medible, [ |7(6)dt < o),

es facil ver que L? asi definido es un espacio vectorial. Ademds si se define

b
() = [ rgae

es un producto escalar en L?. La prueba de la desigualdad de Cauchy-Schwartz es
aplicable aqui también.

Se consideraran dos funciones equivalentes si son iguales salvo en un conjunto de
medida cero y se consideraran los elementos de L? como las clases de equivalencia
respecto a esta relacion. Es claro que, con esta precision, la extensién de la definicién
(3.1.26) define una norma sobre L2. Dejamos al lector que complete los detalles de
esta ultima afirmacién.

Podemos establecer ahora el resultado bésico.

3.1.7. Proposicién.
Sea {f.}ren sucesion de Cauchy en L*(|a,b]), entonces existe f € L*([a,b]) tal
que

T [1fo— £l = 0.
(Es decir, L*([a,b]) es completo.)

Demostracion.
Dada la sucesién {f, }ren, seleccionamos una subsucesion { fx, }ren tal que

1
(3.1.31) 1 fkw = frnsalle < 5y n €N,

lo cual es posible por tratarse de una sucesién de Cauchy.
Definimos

G (@) = D |fin (@) = frnia (@),
n=1
con lo que se tiene

(3.1.32) { (1) gm(x) < gms1(x) paracada x € [a,b],

(#4)  |lgm(2)]]2 <1 (en virtud (3.1.31)).

Por (i) en (3.1.32) existe g(x) = lim g,,(z), salvo en un conjunto de medida cero de

[a, b]. El teorema de la Convergencia Monétona de Lebesgue demuestra que:
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1) g & L2([a.1]).
2) Jim_ [ lgm (@) = g(z) dz = 0.
Ademas,

m—l1
[ frn (@) = fr @) < D Uiy (@) = fr,0 (@)] < g(2) = g (),

j=l+1

y en consecuencia { fi, () }ren es una sucesién de Cauchy en z € [a,b]—E, E conjunto
de medida cero. Por tanto existe una funcién medible f tal que lim,, o fz, () = f(x)
en z € [a,b] — E. Si observamos lo demostrado hasta ahora podemos resumirlo en la
siguiente afirmacion que tiene interés en si misma.

Dada una sucesion de Cauchy en L?, existe una subsucesion que converge puntual-
mente salvo en un conjunto de medida cero.

Es obvio que
a) |f(x) — fx, (z)| < g(x) para cada n € N, por tanto,

Ifll2 < 1f = froll2 + [1fknll2 < llgllz + 1 o, ll2 < o0,

o, dicho de otra manera, f € L?([a,b]).
b) lim, 0o |f(2) — fi, ()| =0 en todo = € [a,b] — E
El teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue con a) y b) prueba que

Jim [|f = fr,ll2 =0

Para terminar, sélo hace falta notar que al ser {f,}ren sucesién de Cauchy, se
tiene que toda la sucesién converge a f, es decir,

khjgo f = frllz=0.

0

En las seccién 3.3 probaremos que las funciones continuas son densas en L2, por
tanto no incidimos més aqui en ese resultado.

La norma de L? se define por el producto escalar y L? resulta ser completo respecto
a ella. Es lo mismo que ocurre en RY con la norma euclidea. Esto sugiere que la
geometria de L? sea muy parecida a la euclidea. Se verd en las préximas secciones que
hay una gran similitud de estructuras geométricas, como se presume. Los espacios
cuya norma procede de un producto escalar y que respecto a ella son completos son
conocidos en la literatura como espacios de Hilbert, en honor del eminente matematico
germano David Hilbert.
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3.2.- Problemas autoadjuntos.
Problema de Sturm-Liouville. Autovalores.

Consideremos el operador diferencial L definido para cada y € C?([a, b]) por

L(y)(z) = ag(2)y" (z) + ar(2)y' () + az(2)y(2),

que es el considerado en (3.1.4).

Supondremos que ag € C!([a,b]), que a1, as € C([a,b]) y que ag(z) # 0 para todo
z € [a,b]. Con estas hipétesis de regularidad, multiplicando la ecuacién L(y) = f
por una funcién g € C1([a,b]) tal que g(z) # 0 en cada z € [a, ], resulta la ecuacién
gi(y) = ¢gf, la cual tiene por soluciones la misma familia de funciones que la ecuacién
de partida. Esta observacion elemental lleva a buscar una funcién g tal que la ecuacion
resultante tenga forma autoadjunta en el sentido que precisaremos a continuacion.

Buscaremos, en particular, una funcién g tal que se pueda escribir la identidad
siguiente

(32.1)  g(x)(ao(z)y"(x) + ar(x)y'(x) + az(x)y(z))

La funcién g ha de verificar

(p(x)y' () + q(x)y(z).

p=aog, p =gai, ¢=ga,
es decir, se debe tener que (gag)’ = gay o, lo que es lo mismo,

al(x) — aé](l.) )g(x)

(3.2.2) o) = (S

Cualquier solucién no nula de (3.2.2) es valida para conseguir la ecuacién en la forma
(3.2.1). La solucién general de (3.2.2) es

ap(a) / *
exp
an() P,
La forma para el operador L,

(3.2.3) L(y)(z) = (p(x)y' ()" + q(z)y (),

se llama forma autoadjunta. Por lo visto tenemos que las ecuaciones ﬂ(y) =fy
L(y) = fg son equivalentes, en el sentido que tienen las mismas soluciones. A partir
de ahora consideraremos los problemas de contorno escritos en forma autoadjunta, con
las hipétesis resultantes de los célculos anteriores, es decir, p € C*([a, b)), ¢ € C([a,b])
y p(x) # 0, cualquiera que sea x € [a,b]. El problema de contorno

{ Liy)=wy) +qy=f

— ola a(s)
g(z) = g(a) ao(s)d }

(3.2.4) Ule) = b
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con las condiciones de contorno separadas, precisamente las que corresponden a la

matriz
m; ni 0 0
0 0 p2 q)’

se llama problema de Sturm-Liouville.
Paralelamente estudiaremos el problema (3.2.4) con condiciones periédicas, es de-

cir, las dadas por la matriz
10 -1 0
o1 0 -1)°

en cuyo caso supondremos también

Observamos que estas son las condiciones (3.1.2) y (3.1.3), respectivamente. Es-
tos dos problemas son el objeto de estudio de esta seccion. Comenzamos por estu-
diar las propiedades formales comunes al problema de Sturm-Liouville y al problema
periédico, que son claves para estudiar el problema de autovalores asociado a (3.2.4)

3.2.1. Lema. (Identidad de Lagrange)
Sea L definido por (3.2.3) y sean u,v € C*([a,b]). Entonces se verifica

(I-1L) uL(v) —vL(u) = (p(uv’ — u'v))’

Demostracion.
Es un simple cédlculo con determinantes, a saber,

w L(u)\ _ u o (pu)"\ _
det (v L(v)) = det <U (pv') ) =
= pdet (z Z,,) +p/ det (z Z‘,) -

TERTANN
(s 9)
O
Sea E = {¢ € C*([a,b])] U(¢) = 0}, donde U es (3.1.2) o (3.1.3) y en este caso,

p(a) = p(b).

3.2.2. Corolario. (Identidad de Green)
Siu,v € E, entonces

~

(u, Lv) = /ab uL(v)dz = /ab L(u)vdx = (Lu,v)
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(Ndtese que se trata del producto escalar definido en (3.1.25), para funciones
reales.)

Demostracion.
Por (I — L) se tiene

(u, L) — (Lu,v) = p(b) (u(b)v’ (b) — v(b)u'(b)) — p(a)(u(a)v’(a) — v(a)u'(a)) =0,
si las condiciones de contorno son (3.1.2) o (3.1.3) y p(a) = p(b). O

El resultado anterior pone de manifiesto una propiedad de simetria del operador L
en el espacio E. Hay una analogia con lo que ocurre en el caso de una matriz simétrica
A en RY. En efecto, si A es una matriz simétrica en R se tiene,

(Az,y) = (z, Ay), paratodo z,y¢c RN,

Los problemas de contorno verificando la identidad de Green se llaman problemas
autoadjuntos. En este sentido el problema de Sturm-Liouville y el problema periédico
son problemas autoadjuntos.

Las matrices simétricas son diagonalizables por un cambio de base; la conjetura
es que, siendo el operador L simétrico sobre E, también sea diagonalizable en algun
sentido.

Por esta analogia, haremos una disgresién sobre la estrategia que se sigue en la
diagonalizacion de matrices simétricas.

En primer lugar se tiene que si A es una matriz simétrica real sus autovalores
son reales. Ademds el mayor de los autovalores se calcula resolviendo el siguiente
problema de méximo condicionado:

Determinar el mdzimo de F(x) = (Ax,z) sujeto a la condicion ||z||* =1

(Véase el texto de W. Fleming ”Functions of Several Variables” Ed. Springer
Verlag 1977, pdgina 163, para encontrar todos los detalles.)

Una vez encontrado el autovalor \;, valor maximo, y un autovector unitario e;
donde se alcanza, se considera H, hiperplano ortogonal a e;. Se plantea el problema
de maximos condicionados que sigue:

Determinar el mdzimo de F(x) = (Ax,x), sujeto a las condiciones ||z]|> = 1 y
(x,e1)=0.

La 1ltima condicién es equivalente a que z € H, es decir, se considera el problema
proyectado sobre H.

Su solucién da el autovalor Ao < A y un autovector, es.

De esta manera, por reiteracion del proceso anterior, se determinan todos los au-
tovalores de A.

Se trata ahora de calcular los autovalores de L sujeto a las condiciones de contorno
homogéneas, separadas o periédicas con p(a) = p(b). Para precisar damos la definicién
correspondiente.
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3.2.3. Definicion.
Sea el problema

(3.2.5) { L(y) = (py) +ay = My

Uly) =0,

se dice que A € C es un autovalor de (3.2.5) si existe solucion no trivial del problema.
Si X\ es un autovalor de (3.2.5), y ¢ € E, ¢ # 0, verifica L(p) = \p, diremos que
¢ es una autofuncion correspondiente al autovalor \.

La idea es ensayar el mismo método usado en el caso de las matrices, para calcular
los autovalores de (3.2.5).
La primera dificultad es que la funcion

definida sobre las funciones de F, no necesariamente estd acotada en términos de
|[¢]l2 = 1. El lector puede pensar en funciones ”pequerias” con derivadas muy grandes
para convencerse de la anterior afirmacién. Puestos a poner dificultades, no esta claro
que exista algin autovalor para (3.2.5), cosa que en el caso de las matrices se tiene
gratuitamente por aplicacién del teorema fundamental del Algebra o por el teorema de
Heine Borel que afirma que una funcién continua sobre la esfera, que es un compacto
de RY, tiene maximo. No hay algo parecido para el caso que nos ocupa, el espacio
F tiene dimension infinita y entonces la correspondiente esfera no es compacta. Esto
quiere decir que tendremos que trabajar mas para probar que existen autovalores del
problema (3.2.5).

La primera etapa en este proyecto es formal y bastante elemental. Supongamos
que el problema

(3.2.6) { L) = %

tiene sélo solucién trivial. (En caso contrario A = 0 es autovalor y estd probada la
existencia).

En la hip6tesis anterior para (3.2.6), podemos calcular la funcién de Green, G(z, t),
del problema de contorno, como se ha demostrado en el teorema (3.1.2). De esta forma
se puede considerar también la aplicacién

G :C(a,b]) — E C C([a,b])

por

b
(3.2.7) gf(x):/ G(z,t) f(t)dt,



136

siendo asi G el inverso de L sobre E, como prueba el teorema (3.1.3). Por tanto, si A
es un autovalor para el problema de contorno, es decir, si existe ¢ € E tal que ¢ # 0
verificando L¢ = A¢, entonces ¢ = GLp = A\G¢p. En otras palabras, si A es autovalor

del problema de contorno, entonces p = 3 es autovalor de G, inverso de L en E. Es

1
obvio también que si p es autovalor de G, — es autovalor del problema de contorno.

De esta forma la primera conclusién es que

El estudio de los autovalores del problema de contorno, es equivalente a estudiar
los autovalores de G.

La primera ventaja que se aprecia de esta estrategia es que G verifica una condicién
de acotacién andloga a la que verifican las matrices, mas concretamente, se tiene

b
G1.0) = [ Gr@) iy <
b b
< ([ 6P ([ 15 Pa” < il

tras aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwartz y la desigualdad (3.1.27). Observamos
que la desigualdad anterior, es decir,

(3.2.8) (G, ) < CIIfI3,

es el mismo tipo de desigualdad que se obtiene para las matrices.
De otro lado, del Corolario (3.2.2) se concluye una propiedad de simetria para G,
es decir, si u,v € F tenemos

(3.2.9) (u, Lv) = (Lu, v).
Pero entonces, si f,g € C([a,b]) y lamamos uv = Gf y v = Gg, por (3.2.9) se obtiene

(3.2.10a) (Gf.9) = (f.G9).

Dicho de otra manera G es también simétrico sobre C([a, b]), y ademds verifica (3.2.8).
Como consecuencia de la propiedad (3.2.10a) resulta que la funcién de Green ha
de verificar la propiedad de simetria

(3.2.100.) G(z,t) = G(t,x), =,t€ |a,d]

Antes de ocuparnos de la existencia de autovalores para G, o bien, para el problema de
Sturm-Liouville o para el problema periédico de forma equivalente, daremos algunas
propiedades elementales de autovalores y autofunciones, que se desprenden de lo que
hemos estudiado hasta ahora.
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3.2.4. Proposicién.
A) Consideremos el problema de Sturm-Liouville, es decir, (3.2.4) con las condiciones

de contorno (3.1.2). Sea G el correspondiente operador inverso definido por (3.2.7).
Entonces,

(1) Si X\ es autovalor de G, necesariamente A € R.
(2) Si A # Ao son autovalores de G y &1, ¢ autofunciones correspondientes, se

verifica

<¢17 ¢2> - 0
(Es decir, ¢1 y ¢2 son ortogonales respecto al producto escalar definido por
(3.1.25)).

(3) Si ¢1 y @2 son autofunciones correspondientes al autovalor A de G, existe
¢ € R tal que ¢1 = coo. (Es decir, todo autovalor del problema de Sturm-
Liouwille, es simple).

B) Si se considera el problema periddico, es decir, (3.2.4) con la hipdtesis p(a) = p(b)

y las condiciones de contorno (3.1.3), se wverifican las conclusiones 1) y 2) del
apartado A).

Demostracion.

(1)

La prueba de (1) y (2) es idéntica en los casos A) y B). En efecto,
Por ser G simétrico se tiene que si ¢ es una autofuncién correspondiente a A

(3.2.11) 0=1(G,¢) — (8,G0) = (A = N)(,¢)

que prueba (1).
Por el mismo argumento de simetria y teniendo en cuenta (1),

0=(G91,02) — (¢1,G02) = (A1 — X2){d1, P2),

que prueba este apartado.

Con la hipdtesis de que se tienen condiciones separadas probamos el apartado (3)
Si hubiese dos autofunciones u y v correspondientes al autovalor A\, consideramos
el determinante wronskiano de estas dos soluciones

W (u,v)(z) = u(x)v'(z) — u'(z)v(x).
Por verificar las condiciones de contorno se tiene

miu(a) + nqu'(a) = 0,

miv(a) + niv'(a) = 0,
y sustituyendo se obtiene W (u,v)(a) = 0. Pero entonces por ser soluciones de
la ecuacién diferencial de segundo orden, W(u,v)(x) = 0 para cada z € [a,b], y
por tanto son funciones linealmente dependientes, es decir, existe ¢ € R tal que
u(z) = cv(x). (Véase el texto de G.F. Simmons ”Ecuaciones Diferenciales. Con
aplicaciones y notas historicas”, Ed Mc Graw Hill (1993) pag 90-91) O
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Nota.
El problema periddico no satisface la conclusion (3) de la Proposicion (3.2.4), como
pone de manifiesto el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.
Sea el problema
-y =Xy,
(P) y(0) = y(27)

y'(0) = y'(2m)
El claro que { senkx,coskx} son autofunciones correspondientes al autovalor N\, =
k2, k € N.

Podemos considerar

G : L*([a,b]) — L*([a,b])

puesto que

b
(3.2.12) Gf(x) :/ Gz, t)f(t)dt
estd bien definido para f € L?. Ademéds de la desigualdad (3.2.8) se tiene

(3.2.13) 165112 < clfIl>,

como se probé en la seccion 3.1.

La continuidad de G(x,t) permite demostrar la continuidad de Gf para f € L?,
pero el resultado siguiente mejora esta propiedad de G y establece una condicién de
acotacion. Ambas seran importantes para demostrar la existencia de autovalores.

3.2.5. Teorema.
Sea
X={Gf Ifel? |fla<1}

Entonces X wverifica
1) X es uniformemente acotado, es decir, existe M > 0 tal que

Gf(x)] <M, para cada x € [a,b] ycada [ tal que |fll2<1

2) X es un conjunto equicontinuo, es decir, para cada £ > 0 existe 6 > 0 tal que para
cada z,y € [a,b] tales que |x —y| < & se verifica |Gf(x) — Gf(y)| < € para toda
GfeX

Demostracion.
1) La acotacién uniforme es justamente la desigualdad (3.1.28), junto a que || f||2 < 1.
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2) De la misma forma la equicontinuidad, resulta de la desigualdad (3.1.29) y de que
Ifll<1. O

La importancia del teorema (3.2.5) es que para los conjuntos de funciones verifi-
cando las hipotesis de X, se tiene la propiedad de Bolzano-Weiertrass para la conver-
gencia uniforme, es decir,

Toda sucesion de funciones en X tiene una subsucesion uniformemente conver-
gente.

Esta propiedad de X se recoge diciendo que X es relativamente compacto. En este
sentido tenemos que

X es relativamente compacto en C([a,b]) respecto a la convergencia uniforme.

En las hipotesis de acotacién uniforme y equicontinuidad que verifica X, la propiedad
de Bolzano-Weierstrass fue demostrada por Ascoli y su resultado fué generalizado por
Arzeld. Pasamos a dar una prueba del lema de Ascoli-Arzeld para conveniencia del
lector.

3.2.6. Lema. (Ascoli-Arzeld)
Sea K = [a1,b1] X ... x [an,by] C RY, intervalo cerrado y acotado. Sea {f,}ren
sucesion de funciones continuas en K con valores reales verificando
i) (Acotacion uniforme.) Existe una constante M, 0 < M < oo, tal que |fn(x)] < M
para todo x € K y todo n € N.
it) (Equicontinuidad.) Dado € > 0 existe § > 0 tal que si x,y € K verifican |z —y| < ¢
entonces | fn(z) — fn(y)| < € cualquiera que sea n € N.
Entonces existe una subsucesion {fx, treN que converge uniformemente.

Demostracion.
Por la hipdtesis i) se tiene que

UnGN{fn(x) |{E € K} c [_M7 M]v

es decir, el conjunto formado por las imagenes de la sucesién en R, es acotado. Pode-
mos ahora usar la hipdtesis ii) para la sucesién e, = %, con lo que obtenemos una
sucesién J,, > 0, que podemos suponer decreciente, tal que si z,y € K, | — y| < 0y,

1
[fm(x) — fim(y)] < — cualquiera que sea m € N.
n

Para cada n € N consideramos el correspondiente d,, y del recubrimiento por bolas de
radio d,, de K extraemos, por compacidad, una familia finita de bolas, que continia
cubriendo a K,

{B(a1), - B(a(n))}-

Una vez fijadas todas las bolas y sus centros, utilizamos el proceso diagonal de Cantor
en la siguiente forma. Por la propiedad de Bolzano-Weierstrass en la recta real, para
£1 = 1 tomamos una subsucesién {f}}ren tal que

\f,lL(wjl) - f}n(a:]l)| <1, paratodo j=1,...,7(1).
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Por analogo argumento, para 5 = % existe una subsucesion de la anterior,

{fﬁ}keN C {fi}keN7

de forma que
1 .
\fﬁ(x?)—fi(x?ﬂ < 50 bara todo j=1,...,7(2).

Asi, por recurrencia, para e, = 7 construimos una subsucesion { f¥}ren de {fE 7 }ren,
de forma que

1
\f,’f(xf) - f,’fl(x;“ﬂ < 5 para todo j=1,...,7(k).
Por tanto, para cada x € K y cada k € N podemos encontrar j € {1,...,r(k)} tal
que |z — x§| < 0y y entonces

|fa (@) = [ (@) < 1f3(2) = FR ()] + 1 fa(@h) = fr (@)l + | (@F) = fr(@)] < %

donde el primer y tercer sumando se acotan por % en virtud de la equicontinuidad, y

el segundo por la construcién anterior. En resumen se tiene

3
sup | () ()] < 2.
reEK
Tomamos la subsucesion diagonal, es decir, {f"}ren C {f*}ren, para todo k € N

Observamos que por construccién la sucesion {f?}ren verifica que dado € > 0,

tomando kg € N tal que T < ey m,n > kg, entonces
0

(%) sup | fy! () — fo (2)] < 3e,
reK

que es lo que se entiende como que la sucesién diagonal es uniformemente de Cauchy.
Fijado z € K la propiedad (x) implica que existe limite puntual, es decir,

lim f!(z) = f(z).

n—oo

Pero de otra parte (*) implica que en cada z € K, si n > ko,
lim |/ (x) = fo (@) = [ (x) = f(2)] < 3e,
m—0oQ

es decir, la convergencia es uniforme. [

Podemos ahora parafrasear los resultados obtenidos para G en el siguiente corolario.
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2.3.6° Corolario.
Si {futren € L? es tal que ||ful2 < 1, entonces de {Gf,}ren se puede obtener
una subsucesion uniformemente convergente.

La abstraccion de esta idea a espacios generales es el concepto de operador com-
pacto, donde la convergencia es la propia de cada espacio. Observemos que en este
sentido podemos decir que el operador G es compacto como aplicacion de L? en L?;
en efecto si {Gf,}ken converge uniformemente, entonces también converge respecto
a la norma de L2.

Dado el operador

G : L*([a,b]) — L*([a,b])

definido en (3.2.12), por verificar la acotacién (3.2.13), permite definir

(3.2.14) 1G]l = sup [|Gf]2-
I£l2=1

La férmula (3.2.14) define una norma sobre la clase de las aplicaciones lineales, T, de
L? en sf mismo, tales que existe ¢ > 0 verificando

ITfll2 <l fll2-

Esta afirmacion es un buen ejercicio que se deja al cuidado del lector.

Retomamos la linea argumental y vamos a probar un resultado técnico, que per-
mitird intuir la similitud en el cdlculo de autovalores de G, con lo que se hace para
calcular los de las matrices.

3.2.7. Lema.
Sea G definido en (3.2.12) y ||G|| definido por (3.2.14). Entonces se verifica

(3.2.15) g1 = sup [(Gu, ).
ueC([ab])lulla=1

Demostracion.
Llamemos
n= sup [(Gu, u)|.
uEC([a,b]),Hqu:l

Siuw € C([a,b]) v |lullz = 1, la desigualdad de Cauchy-Schwartz prueba que
[(Gu, w)| < (|Gullzllullz < (1G],
es decir,

(3.2.16) n < g
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Para probar que n > ||G||, consideramos para u,v € C([a,b]) tales que |lul2 = 1,
[ofl2 = 1,
Gu+v),u+v) =
(3.2.17) = (Gu,u) + (Gv,v) + 2(Gu,v) <
< nflu+ o3,
por la definicién de 1 y por ser G simétrico. De igual manera se tiene que
(G — v),u—v) =
(3.2.18) = (Gu,u) + (Gv,v) — 2(Gu,v) >
> —nllu —vl|3.
Sustrayendo de (3.2.17), (3.2.18) se obtiene
(3219 4(Guv) < olu-+ ol + Ju—vld) = 20(lul + 1013,

donde la tltima identidad es conocida como identidad del paralelogramo por su obvia
interpretacién geométrica, (v + v y u — v son las diagonales del ”paralelogramo” de
lados u y v).

Como ||u||2 = 1, tomando en (3.2.19) v = _gu_ se tiene
1Gull2
Gu 2
(3.2.20) 4Gu, =) < 2n([lullz + 1) = 4n,
1Gull2

es decir,
(3.2.21) Gull2 < n,
y entonces
(3.2.22) 1GII <,

que con (3.2.16) prueba el resultado. O

El lema anterior permite conjeturar el valor del mayor autovalor de G, a la luz de
lo que ocurre en el caso de las matrices. Es decir, si consideramos

F(u) = [(Gu,u)|,
el autovalor mayor debe ser

A = sup F(u),
u€C([a,b]),||ull2=1

para lo cual habrd que encontrar u € C([a,b]) de forma que se alcance el supremo.
El resultado probado en el lema (3.2.7), en combinacién con la anterior conjetura,
sugiere de manera natural enunciar el resultado siguiente.
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3.2.8. Teorema.
Sea A = ||G||, entonces A 0 —\ es un autovalor de G.

Demostracion.
En virtud del lema (3.2.7), existe una sucesion {un}tren C C([a,b]), |Jun]2 =1
para todo n € N, verificando

(3.2.23) lim [{Gun,un)| = |G| = A
n—oo
De esta forma podemos suponer que existe una subsucesion tal que

hngo<gukn>ukn> = HgH = A

n—

o bien
lim (Gug,, ,uk,) = |G| = —A.
n—oo

Supondremos, sin perdida de generalidad, que ocurre lo primero y denotamos de
nuevo a la subsucesién como {u, }ren. Por el lema de Ascoli-Arzeld (3.2.6) y el teo-
rema (3.2.5) se tiene que existe una subsucesion, la cual denotamos por {Guy, }ren C
C([a,b]), que converge uniformemente a una funcién continua ¢. Es decir,

(3.2.24) lim Gu,, = ¢ uniformemente.
Entonces también se tiene
b
(3.2.25) lim [[Gun — 6|2 = lim / G (2) — ()| 2d = 0

y se continta verificando

(3.2.26) lim (G, up) = A

n—oo

De la continuidad de la norma y de (3.2.25) se concluye

(3.2.27) lim_{|Gunllz = ]2l < lim_|IGun — @[3 =0,
n—oo n—oo

es decir

(3.2.28) T [[Gun 1> = (8]

Probaremos que ¢ verifica

Go = Ao,
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con lo cual quedard probado que A es autovalor de G. En primer término probamos
que ¢ # 0. En efecto,

(3.2.29) 0 < [|Gun — Munll3 = [IGun 3 + A [lunll3 — 2M(Gun, un),

pasando al limite, teniendo en cuenta (3.2.26), (3.2.28) y que ||u,||2 = 1, se obtiene

(3.2.30) 0 < lim |Ggun — Xun3 = [|6]3 — A%,
por tanto,

(3.2.31) [9l3 > A* >0,

luego ¢ # 0.

Por otra parte la definiciéon de A implica que
(3.2.32) 1Gunll5 < A2,
por tanto de (3.2.29) se concluye

(3.2.33) lim |G, — Aug |3 < 207 — 2\ lim (Gu,,u,) = 0.
n—oo n—oo

Entonces por la propiedad triangular

0<[|Gp—Aop|l2 <
(3.2.34) <G — G(Gun)ll2 + 1G(Gun) — AGunllz + [AGur — A2 <
< IGllll¢ = Guall2 + [IG]||Gun — Aunll2 + Al|Gun — ¢||2

El primer y tercer sumando tienden a cero por (3.2.25) y el segundo tiende a cero por
(3.2.33). En consecuencia, |G — Ad||2 = 0.
Asi se tiene G = A¢ con ¢ # 0, que era lo que queriamos demostrar. [

Probada la existencia de autovalores para G o, equivalentemente del problema de
contorno (3.2.4), nos vamos a preocupar ahora por saber cudntos hay. El estudio de
las autofunciones como base ortonormal de E y de L2, en el sentido que se precisara,
serd el segundo objetivo del resto de la seccién.

3.2.9. Teorema.
El operador G definido por (8.2.12) tiene una sucesion infinita de autovalores,

{An}keN-

Demostracion.
Sea Ag el autovalor obtenido en el teorema (3.2.8), y sea ¢g autofuncién correspon-
diente tal que ||¢oll2 = 1.
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Consideramos la funcion

Gi(z,t) = G(x,t) — Aodo(z)Po(t),

que verifica las mismas propiedades de regularidad que la funcién de Green, G(z,t).
Por esta razon si se define

91 : C([a,b]) — C([a, b])

por

(3.2.35) glf(m)z/ G1(z,t) f(t)dt,

se puede definir su extensién a L? y G resulta ser simétrico y compacto, por los mismos
argumentos que se usaron para probar las mismas propiedades para G. Podemos
aplicar a G; el teorema (3.2.8), por el cual, definiendo

(3.2.36) 1G1]| = sup [(G1u, u)l,
u€C([a,b]),[lull2=1

bien A; = [|G1||, o bien A\; = —||G1]|, es un autovalor de G;. Sea ¢; autofuncién

normalizada, es decir

= A
(3.2.37) { Gi¢1 101

[fall2 = 1.

Probaremos que ¢; es una autofuncién correspondiente al autovalor \; para G. Pero
si f € C([a,b]), se tiene

b
(Gif, d0) = / G1f(x)po(x)dx =

b b
- / ( / G () £ (1)t o () dx =
(3.2.38) a Ja

b b b b
— [ cla.tsn@n) @t -xa [ ([ ron(tinsois =
b b
= )\0/ f()go(t)dt — )\0/ f(t)po(t)dt =0,
ya que ¢g es autofuncién de G y G(z,t) = G(t, x), por tratarse de la funcién de Green

de un problema autoadjunto. La condicién de ortogonalidad (3.2.38), en particular,
implica que

(3.2.39) 0= (G1¢1, ¢0) = A1 (o1, do),
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es decir, ¢1 es ortogonal a ¢y y entonces

G (x / G(z,t)p1(t)dt =
b

- / (G (2 £) + Aodo()bo (1)) ()t =

(3.2.40)
- [ G610 = Guonte) =
= >\l11¢>1( )
Una vez probado que A1 es un autovalor de G y ¢; una autofuncién procedemos por
induccién. Supongamos que se han encontrado {Ag, A1, ..., Apm—1}, autovalores y
{d0, b1, dm-1}

autofunciones correspondientes, formando un sistema ortonormal.
Definimos

m—1

(3.2.41) G(z,t) = G (2, )= Ain—10m—1(2) -1 (1) Aj¢i(x
7=0

El operador asociado a G, se define por

gmf / Gm J? t d y

y goza exactamente de las mismas propiedades de regularidad que G por lo que se
puede repetir el mismo proceso que hemos seguido con G;. Observamos que se trata de
ir proyectando el problema de maximizacién, sobre el ortogonal de las autofunciones
calculadas en etapas previas y siempre sometido a la restriccién |lu|ls = 1.

Este proceso iterativo se puede seguir siempre que ||Gy,| # 0. Pero si para algin
m € N se llegase a que |G, || = 0, o, lo que es igual, a que G,, = 0, se tendria para
f e C([a,b]) que

m—1 b
0= LG f(x N Loy () / F(t)65 ()t =
(3.2.42) . =0 ’
¢ (x)(f, d5),
=0

1
dado que, por ser L inverso de G, se verifica Lo;(z) = rd)j(x).
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Pero (3.2.42) implica que toda funcién continua f serfa una suma finita de au-
tofunciones, las cuales tienen todas dos derivadas continuas, por tanto, lo mismo le
deberia ocurrir a f, lo cual es una contradiccién que prueba que G, # 0 para todo
m € N. Por tanto, G tiene una sucesiéon de autovalores. [

Por la construccién hecha en el teorema (3.2.9) se concluye que
(3.2.43) Aol = [A1] = - [Ae| = [Apga] =
Probaremos un resultado mejor que el anterior, es decir, que

(3.2.44) Jim A =0,

con el cual obtendremos la diagonalizacion de G, y como consecuencia, que la sucesién
de autovalores construida en el teorema (3.2.9) contiene todos los autovalores de
g.

A tal efecto, vamos a utilizar las siguientes extensiones de la Geometria Euclidea a
nuestro contexto. Estas extensiones fueron elaboradas por D. Hilbert y dieron lugar
a introducirlas desde un punto de vista abstracto, constituyendo la teoria de espacios
de Hilbert. El ejemplo prototipico de tales espacios es L?([a,b]), y lo importante es
que su norma, definida en (3.1.26), es inducida por el producto escalar definido en
(3.1.25).

Dada una sucesiéon en L2, {¢,}ren, por analogia con RY, diremos que es un
sistema ortonormal si se verifica

(95, D) = bjk,
siendo ;1 las deltas de Kronecker, es decir,
0 si j#k
Ojk = o
1 si j=k.

El ejemplo de sistema ortonormal que aqui nos va a ocupar, son las autofunciones
de G obtenidas en el teorema (3.2.9).

3.2.10. Definicién.
Sea {¢n}ren un sistema ortonormal en L?. Sea f € L2.
1) Se define la proyeccion de f sobre ¢y por

(fs Pr) P ().

ii) Los coeficientes de Fourier de f respecto a {¢n}ren se definen como la sucesion

{{fs &) tren-
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Dada la sucesién de autofunciones obtenidas en el teorema (3.2.9), normalizadas,
podemos escribir el desarrollo en serie de autofunciones de una funcién f € L? como
sigue

o}

(3.2.45) > (fi o)k ().

k=0

Probaremos que (3.2.45) representa a f en el sentido de L?, como se precisard, y
ademads se verifica un teorema de Pitdgoras generalizado a esta situacién. Comen-
zamos con una primera aproximacién a estos resultados conocida como Desigualdad
de Bessel.

3.2.11. Lema.
Sea {¢n}tren C L%([a,b]) sistema ortonormal de funciones.
Sea f € L?([a,b]), entonces

(3.2.46) S Uf o) <NIFI3,  (Desigualdad de Bessel).
k=0

Demostracion.
Fijado NV € N y teniendo en cuenta la ortogonalidad, se tiene

N N
0<[If =D {froederlls = IF115 = D I(f, om)l*-
k=0 k=0

Como la desigualdad anterior es cierta cualquiera que sea N, se concluye (3.2.46). O

Para probar (3.2.44), consideremos para cada A, la autofuncién ¢,, normalizada.

Definimos ¢, (2,t) = ¢n ()@, (t). La sucesion {1, }ren es un sistema ortonormal
en L?([a,b] x [a,b]), como se comprueba directamente. Ademds los coeficientes de
Fourier de la funcién de Green se calculan facilmente,

(G} = / ’ / ’ Gty (o, £) it =
-/ K / " G 0n (1)) () = / A (@) = A

Utilizando la desigualdad de Bessel para este caso particular, obtenemos

o0 b b
SN g/ / |G(z,t)|2dzdt < cc.
n=0 a Ja
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El criterio de Cauchy implica que
lim |A,|=0
n—oo

que es (3.2.44).
El resultado fundamental es el siguiente resultado de convergencia del desarrollo
en serie de autofunciones.

3.2.12. Teorema.

Sea G el operador de Green para el problema autoadjunto (3.2.4), definido por
(8.2.12). Sean {\n}ren ¥ {PntreN sucesiones de autovalores y autofunciones obtenidas
en el teorema (3.2.9). Sea E el conjunto de funciones u € C?([a,b]) verificando las
condiciones de contorno, U(u) = 0. Entonces para cada u € E

oo

u(z) = Z<U7 Pn)on(T),

n=0
donde la convergencia de la serie es uniforme en [a,b).

Demostracion.
Dada u € E llamamos f = L(u), que es una funcién continua. Entonces a su vez
tenemos que u = G f. Por tanto,

(U, dn) = (Gf, Pn) =

(3.2.47) = (f,Gon) = M ([, On),

ya que G es simétrico. En esta nueva formulacién debemos probar que

(3.2.48) Gf(x) =Y Anlf,dn)bn(2),

n=0

en el sentido de la convergencia uniforme en [a,b]. Pero para cada m € N se tiene
que

m—1

(3.2.49) 1GF = > Aalfs dn)bnllz = 1Gm fll2 < 1Gm I fll2 = [Aml [l £]12;
n=0

donde G,, es el operador correspondiente a la funcién G, definida en (3.2.41) y donde
la dltima igualdad es también obtenida en el teorema (3.2.9).
Como consecuencia de (3.2.44) y (3.2.49) tenemos que

m—1
(3.2.50) Jim (1GF =3 An(f,én)nl2 = 0.

n=0
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Ahora, por (3.1.28), concluimos que

S A, ()] = 1GCS U b)) <

(3.2.51)

n=q

< sup G0 —a)E (O] 1 ea)P)E

(z,t)E€la,b] x[a,b] n=p

La desigualdad de Bessel implica que el tltimo término en (3.2.51) tiende a cero
cuando p,q — 00, o en otras palabras que las funciones sumas parciales de (3.2.48),

N

SN(J:) = Z /\n<f7 ¢n>¢)n(x)7

n=0

son uniformemente de Cauchy en [a,b]. Por tanto existe una funcién continua ¢(x)
tal que Sy (x) — é(x), uniformemente sobre [a,b] cuando N — oo. Pero por (3.2.50)
se tiene que Sy converge en L%([a,b]) a Gf, por consiguiente,

¢=6f

y asi se verifica (3.2.48) en el sentido de la convergencia uniforme que es lo que
queriamos demostrar. [

3.2.13. Corolario. (Identidad de Par¢eval)
En las hipdtesis del teorema (3.2.12), siu € E, se verifica

(3.2.52) lull3 = Ku, én) .
n=0

Demostracion.
Por el resultado del teorema (3.2.12)

oo

U(Z‘) = Z<U7 ¢7t>¢n(m)

n=0

en el sentido de la convergencia uniforme. Entonces,

b b e’} oo
/ fu(a) Pz = / (S (s b @))u(e)dz = 3 [{ut, 60 2

n=0 n=0
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O

Podemos leer el resultado anterior como una extensién del teorema de Pitagoras
al caso de dimension no finita. De hecho pone de manifiesto que la sucesion de
autofunciones es base en algun sentido. Evidentemente no es una base en el sentido
del Algebra7 pues ello requeriria que pudiesemos expresar cada funcién como una
combinacién lineal finita. Lo que (3.2.52) significa es que u es limite de una sucesién de
combinaciones lineales de autofunciones, cuyos coeficientes se calculan por proyeccién
ortogonal. Este concepto generalizado de base es muy 1util en Anélisis y se conoce
como base hilbertiana. El corolario anterior permite una extension interesante.

No es dificil demostrar que E definido para las condiciones separadas y para las
periédicas es denso en L?([a,b]). De hecho éste resultado serd una consecuencia del
teorema de Weierstrass que probamos en la seccién 3.

Este resultado de densidad junto al resultado anterior, nos permite establecer la
siguiente consecuencia importante.

3.2.14. Corolario.
Si f € L*([a,b]) se verifica

(3.2.53) 1£15 =" [(fs on)?
n=0

Demostracion.
Para € > 0 sea u € E tal que ||u — f[|2 < §. Entonces

N 1 N
n=0 n=0
N
<|f =l + llu = (u, én) %IIQHIZ — Uy P ) Pnl[2 <
n—](\){ n=0
<of —ull + = 3, udnlls <
n=0
c N
< 3 + flu — Z<ua¢n>¢n‘|2’
n=0

donde se ha aplicado la desigualdad de Bessel. Usando el teorema (3.2.12) se acaba
la prueba. [

Como consecuencia del corolario (3.2.13) se tiene también que:
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Los autovalores de G son exactamente los obtenidos en el teorema (3.2.9).

En efecto, si existiese un autovalor A # A, para todo n € N y fuese ¢ # 0 la
autofuncion correspondiente , se tendria que ¢ es ortogonal a todas las autofunciones
¢n, en virtud de la proposicién (3.2.4).

Pero entonces segun el corolario (3.2.13)

o0

I16l5 = (¢, én)* = 0,

n=0

lo que es una contradiccién con el hecho de ser ¢ # 0 por suponer que es una auto-
funcién.
Podemos resumir los resultados anteriores en el siguiente teorema.

3.2.15. Teorema.
El operador G definido por (3.2.12) tiene exactamente una sucesién de autovalores
que, ademds verifica
lim |A,|=0.
n—oo

En el caso de las condiciones de variables separadas, es decir, en el caso del problema
de Sturm-Liouville, los autovalores son simples. Si referimos el operador a la base
hilbertiana ortonormal formada por las autofunciones {¢, }ren, aparece diagonalizado
en el sentido que

De esta manera si, por ejemplo, f € C([a,b]) podemos escribir

= {fbn)on

n=0

por los resultados anteriores. Entonces

(3.2.54) y(@) =Gf(z) =Y Anlf. bn)on(2),
n=0

es decir, la solucién del problema de Sturm-Liouville

{ L(y)=f

es representada por la serie (3.2.54).
Andlogo resultado se tiene para el problema periédico.
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3.3.- El problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace
en el disco unidad de Rr2. Convergencia de series de Fourier.

La primera aplicaciéon del método de separacion de variables que realizaremos es el
estudio del problema

(3.3.1) Au(z,y) =0 si 2?2 +y* <1

- u(a,y) = glz,y) si a®+y> =1,

es decir, el problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace, siendo
AU = Ugy + Uyy.

Supondremos que g es continua en la circunferencia unidad.
La simetria del problema (3.3.1) sugiere utilizar coordenadas polares,

r =rcosb

y=rsenf, 0<r<oo, 0<60<2m.
Calculando directamente obtenemos

sen 6
Ty = COSs 0 0, = —
3.3.2 "
( ) cos
ry = send 0y =
T
y en consecuencia,
sen 26 2 senfcosf
(3.3.3) A "
cos“ 6 P 2cosf sen @
Tyy = —— =——
vy ” yy 2 J
por lo que
(3.34)
9 sen 26 sen f cos 6 sen 26 sen 6 cos 6
Uy = Upp COS~ O + Uy —2upg————— Fugp—5— + 2up 5 ;
r T r
9 cos? 6 sen 6 cos 6 cos? 6 sen 6 cos 6
Uyy = Upp SEN 0 + U, ZuTgf + ugg o 2UQT.

Entonces la ecuacién de Laplace en coordenadas polares se escribe de la manera
siguiente
Uy Ugo
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Llamando f(6) = g(cos 6, senf), resulta ser una funcién continua y 2m-periédica, es
decir, f(6 + 27) = f(#). Anélogamente, llamando de nuevo u a la composicién, es
decir, u(r, ) = u(r cosd,r sen @), se obtiene u(r,0) = u(r, + 27).

En resumen, el problema (3.3.1) en coordenadas polares resulta ser

urr+%+%:0 para  (r,0) € (0,1) x [0, 2n]

(1)

(2) u(r,0) =u(r, 0+ 2m)

(3) u(1,0)=f(0) en 6 €]0,2n]
(4)

4) w continuaen [0,1] x [0, 27]

1

(3.3.6)

Para resolver el problema (3.3.6) comenzamos buscando soluciones de (1) que sean de
la forma u(r,0) = R(r)©(0). Se ha de verificar entonces

(3.3.7) (r*R"(r) +rR'(r))©(0) + R(r)©" () = 0,
es decir,

(r2R"(r) +rR(r))  ©"(0)
(3.3.8) ) =5

:C,

donde necesariamente ¢ es constante. La ecuacién diferencial en R, es de las llamadas

de tipo Euler. Para este tipo de ecuaciones se buscan soluciones de la forma R(r) = r*.

Sustituyendo en la ecuacién diferencial para R en (3.3.8) se concluye que para que r*
sea solucién se debe verificar la ecuacion indicial

(3.3.9) E*—c=0.

Si ¢ # 0, los dos valores de k£ dan dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacion (3.3.8) para R. Si ¢ = 0, la integracién de la ecuacién puede hacerse aun
més facilmente por rebajamiento de orden. En resumen, las soluciones de (3.3.8) en
su parte en R son:

R(r) = arVe + br—ve si ¢>0
(3.3.10) R(r)=a+blogr si c=0
R(r) = ar’V=C 4 br—iV=¢ si ¢<O.
La ecuacién que se obtiene en (3.3.8) para ©(0) es
(3.3.8) 0"(0) + cO(h) =0,
que por integracién da
O(0) = Ae?PVe 4 Be~i0Ve si ¢>0
(3.3.11) ©(0) = A+ Bb si c=
() = Ae?V—° 4 Be V¢ si ¢<0.
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Si se impone que se verifique (2) en el problema (3.3.6) resulta, que necesariamente
ha de ser ¢ = n? y para que se satisfaga (4), ha se ser b = 0 en (3.3.10). Entonces

{ uo(r,0) =1

3.3.12 | |
( ) Un (1,0) = r"(ae’™® + be™™%) si n #£0.

Podemos escribir (3.3.12) como

(3.3.13) {un(r,0)}>, = {r‘”lema}nez.

Queda, por ultimo, verificar la condicién (3) en (3.3.6). Para ello conjeturamos como
solucién una funcién de la forma

o0
(3.3.14) u(r,0) = Za,w‘”'eme,
debiéndose verificar

(3.3.15) £(0) =u(1,0) = i ane™.

Como {e"?},,c7 es la familia de autofunciones del problema con condiciones periédicas
en [—m, | para la ecuacién (3.3.8’), es decir,

y'+cy=0
y(=m) = y(m)
y'(—m) =y'(r), donde c=n?

los coeficientes de Fourier de f respecto a {¢"},,cz son

1 " —ins
(3.3.16) an = o /_7T f(s)e "*ds.

Supuesta f continua, la Identidad de Pargeval (corolario (3.2.14)) implica que

o0

(3.2.17) A3 =" lanl?,

n=—oo

siendo cada a,, el coeficiente de Fourier de f definido por (3.3.16). Por tanto, en
particular, la sucesion {a,}necz estd acotada. De esta forma se tiene que (3.3.14)
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define una funcién continua en 0 < r < 1. Ademds, derivando término a término
(3.3.14) respecto a r o respecto a 6 se obtiene una serie mayorante

(3.3.18) AZ n|r™,

que converge uniformemente en 0 < r < 1. Por tanto, la funcién definida por (3.3.14),
cuyos coeficientes son calculados en (3.3.16), es una funcién con derivadas primeras
continuas en [0,1) x [0,27]. Un argumento de recurrencia pone de manifiesto que la
funcién w definida por (3.3.14), es indefinidamente diferenciable en [0,1) x [0,27] y
como cada sumando de la serie es solucién de la ecuacion de la Laplace, también lo
es u.

El tnico detalle que queda por establecer es que

(3.3.19) lim u(r,0) = f(6),

r—1

que es la condicién (3) del problema (3.3.6).

Para resolver este ultimo problema, comenzamos expresando u detalladamente,
notando que por las observaciones anteriores los calculos siguientes estdn justificados
sio<r<1

o0
u(r,0) = Zanrln‘eme =
— 00

oo 1 - _ 1 . 00 -
— [n| = in(6—s) _ In| in(0—s)
;oor o | f(s)e ds o /7T f(s) (Eoor e ) ds.

(3.3.20)

Pero ademas podemos calcular explicitamente la suma de la serie del tltimo término
de (3.3.20); en efecto,

oo
E 7A|n|ezn:v _
—o0

00 -1
(3321) Z Tneinx + Z ,r,—nein;c _
0 —o00
1 re " 1—1r2

_ 4 _ = ,
1—rer  1—re ™ 1—2rcosx+r?
que resulta de haber sumado las dos series geométricas de razones re™® y re” @,
respectivamente, y de un simple célculo algebraico.
De esta forma (3.3.20) se puede expresar por la siguiente férmula integral
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I 1—r?
3.3.22 ) = — d i 0< 1.
( ) u(r,6) o /7r 1 —2rcos(f — s) + r2f(s) s, st Usr<

Al segundo término de la expresién (3.3.22) se le llama Integral de Poisson de la
funcién f. Por como se ha calculado la integral de Poisson de f se tiene que satisface
la ecuacion de Laplace en el interior del disco unidad. Por precisar mas la terminologia
damos la definicién siguiente.

3.3.1. Definicidn.
La funcion

1 1—7r2

3.2 Pir)= ———M——————
(3.3.23) (r.6) 2r 1 —2rcos @ + r?2

si 0<r<l1l,—7n<60<m,
es llamada nicleo de Poisson.
Dada una funcién f integrable en [—m, 7| y 2mw-periddica, la integral de Poisson de

fes
(3.3.24) u(r,0) = /F P(r,0 —s)f(s)ds.

—T

Para probar (3.3.19) necesitamos el siguiente resultado.

3.3.2. Lema.
Sea P(r,0) el nicleo de Poisson definido por (3.8.23). Entonces:
i) Para todo v, P es una funcidn par en 0, es decir,

P(r,0) = P(r,—0).

it) Fijado r € [0,1), P(r,0) es mondtona decreciente en (0,7), como consecuencia si
0>0
1 1—r?

s2bon (r,6) (r;9) 271 —2rcosd+r2 7 arer[%gr] (r,6) (r,m) >0

wi) [* P(r,0)dd=1, ,0<r<1.

Demostracion.

Los apartados i) y ii) resultan de manera inmediata de la expresién (3.3.23), pues
cos @ es par y decreciente en [0,7|. La parte iii) se obtiene facilmente integrando el
desarrollo en serie de P. O

Estas propiedades del nicleo de Poisson junto con el resultado que sigue, el cual
prueba (3.3.19), ponen de manifiesto que se trata de un ejemplo de aprozimacion de
la identidad, en el sentido que se precisara.
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3.3.3. Teorema.
Sea [ una funcion continua y 2m-periddica. Entonces, si se considera la integral
de Poisson de f

(3.3.25) u(r, 0) = / " P60 — $)f(s)ds,
se verifica que
(3.3.26) }qu u(r,0) = f(0),

siendo la convergencia uniforme en [—m, 7).

Demostracion.

Por ser f continua en [—, 7], existe M = |f(0p)| = maxge[_r ] |f(0)[, para algiin
0o € [-7, 7] y ademds es uniformemente continua en [—m,7]. Dado £ > 0, entonces
existe § = &(g) > 0 tal que si |§ — ] < § se verifica que |f() — f(0)| < €/2. Por iii)
del lema (3.3.2) aplicado a (3.3.25) se tiene
(3.3.27)

lu(r,0) = fO) =1 [ P(r,0—s)(f(s) = f(0))ds| < / P(r,0 —s)[f(s) = f(0)|ds,
donde en la dltima desigualdad se ha tenido en cuenta también que P(r,6) > 0, que
es consecuencia obvia de ii) del lema (3.3.2).

Fijado € > 0, tomamos un § > 0 correspondiente por la continuidad uniforme de f

y descomponemos la ultima integral de (3.3.27) como sigue

s

P(r,0 = s)|f(s) — f(0)|ds =

—T

[ POl - fOlds+ [P0 9)l(s) - 1(O)lds <
|[6—s|<d

65|25

(3.3.28) s i
€
< - - - <
5| Pro—sdse s P0.0-5) [ 1) - @) <
€ 1— 72
< _-4+2M—
_2+ 1—2rcosd +r2’

donde se ha utilizado ii) y iii) del lema (3.3.2). Por tltimo observar que

1—7r2

Iim2M——F————— =0
0 1—2rcosd +r? ’

por tanto, existe 1 > rg > 0 tal que si rg < r < 1 se tiene

1—72 5
0<2M—mM8M— < —.
1—2rcosd+r2 2
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De esta forma hemos demostrado que
lu(r,0) — f(0)] <e, si ro<r<1, paratodo 6€[—m ],

que es el resultado requerido. [

El teorema anterior prueba que el problema (3.3.6), o bien el (3.3.1), tiene una
solucién u € C*(By) N C(By), donde B; es la bola unidad abierta y B; es la bola
unidad cerrada. Que la integral de Poisson es la tnica solucién del problema (3.3.1)
es un resultado que adelantamos y que probaremos posteriormente con un caracter
més general. No obstante, el lector puede ensayar una prueba directa de la unici-
dad probando que toda solucién del problema necesariamente tiene la misma serie
de Fourier que la integral de Poisson. (Véase a tal efecto el texto de R. Seeley ”
Introduccion a las Series e Integrales de Fourier”, Ed Reverté 1970).

Los argumentos que se daran mas adelante seran diferentes y se conoceran como
principio del mdximo.

Lo notable es que con la solucién del problema de Dirichlet en la bola unidad y con
el uso de teoremas de variable compleja vamos a poder dar la soluciéon del problema
de Dirichlet en dominios planos muy generales.

Si se tiene una funcién

f:QcC—C

funcién holomorfa tal que f’(z) # 0, se dice que se trata de una aplicacién conforme.

El siguiente resultado de Riemann es uno de los méas profundos de la variable
compleja. Establece que todo dominio simplemente conexo (sin agujeros) distinto de
todo el plano complejo, es conformemente equivalente al disco unidad. Precisamente
el teorema de Riemann puede establecerse como sigue.

Teorema de Riemann.
Sea 2 C C dominio simplemente conexo distinto de todo el plano C, y sea zy € ().
Exziste una unica funcion analitica

f:QCcC— By,

donde B es el disco unidad, verificando f(z9) = 0, f'(z0) > 0 y tal que f es una
aplicacion uno a uno y sobre el disco unidad, |w| < 1.

(Véanse los detalles en el libro L. Ahlfors ”Complex Variables” Ed. Mc Graw Hill
1979).

Dado ahora un dominio 2 C R? simplemente conexo, distinto de todo el plano
R?2. Consideremos la funcién w = f(z) dada por el teorema de Riemann, que le
transforma en el disco unidad |w| < 1, f(29) = 0. Sean T = (x1,z2) para zg = x1+ixy
ey = (y1,y2) para z = y1 + iya.

Considerando la funcién

o(r,) = g(e0,2) = — 5 log| /()|
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se obtiene la funcion de Green del problema, de la cual se obtiene el nicleo de Poisson
del problema.

Dejamos aplazados todos los detalles al capitulo 5, donde quedaran claros los con-
ceptos de funcion de Green 'y de niucleo de Poisson en este contexto general. Previa-
mente el lector puede consultar el libro G. Hellwig, ”Partial Differential Equations”,
ed. Blaisdell Pu. Co. New York 1964, pdgina 35.

CONVERGENCIA DE SERIES DE FOURIER

Hay muchas razones para acometer el estudio de las series de Fourier; desde razones
histéricas, hasta la busqueda de las aplicaciones. En este sentido ya tenemos la
experiencia del problema de Dirichlet en el disco unidad, que acabamos de resolver.

En las préximas secciones necesitaremos conocer mas resultados sobre convergencia
de series de Fourier, por lo que dedicamos a este tema el resto del presente apartado.

Consideramos el sistema

einm
T ={—},ez.
{\/ﬁ} €Z

T es ortonormal respecto al producto escalar definido por (3.1.25) en L?([—n, 7]), por
ser el sistema de autofunciones del problema de autovalores periédico

—y" =Xy
y(—m) =y(m)
y'(=m) =y'(m).
( El lector puede comprobar ésta afirmacién por integracion elemental.)

Para una funcién integrable definimos los correspondientes coeficientes de Fourier
por

1 (" .
(3.3.29) an = — f(s)e™""%ds.

T or o

Como consecuencia inmediata de la observacion anterior y de lo estudiado en la
secciéon 3.2 sobre desarrollo en serie de autofunciones tenemos:
(I) Si f € L?(—m,7) entonces

(3.3.30) I£13 =" _lan|>.  (Identidad de Parceval.)

Como consecuencia si Sy f(x) = Z]_VN an e,

(3.3.31) J[f = Sn flla = 0.
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(IT) Si f € C? es 2m-periddica, entonces

(3.3.32) Jim Sy f(z) = f(@),

siendo la convergencia uniforme, por el teorema (3.2.12).

Estos resultados derivan de la teoria general que hemos desarrollado.

Pero en este caso de las series de Fourier podemos evaluar Sy f de una manera
similar a lo hecho con el ntcleo de Poisson. En efecto,

N
Snfla Zan fzi Fe)eT sy =

in(zx— .s)
27r Z €

donde la suma del iltimo término se calcula de la forma siguiente,
N
t) _ Z eint —
-N
i(2N+1)t _

— i _iNt€
—e iNt § :emt —e iNt . )
et — 1

(3.3.33)

(3.3.34)

como suma de los 2N primeros términos de una progresién geométrica de razén e’.

Pero de (3.3.34) se deduce que
(3.3.35) e 3 (e — 1)Dy(t) = e 73 (HVHDE _ —iNt)

de donde resulta

(3.3.36) sen (%)DN(t) = sen (N + %)t,
es decir,
~ sen (N + -)
(3.3.37) Dn(t) = 7
sen (5)

Llamaremos nicleo de Dirichlet a

(3.3.38) Dn(t) = —Dy(t)
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Entonces es obvio que se tiene
(3.3.39) Snf(x) = f(s)Dn(xz — s)ds.

La férmula (3.3.39) se lee diciendo que la suma parcial N-ésima de la serie de Fourier
de f, es la integral de convolucion de f con el nucleo de Dirichlet.

Con esta expresion trabajaremos de ahora en adelante para obtener algunos resul-
tados de convergencia de series de Fourier mas generales y precisos.

Las ideas de Dirichlet, matemético aleman sucesor de Gauss en Gottingen, se de-
muestran muy fructiferas en este area de las series de Fourier. Su contribucién abarca
también otras disciplinas como las Ecuaciones en Derivadas Parciales, el Célculo de
Variaciones y la Teoria de Numeros.

Antes de seguir observemos que si f € L?([—m,]), (3.3.30) implica, en particular
que

(3.3.40) lim |a,| =0.

[n|—o0
Supongamos ahora que f € C! y es 2m-periddica. (Obsérvese que esto puede inter-

pretarse como que f(e') es derivable en la circunferencia unidad.)
Podemos calcular los coeficientes de Fourier de f/,

1 (7 ;
(3.3.41) a, = . [W f(s)e "ds,

que de acuerdo con (3.3.40) verifican

lim |a,| =0
[n|— o0

y en particular existe M, 0 < M < oo, verificando
(3.3.42) |ay,| < M,
cualquiera que sea n € Z.

Pero integrando por partes en (3.3.41) y teniendo en cuenta la periodicidad de f,
podemos relacionar los coeficientes de Fourie de f con los de f/, es decir,

1 ™ . - T .
(3.3.43) a, = %/ f'(s)e™"™ds = % f(s)e™"™%ds = inay,

siendo a,, el coeficiente de Fourier para f. Podemos resumir (3.3.42) y (3.3.43) en el
resultado siguiente.
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3.3.4. Teorema.
Si f € Cl es 2m-periddica y

1 [m :
an = [ S s
2 J_,
entonces al, = inay, y por tanto, existe M < oo tal que

|an| <

M
> |n|a

para cualquier n € Z

Un argumento de recurrencia permite formular la siguiente extension del resultado
anterior.

3.3.5. Corolario.
Sik €N, k> 1y suponemos f € C* y 2m-periddica, entonces se verifica

lan| < cualquiera que sea n € Z.

_Wa

Podemos decir entonces que la mayor reqularidad de la funcion se traduce en un
mayor decaimiento de sus coeficientes de Fourier. Vamos a obtener una aplicacién
inmediata de este hecho a la obtencién de un teorema de convergencia uniforme.

3.3.6. Teorema.
Sea f € C y 2w-periddica y sea Sy f(x) su suma parcial de Fourier N-ésima, como
se definid en (3.3.33). Entonces

Jim Sy f(z) = ()

uniformemente en [—m, .

Demostracion.
Por (3.3.43) y suponiendo N > n

(3.3.44) [Svf(x) = Snf(@) < D laxl < ) %"

n<k<N n<k<N

siendo aj, el coeficiente de Fourier k-ésimo de f’. Pero entonces tenemos la siguiente
desigualdad inmediata

N | =

ah 1 .
(3.3.45) Y 1< X (el +5)<e sion M =mno,
n<k<N n<k<N
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pues la serie > — < A < oo y por la identidad de Pargeval Y |a,|? = ||f’|13.
keZ

k2
Por tanto, {Snf(x)}ren es uniformemente de Cauchy en [—m,7]. Entonces existe
¢ € C([—m,7]) tal que

(3.3.46) Jim Sy f(z) = o),

uniformemente en [—7, 7|. Pero en virtud de (3.3.46), ¢ tiene los mismos coeficientes
de Fourier que f y entonces

(3.3.47) 1f = élls < I = Snflla +1Sxf = lls =0 N — oc,

en virtud de (3.3.31). Por tanto, f = ¢ y queda demostrado el teorema. O

Observamos que en el teorema (3.3.6) el resultado s6lo depende de tener la derivada
en L2, con lo cual basta suponer que exista salvo en un conjunto de puntos de medida
cero. Dicho de una manera alternativa, el resultado anterior es cierto si se supone
que f es la primitiva de una funcién de L?. Esta observacién se recoge en el siguiente
enunciado.

3.3.6°. Teorema.
Sea f 2mw-periddica y tal que f(x) = f(0) + fom f'(s)ds, con f' € L*([-m,n]. Sea
Snf(x) su suma parcial de Fourier N-ésima, como se definid en (3.3.33). Entonces

lim Sy () = f(z)

uniformemente en [—7,m|.

Ejemplo.

El teorema (3.3.6°) recoge como casos particulares importantes el de las funciones
continuas que son ademads derivables a trozos. Una funcién en dientes de sierra y
2m-periddica es el prototipo de tales funciones.

La representaciéon obtenida en (3.3.39) para las sumas parciales de la serie de
Fourier va a permitirnos un estudio localizado de la convergencia, como vamos a
precisar. La localizacion debe entenderse en el sentido que la convergencia de la serie
de Fourier en un punto depende solo de la reqularidad de la funcion en un entorno
de dicho punto.

Podemos expresar (3.3.40) en la forma que se utilizara a continuacion.

3.3.7. Lema. (Riemann-Lebesgue)
Sea f € L?([—m, 7)), entonces

s

(3.3.48a) lim f(s) senksds =0

k—oo J_
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)
(3.3.48b) klim f(s) cosksds = 0.
Demostracion.

1, . )
Basta observar que senks = ?(elks — e~ %) para comprobar que
i

f(s) senksds = i(ak —a_g),
. i

con lo que se sigue (3.3.48a) de (3.3.40). El resultado (3.3.48b) es similar. O

Nota.

Teniendo en cuenta que el espacio L?([—m,7]) es denso en el espacio de funciones
integrables, se concluye el lema de Riemann-Lebesgue (3.3.7) para L', que es como
habitualmente se enuncia.

Damos otra prueba del anterior resultado. Si f € C' es 27m-periédica integrando
por partes se tiene

us 1 ™
f(s) senksds = z 1'(s) cos ksds,

—T

con lo que se sigue como antes de (3.3.40). De nuevo la conclusién para funciones
integrables, se sigue por un argumento de densidad. En efecto, como C' es denso en
L', fija una funcién g € L', para cada ¢ > 0 existe f € C! tal que

[ o) - swlar <

por tanto

/Tr g(s) senksds = /Tr (g(s) — f(s)) senksds + ' f(s) sen ksds.

—Tr —Tr —Tr

Entonces, para cada € > 0

| lim g(s) senksds| < e,
k—oo -
que es lo que queriamos demostrar.
El siguiente paso es observar dos propiedades elementales del nticleo de Dirichlet.
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1) Integrando término a término en la suma trigonométrica que define a Dy (t) se
obtiene

s

(3.3.49) Dy(t)dt =1, paratodo N €N

—T

2) El niicleo de Dirichlet es una funcién par,
(3.3.50) Dy(t) = Dn(—t),

cualquiera que sea N € N, por tratarse de un cociente de senos.
Con estos prerrequisitos podemos formular el siguiente resultado, debido a Dirich-
let, que confirma la idea de localizacién que habiamos conjeturado.
Una precisién de la terminologia que vamos a usar:
Una funcion se dice que es derivable a trozos si:
i) Es continua salvo, a lo mds, en una cantidad finita de puntos, en los cuales tiene
limites laterales finitos.
it) Tiene derivada continua en todos los puntos de continuidad de la funcion salvo,

a lo mds, en una cantidad finita, y en todo punto la derivada tiene limites laterales
finitos.

3.3.8. Teorema.

Sea f € L?, 2n-periddica, tal que en un entorno de xo, Is, = (xo — 0o, xo + o), f
es derivable a trozos. Entonces

Demostracion.
Por las propiedades del niicleo de Dirichlet, (3.3.49) y (3.3.50) podemos hacer el
célculo siguiente

(3.3.52)
S f(w0) — 5[ (z0,+) + Flwo, )] =

™

= [ DOl o+ 1)~ 3 fwo, +) — 5 o, it =

_ / " D () (f (0 + 1) — F(wo,+))dt + / " D (O)(f (o — ) — flag, —))dt =
= Il + 12.

Es claro que el comportamiento de los dos sumandos I e I5 es idéntico por lo que

realizamos el estudio de I; y dejamos al cuidado del lector persuadirse que a I se le
estima de igual forma.
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Por la hipétesis de regularidad, f es derivable a trozos, por lo que existe §; < &g
tal que sup |f'(s)| < M, para cierta constante M, lo cual implica que
zo<s<To+51
|f(zo+1) = fzo, +)[ < Mt| st [t| <01

Entonces
(3.3.53)

L= / Dy (#)(f (o +1) — (o, +))dt =

/ D (5)(f (2o + 1) — f(o, +))dt + /5 " D) (F (o + ) — flao, +)dt =
= 1,(6,N) + I(5, N).

Para § < d; se tiene

)
(3354) |Il((5, N)| < / Mt‘DN |dt < —/
0 2 sen (L) sen (

l\3|H~

Observando que si t € [0, 7], t < 27 sen (%), se tiene que

I,(8, N)| < M.
Asi, dado € > 0, tomando ¢ < mln{&l, } resulta
(3.3.55.) |h@Nﬂ§§

Fijado 0 > 0 para obtener (3.3.55), I2(d, N) se estima por el lema (3.3.7), pues

RGN = [ g0 sen ((V+ ar

—T

donde f(wo + 1) — f(z0, 4)

g(t) = 27 sen ()
0 si —w<t<é.

si d<t<m

Es claro que g € L?([—m,n]). Entonces

BN = [ g(0)sen (V + 50 =

—T
us

/7r g(t) sen (Nt) cos( )dt —|—/ g(t) cos(Nt) sen(%)dt.

—T —T
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En virtud de (3.3.48a) y (3.3.48Db), existe Ny tal que si N > Ny

(3.3.56) [12(6, N)| <

N ™

Las desigualdades (3.3.55) y (3.3.56) demuestran el teorema. [

En la demostracion anterior, queda clara la idea de localizacion. Como el nicleo de
Dirichlet no es positivo, no podemos introducir el valor absoluto dentro de la integral
definiendo las sumas parciales puesto que entonces

/ |Dy(t)|dt ~logN N — .

—T

El lema de Riemann-Lebesgue establece que lo que ocurre fuera de un entorno del
punto que se estudia no aporta nada en el limite.

La parte sustancial es que la regularidad de la funcién en un entorno del punto es
suficiente para probar la convergencia.

Un resultado como el anterior con sélo la hipdtesis de continuidad es falso, como
pone de manifiesto un contraejemplo del matematico germano Paul Du Bois-Reymond,
publicado a fines del Siglo XIX. Du Bois-Reymond encuentra una funcién continua
cuya serie de Fourier diverge en un subconjunto denso del intervalo [—m, 7]. Dicho
categéricamente, para asegurar la convergencia de la serie de Fourier en un punto, se
necesita algo mds de regularidad en un entorno que la mera continuidad. El teorema
de Dirichlet establece que la derivabilidad es suficiente y hay otros resultados que dan
como condicion suficiente otras condiciones de regularidad més débiles. Pero lo cierto
es que las funciones continuas quedan fuera de este tipo de resultados. Sin embargo,
si se cambia el modo de sumar un teorema debido al matematico hingaro Leopold
Féjer pone de manifiesto que se obtiene aproximaciéon uniforme para las funciones
continuas. Este resultado, que tiene interés en si mismo, nos dard como consecuencia
un teorema de densidad importante: el teorema de Weierstrass. El resultado de Féjer
puede formularse como sigue.

3.3.9. Teorema.
Sea f continua y 2mw-periddica; consideremos las medias aritméticas de sumas par-
ciales de Fourier de f,

N
(3:3.56) oneif(@) = 5 30 Skf (@)
0

entonces o1 f(x) — f(x) uniformemente cuando N — oo.

Para demostrar este resultado procedemos a expresar o1 f(z) de forma integral.



Utilizando (3.3.39) se tiene

N

it = g [ (Dt sioa

(3.3.57)

1 a (2k + 1) (z — t) £t
2m(N +1) (20: ( 2 )) sen (£5%

Si se observa que

(3.3.58) 2 sen (2k + 1)s sen s = cos 2ks — cos 2(k + 1)s,
se tiene
N
1 — 2(N +1 2(N +1
(3.3.59) Z sen (2k + 1)s cos2(N +1)s _ sen (N +1)s
0 2 sens sen s

por lo que sustituyendo (3.3.59) en (3.3.57) resulta

(3.3.60) ons1f(x) = i flx —1)Dny1(t)dt,

—T

siendo

. senz(N—f—l)(%)
2m(N +1) Sen2(f) ’
2

(3.3.61) Dyy(t) =

que es el llamado nticleo de Féjer de orden N.
Las propiedades fundamentales del nicleo de Féjer son las siguientes
1) @n1(t) 20y Pnya(t) = P ().
2) [T ®ny1(t)dt =1 para todo N € N.
3) Para cada ¢ € (0, ) fijo,

lim Dnyq(t)dt =0,

N—oo 5

para todo N € N.

El resultado 1) es evidente; 2) resulta de integrar directamente en la igualdad

N

Bya(t) = ﬁ 3" D).
0

169
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Para establecer 3), obsérvese que si 0 < § < t < 7w entonces

1 - 1
sen2(z)  sen(3)

y entonces es consecuencia del lema de Riemann-Lebesgue (3.3.7).

Una observacion importante es que el nticleo de Féjer satisface idénticas propiedades
que el ntcleo de Poisson. Ambos son aprozimaciones de la identidad en el sentido
que verifican 1), 2) y 3). Las propiedades 2) y 3) podemos entenderlas como que
la masa se concentra en un entorno de ¢ = 0 a medida que crece N. Este mismo
fenémeno ocurre cuando en el niicleo de Poisson hacemos tender r a 1. El nombre
de aprozimacion de la identidad se justifica pues al calcular lo que hemos llamado
integral de convolucion y pasar al limite, obtenemos la funcién de partida.

Como consecuencia se verifica también el resultado de Féjer enunciado como teo-
rema (3.3.9).

Demostracion del teorema (3.3.9).
Sea M = sup |f(x)]. Por ser f uniformemente continua en [—m, 7], dado € > 0
z€[—m,m]
existe § > 0 tal que si [z —y| < d entonces |f(x) — f(y)| < §. Utilizando la propiedad
2) del nicleo de Féjer podemos escribir

o @)~ f@I =1 [ ex )7 1)~ )] <

-0

(3.3.62) || ez — 1) — fla))dt]+

" ) T
1 / BN (O 1)~ )]+ /5 B (1) (f(x — ) — f())dt] =
= 11 + IQ + 13.

Estimamos en primer lugar I,

§ s
Bs [ enlf -1 fela< [ esta =

—T

Observamos que I7 e I3 se comportan de manera anédloga. Estimamos I3,

L [ ()] f (e — 1) - J(@)]dt < 2M / " a(n)d,

la demostracién concluye teniendo en cuenta la propiedad 3) del niicleo de Féjer. O

Como consecuencia del teorema de Féjer obtenemos dos resultados importantes.
El primero de ellos es el siguiente teorema de densidad de Weierstrass.
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3.3.10. Teorema. (Weierstrass)
Toda funcién continua en [—1,1] se puede aproximar por polinomios.

Demostracion.

Dada una funcién f € C([—1,1]) la extendemos como funcién continua a f definida
en [—m, 7] de forma que f(—m) = f(x). Por periodicidad se extiende como funcién
continua a todo R. El teorema de Féjer permite aproximar f uniformemente por poli-
nomios trigonométricos en [—m, 7). Pero los polinomios trigonométricos son funciones
enteras, por tanto, son aproximables uniformemente por polinomios. La conclusion
es ahora inmediata. O

El lector se escargard de sustituir el intervalo [—1, 1] por otro cualquiera que sea
cerrado y acotado.

El resultado anterior se puede enunciar de manera equivalente diciendo que

Los polinomios son densos en el espacio de las funciones continuas en un compacto,
dotado con la topologia de la convergencia uniforme.

El segundo resultado consecuencia del teorema de Féjer es el siguiente teorema de
unicidad.

3.3.11. Teorema.
Los coeficientes de Fourier de una funcion continua la determinan univocamente.

En efecto, si una funcién tiene coeficientes de Fourier cero, sus sumas de Féjer
convergen uniformemente a cero.

Observaciones ttiles para el calculo.
Cuando se trata de funciones reales se consideran las Series de Fourier de senos y
c08enos,

flx :a_0+ ag cos kx + by senkx),
2
0

siendo los coeficientes de Fourier ahora

1 s

ap = — f(s)cosksds, k=0,1,2,...
™ —Tr
1 s

b = — f(s) senksds, k=1,2,...
0

—T

Todos los resultados obtenidos son obviamente vdlidos.
Como consecuencia practica se tiene que:
1) Las funciones pares tienen cero los coeficientes correspondientes a los senos.
2) Las funciones impares tienen cero los coeficientes correspondientes a los cosenos.



172

Una aplicacion.

Aplicaremos lo estudiado sobre series de Fourier al andlisis de una propiedad ez-
tremal de la solucién del problema de Dirichlet (3.3.1). Tal propiedad caracteriza a
la solucién y sirve para probar existencia de soluciéon en dominios més generales.

Supondremos que en el problema (3.3.1) se tiene el dato f € C!; entonces podemos
definir la siguiente integral de Dirichlet o integral de energia

(3.3.63) Dp(u) = %//B (u2 + u2)dady,

donde Bp representa la bola de centro el origen y radio R. Podemos expresar la
energia en coordenadas polares de manera equivalente por

1 2w R 1
(3.3.64) Dgr(u) = = / / (uf + —ug)rdrdo.
2 Jo Jo r
La solucién de (3.3.6) viene dada por (3.3.20) y entonces se tiene

{ = S, 0 Il e,

3.3.65 )
( ) up = Ziooo(in)r\meznGan’

donde 1 g
n = 5 /_7T f(s)e"™sds.

La identidad de Pargeval implica que

e 1 =
(3.3.66) 5/0 (u? + r—2u§)d0 = n?r?"2a, )%,
por lo que
1 o0 1 o0
Dpg(u) = 3 ZnRzln‘|an|2 — Dy(u) = 3 Zn|an|27 cuando R — 1.

En la hipétesis de que f € C! se tiene que
(3.3.67) D1 (u) < oo,

ya que si

f(@) _ ianeiné"
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entonces
o
MO Zinaneme,
— 00
asi

/ PO =S n?an? < o,

—T

y en particular resulta (3.3.67).

Observamos que si se supone sélamente la continuidad del dato no se concluye
(3.3.67) como pone de manifiesto el siguiente ejemplo de Hadamard. Considérese la
funcién

flz) = Z % sen (nlz),
0

evidentemente f es continua, pero la correspondiente integral de Poisson (solucién de
(3.3.1)) no verifica (3.3.67).

Podemos formular ya la anunciada propiedad extremal del problema (3.3.6) cuando
f € C!. Consideremos la clase de funciones admisibles

A={gec([0,1] x [0,2n])] g(r.0) = g(r,0 +2m), g(1,0) = f(6)}

Propiedad extremal de la solucion de (3.3.6):

La solucion del problema de Dirichlet hace minima la energia (3.3.63) sobre la
clase de funciones admisibles A.

Maés precisamente se tiene el siguiente resultado.

3.3.12. Teorema.
Siu es solucion del problema (3.5.6), entonces

(3.3.68) Dy (u) < Di(g), cualquiera que sea g € A.

Demostracion.
La prueba es un calculo que vamos a efectuar en detalle. Evidentemente basta
probar que

(3.3.69) Di(un) < Di(g9), N €N,

siendo

N
N(r0) = Z ayr!Fleik?
-N
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Segin sabemos, uy verifica la ecuacién de Laplace, por tanto aplicando el teorema
de la divergencia de Gauss (1.2.3),

0= //B1 (9 —un)Auydzdy =
-/ i (9= ) V) drdy — Il (Vg — un), )y =
:/MyQ 1( g —un){(Vuy,v)dS — //B g —un), Vuy))dzdy,

siendo v la normal exterior al disco unidad y d.S el elemento de arco en la circunferencia
unidad. Admitamos que

(3.3.70) /+ . 1(g7uN)<VuN,u>dS:O,

entonces se tiene probado (3.3.69) pues

2D1 (g // |Vg|2d3:dy*// g —un) + Vuy|*dzdy =

=2D1(uy) + 2D1(g —un) + 2 //B (V(g —un), Vuy)dzdy =
=2D;(un) +2D1(g — un) > 2D1(un),

por la hipétesis suplementaria (3.3.70) y puesto que Di(g —un) > 0.
Para acabar probamos (3.3.70). Dado que ¢(1,0) = f(0),

9(1,0) —un(1,0) = Z ape'™.

|k|>N+1

De otra parte se tiene

(un)w(1,0) = (UN)p(Le) = Z |k|akeik9

[kI<N
entonces concluimos por ortogonalidad que

//xuyz:l(g —un)(Vuy,v)dS =

2m

= [ 00.0) 0 un), (108 = [ a3 IHawe™)as =0,

|k|>N+1 k|<N

O
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3.4.- Problemas mixtos para la ecuacién del calor en una
dimensién espacial.

Vamos a aplicar los resultados de las secciones precedentes al estudio de problemas
de conduccién de calor en una dimension espacial.
Concretamente, vamos a considerar el problema

ug(x,t) — ugg(x,t) = F(z,t) si (z,t) € (0,1) x (0,00)
u(z,0) =up(z) ,z € (0,1)

Au(0,t) + Bu,(0,t) =0, ¢ € (0,00)

Au(l,t) + Bug(l,t) =0, te(0,00) A,BeR.

(3.4.1)

Si B =0, (3.4.1) es el problema planteado en la introduccién y si A = 0 representa
la conduccién del calor en el segmento (0,1) en condiciones de aislamiento.
El lector se puede proponer condiciones de Sturm maés generales, es decir,

{ Au(0,t) + Bu,(0,t) =0

Cu(l,t) + Du,(l,t) =0 A,B,C,D € R,
y también las condiciones periddicas. El método serd idéntico al que consideramos
para (3.4.1), variando tnicamente el cdlculo algebraico previo.

Haremos el estudio en partes para que los cdlculos sean mas transparentes. La

linealidad del problema permite obtener la solucién final como suma de las soluciones
de los problemas parciales de cada parte.

1.- Problema homogeneo.
Consideramos el problema homogeneo, es decir, F'(x,t) = 0. Resulta

up(x,t) — Ugg(x,t) =0 si (x,t) € (0,1) x (0,00)
u(z,0) =uo(z), =z €]0,]]

PH
(PH) Au(0,t) + Bug(0,t) =0, t € (0,00)
Au(l,t) + Buy(l,t) =0, te€(0,00) A, BeR.
Buscando soluciones de la forma u(z,t) = ( )T(t ) se obtienen las ecuaciones
X"(x) — x) =
(3.4.2) ) (z) = AX(z)
T'(t) — )\T(t) =

De igual forma a lo hecho en la introduccién del capitulo, el problema de contorno
resultante es

X"(x) = AX(z) =0
(3.4.3) AX(0) + BX'(0) =0
AX(I)+ BX'(l) = 0.
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Como la solucién general de la ecuacién en (3.4.3) es
X(z) = eV + cpe™ VT,
para que haya solucién no trivial del problema, el sistema lineal
s (i A () 0)
eVYM(A+ BVA) e VAA-BVN) ) e 0

ha de tener solucién distinta de la solucién cero, para lo cual se ha de verificar

(3.4.5) (A2 — B2M)(e VM — VM) = 0.

A2
Asi, o bien A\g = B (si B #0), o bien

(3.4.6) emVAL_ oV — g,
Por tanto, se tiene
(1) Si B =0, es decir con condiciones de tipo Dirichlet, resulta que la sucesién de
autovalores es

(3.4.7) Ap=——— keN,

siendo las autofunciones correspondientes

kmx
(3.4.8) or(z) = c2 sen(T).
(2) Si B # 0 se tienen los autovalores
A2 k2m?
(3.4.7) AOZE’ )\k:—l—g, keN,
siendo las autofunciones
do(z) = cae” 57,
kmx kmx
(3.4.8) or(r) =1 COS(T) + ¢2 sen (T), ke N,

k
donde (A + B’“T”)c1 +(A- BT”)C2 = 0.
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Ejemplos.
1) Si B = 0 entonces las autofunciones son
kmx
Q/)k(l') = Sen(T).
2) Si A =0 entonces las autofunciones son
kmx
¢0($) = 17 ¢k(x) = COS(T)7 ke N.

A partir de aqui consideraremos las autofunciones ¢, normalizadas, es decir, de
forma que ||¢g|l2 = 1. Obsérvese que esto se consigue tomando una cualquiera y
dividiendo por su norma.

La correspondiente ecuacién en la variables ¢ es

T (t) = M\ Tn(t), cuyas soluciones son T, (t) = A,e~ (T)°

Por tanto, la solucién de (3.4.1) se conjetura que es de la forma

km

(349) u(;mt) = Zakd)k(if)ei(T)zt,
0

donde .
= (ﬁ ds.
Qg /0 Uuo (S) k (S) S

Evidentemente si la serie (3.4.9) define una funcién, ésta verifica los datos de contorno
y el dato inicial.

Si suponemos que uy € C2([0,1]) y verifica los datos de contorno, la serie de Fourier
de ug converge uniformemente en [0,!]. Ademds, utilizando la identidad de Green del
corolario (3.2.2) se tiene

ap = (W', o) = (u, ) = Me(u, di) = Apa,

es decir, los coeficientes de Fourier de u se pueden estimar por

ag| <
|ak| WL

pues v es continua y por la desigualdad de Bessel se tiene que sus coeficientes de
Fourier verifican

lim |aj| = 0.

k—o0
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Por tanto, por el criterio de Weierstrass, también converge uniformemente la serie
(3.4.9).

Si se deriva término a término una vez respecto a t o dos veces respecto a x se
obtiene

> km k2
3.4.10 _(Fmye (k)2
( ) ; ( ] ) ardr(x)e ,
tomando to > 0 la serie (3.4.10) tiene la mayorante
o] km 2 _(ki)2t .
Z_(T) ardr(xr)e T st > .
0

Como consecuencia de que la serie (3.4.9) converge uniformemente en [0, ] x [0, o)
y la serie (3.4.10) converge uniformemente en [0,1] X [tp, 00), se tiene:
1) u¢ v ug, estdn definidas por la serie (3.4.10), verificandose la ecuacién uy = g, en
(0,1) x (0, 00).
2) ut, Uy, € C([0,1] x (0,00)).
3) Razonando por recurrencia se tiene que u € C*>°((0,1) x (0,0)).
4) Se verifica la condicién inicial, en el sentido que

}ir% u(z,t) = up(z), uniformemente en [0,1].
Es decir, u € C([0,1] x [0,00))

Obsérvese que si suponemos sélamente que ug € L?([0,1]) se tienen las conclusiones
1), 2) y 3) pues los argumentos anteriores reposan en el hecho que los coeficientes de
Fourier {a, }ren forman una sucesién acotada.

Evidentemente no se puede esperar un resultado como 4). No obstante veremos
que el dato inicial se satisface en un sentido mas débil. Probaremos que

!
lim/ lu(z,t) — up(z)|>dz = 0
t—0 0

En efecto, por la identidad de Pargeval
: 2 - 2 k7 )2¢)2
[ tutant) = wo(e)de = 3 P — e
0 0

por igual razén, para todo N € N

N

!
(3.4.11) / |Snu(z,t) — Snug(x)2de = Z lax|?|1 — e*(’%")%f.
0 0
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Hemos de ver que podemos permutar la suma de la serie con el paso al limite cuando
t tiende a cero. Tomando,

N
Syu(w,t) =Y argp(@)e (T,
0

N
SN’LLO(LU) = Z ak¢k(‘r)7
0

resulta que dado € > 0 existe Ny tal que si N > Ny,
1 0o ) 0o
kn
u(xz,t) — Syu(x, T = ag|“e VT 0 < ai|” <€, para todo >
t)—S t)[%d 2e720F)7 < 2 todo t >0
0 N N

y también,

l N oo
/ uo (@) — Syu(a)Pde =D lar* <> lax]* <e,
0 M N

entonces, usando la desigualdad triangular
! 1
([ futet) = wo(o)de)’ <
0

l l
(/0 u(z,t) — Syu(z,t)|*dz)® + (/0 |Syu(x,t) — Syuo(z)[2dw)? +

1
([ fuote) = Syu(o) P <

N <k—7r)2t
<200 JarP) + O lalPi—e 17 ),
N 0

y ahora pasando al limite para ¢t — 0 tenemos para cada € > 0,

!
tliII(l]/ lu(x,t) — up(x)|?dr < 2v/z,
—0.Jo

como se queria probar.
En resumen, hemos demostrado el resultado siguiente

3.4.1. Teorema.

Sea u la funcion definida en (3.4.9), donde los coeficientes son los coeficientes de
Fourier de ug respecto a la familia de autofunciones (3.4.8).
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1) Siwug € C%(]0,1]) y verifica los datos de contorno, entonces
u e C™((0,1) x (0,00)) NC([0,1] x [0,00)),

siendo solucion del problema (3.4.1).
2) Siwug € L%([0,1]) entonces

u € C((0,1) x (0,00)),

es solucion del problema (3.4.1), en el sentido que verifica la ecuacién y los datos
de contorno en t > 0 y satisface el dato inicial en el sentido de L?, es decir,

fm [u(z. 1) ~ uo()]}2 = 0.

Observaciones.

1) Como puede verse la ecuacién del calor tiene la propiedad de que aunque el dato ini-
cial del problema (3.4.1) no sea regular, en cualquier ¢ > 0 la solucién es indefinida-
mente diferenciable en el interior. A esta propiedad nos referiremos diciendo que
la ecuacion del calor tiene efecto regularizante.

2) Supongamos el caso B = 0, condiciones Dirichlet. La serie solucién (3.4.9) se
convierte en

Por tanto, si t >ty > 0,
2 > km 2 k)2
Jula, )] = e DS ay sen ()l <
1
< M S B = < O(tg)e= (Pt -0, ¢ — oo,
1

siendo la convergencia uniforme en [0,!]. El calor se difunde y la temperatura
tiende a cero cuando el tiempo tiende a infinito.

3) La ecuacién del calor describe fenémenos irreversibles; si se cambia ¢t por 7 = —t
la ecuacién sdlo cambia en que el signo més se convierte en menos. Si se mira
en la correspondiente serie de Fourier, el decaimiento exponencial en el tiempo se
convierte en crecimiento exponencial.
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2.- Problema no homogéneo.
Supongamos que F(z,t) # 0y que F € C([0,1] x [0,00)).
Conjeturamos que la solucién del problema (3.4.1) tiene la forma

o0

(3.4.12) u(a,t) =Y Te(t)gr (),

0

donde {¢,, }ren es la sucesién de autofunciones del problema (3.4.3). Para determinar
las funciones T}, multiplicamos en la ecuacién (3.4.1) por ¢ (x), integramos en [0, ],

l l l
/ g (2, ) op () dr = / (2, 1) b1 () + / P, t)ox (2)dz =
(3.4.13) 0 0 0

! !
:)\k/o u(z,t)¢k(x)dz+/() F(z,t)pr(x)dz,

donde se ha integrado por partes dos veces y se ha usado que ¢, es una autofuncion.
Si suponemos ahora que se puede permutar la suma de la serie (3.4.12) definiendo wu,
con la integracion y usando la ortogonalidad de las autofunciones ¢y, obtenemos que
T} debe verificar

(3.4.14) { Ty, (t) = NeT(t) + cu(t)

Ti(0) = a,
donde .
{ cx(t) = Jo F(x,t)pp(x)dx
ax = [y uo(x)pr(w)dx

La solucién de (3.4.14) la calculamos explicitamente por la férmula de Lagrange y
resulta

t
(3.4.15) Ti(t) = apet + / M=) ey (5)ds
0

Entonces, formalmente la solucién de (3.4.1) la podemos escribir como

(3.4.16) u(z,t) = (ape™' + / M) ey (s)ds) ().
0 0

Para terminar justificamos los célculos realizados con las hipotesis de regularidad que
se tienen.
La serie en (3.4.16) la descomponemos en dos partes

w(z,t) =) are oy (x),
0
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que es la solucién del problema homogéneo, cuyo comportamiento ya hemos estudiado
y, de otra parte,

oo

wot) = ([ Maodsion)

0

que resuelve el problema (3.4.1) con dato inicial ug(z) = 0.
Observamos que si F' € C([0,1] x (0,00)), se tiene

3 ‘ 2 *tOOCS2S*
;/Owk(sn ds/()?k( )[2ds =

_ /Ot(/ol \F (2, 5)[2dx)ds,

por el teorema de convergencia monotona y la identidad de Parceval.
Por consiguiente, las sumas parciales definiendo uy verifican la desigualdad

(3.4.17)

N + N t
IS M Datsasontalt =31 [ s <
0 0
(3.4.18) M M
N t t N 2kt 1t
S 9 [aPds =Y S [Mals)s
27 o 0 ; k 0

donde se ha aplicado la desigualdad de Cauchy-Schwartz y de nuevo la identidad de
Pargeval. Es decir, las medias cuadraticas en [0,!] de las sumas parciales definiendo
a ug, convergen uniformemente en [0, 7.

k
De otro lado, teniendo en cuenta que A\ = —(—7T)2 y fijando T' > 0 de (3.4.18)

l
obtenemos

N t N t
13 / A=) (5)ds)n(z)| < BY | / A9 (5)ds| <
M M

N oxut t

e 1.1 1

<BY (G et <

M

N N

BT —1 B T

<2\ o2 2d M,N
SR gt lllds =0 MN

pues la primera serie es convergente y

N T T l
2 2 _
Mg /0 lck(s)|“ds §/0 /0 |F(x,s)|*dzds = A(T),
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entonces, us € C([0,1] x (0, 00)).
Podemos reescribir la solucién us de la forma siguiente

= ifbk(l‘)(/t M=) ey (s)ds) =
me / A=) /Ol F(y, s)or(y)dyds) =
=/0 / Ze““ 1 (y) ok () F(y, 5) dyds-/ / G(x,y,t,8)F(y, s)dyds,

donde G es la funcion de Green del problema

G(z,y,t,s) Ze)"“(t i (y) i ().

La continuidad de us se puede obtener también de esta expresion. Para obtener el
resultado de unicidad y otros resultados de regularidad esperamos al capitulo 6.

3) Datos de contorno no homogéneos.
Para fijar las ideas resolveremos el problema (3.4.1) con las condiciones de contorno
siguientes

(3.4.19) { u(0,1) = pa ()

u(l,t) = iat).

Definimos w(x,t) = p1(t) + %(ug(t) — p1(t)) para que verifique (3.4.19), y hacemos

el cambio de variable dependiente v(x,t) = wu(z,t) — w(z,t). En la nueva variable
resulta

Vp — Ugg = Up — Ugy — (W — Wyy) = F(x,t) — (W — wyy) = H(x,t),
con lo que el problema a resolver es

Vg — Vg = H(2,1)
v(0,t) =0 =w(l,1)

v(x,0) = uo(x) — (11 (0) — %(uz(o) —11(0))),

cuya solucién se ha calculado en la etapa previa.
El argumento anterior supone la regularidad suficiente sobre pq y po. Invitamos al
lector a plantearse otras condiciones separadas no homogéneas.
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3.5.- Problemas de contorno para la ecuaciéon de ondas: la
cuerda vibrante.

Como se dedujo en la seccién (1.5) el problema que plantea la vibracién de una
cuerda sujeta por los extremos es el siguiente

(1) ug(z,t) —uge(z,t) = F(z,t) 0<z<l, teER
(2) u(0,t)=0=u(l,t), teR

(3) u(z,0) =wup(z), x€][0,]]

(4) we(x,0) =ui(z), =z €][0,1],

(3.5.1)

donde ug es la posicion inicial y u; la velocidad inicial.
Nos ocuparemos en esta seccién del estudio del problema (3.5.1) y como en la
seccién anterior dividimos el estudio en etapas.

1.- Problema homogéneo, F(z,t) = 0.
Procediendo a buscar soluciones de variables separadas se obtiene el problema de
autovalores

(35.) { X"(x) = AX(z) =0

X(0)=0=X(),
cuyo estudio se ha hecho en la seccién (3.4); es decir, los autovalores de (3.5.2) son

n?n?

{An}ren = {_l—g}kENv

siendo las autofunciones correspondientes normalizadas

2 nwx
Q/)n = \/; SCH(T).

Las ecuaciones resultantes para la variable temporal son

n?n?

Ty (t) + (l—2)Tn(t) =0

que integrandolas elementalmente dan

t t
T.(t) =1 cos(%) + co sen(%).
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La solucién del problema (3.5.1) se escribe como

(3.5.3) u(w,t) = Z(an cos(nTm) + by, sen (nth))\/g sen (nle)

0

Como ha de ser
{ u(z,0) = up(x)
ug(2,0) = up ()

los coeficientes en (3.5.3) serdn

(3.5.4) 0 = \/g/ol uo(s) sen ("7 )ds,

y como

up(z,0) = 2foj(—’”)bn sen (25,
[ l l
0

1
(3.5.5) ()b = \/g/o i) sen (7).

Podemos observar en (3.5.3) que no se obtiene ningtin decaimiento en el tiempo y asf
la serie no mejora el comportamiento, al contrario de lo que ocurria con la ecuacién
del calor. Por tanto, en la ecuacién de ondas no encontramos efecto reqularizante, la
convergencia de la serie, y como consecuencia la regularidad de la solucién, reposa en
la regularidad de los datos iniciales de una manera fundamental.

Si suponemos que

(3.5.6) u(z,0) = ug(z) € C3([0,1]), wu(x,0) =ui(x) € C*([0,1]),
con las condiciones de compatibilidad
(3.5.7) 0=1u0(0) = up(l) = u1(0) = us (1) = uy (0) = ug (1),
entonces la solucién de (3.5.1) definida por (3.5.3) verifica

u € C*([0,1] x (—o0,00)).

Las condiciones (3.5.7) son necesarias para que la solucién satisfaga puntualmente los
datos en la banda [0,1] x (—o0, 00).
De acuerdo con las condiciones (3.5.6) y (3.5.7) y el corolario (3.3.5) se tiene
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por lo que la regularidad se obtiene comprobando que la derivacién término a término
da series uniformemente convergentes. Se dejan al cuidado del lector las ultimas
comprobaciones.

Si derivamos la solucién u respecto a t y a x obtenemos

u(z,t) = Z(nl—ﬂ)(—an sen(nTm) +b, cos(nTm)) % sen(@)
0

o0

“M”:Znggwwwghﬂ@%m%%

0

respectivamente. Fijado ¢ se obtiene por la identidad de Parceval

1 1
658 5 [ (w0 P = 5 [ (u@P + ).
La identidad (3.5.8) se conoce como principio de conservacidn de la energia, que
podemos leer también diciendo que la suma de las medias cuadraticas de la derivada
respecto al tiempo y respecto al espacio son constantes en el tiempo.

Como consecuencia de (3.5.8) se tiene un resultado de unicidad de solucién para el
problema (3.5.1). En efecto, si hubiese dos soluciones u y v la integral de energia para
la diferencia w = u — v en t = 0 es nula. Por tanto, la energia es nula en todo ¢, que
implica que w; = 0 y w, = 0 en todo punto. Se concluye que w(z,t) = ¢, constante.
Pero como w(z,0) = 0 por hipétesis, concluimos que u(x,t) = v(z,t).

Obsérvese que los argumentos anteriores son validos en tanto que la integral de
energfa sea finita. Esto es asf, suponiendo que u; € L?([0,1]) y que ujy € L*([0,1]). En
este caso hay que entender la solucién en un sentido débil, del cual no nos ocuparemos
por el momento.

Podemos escribir (3.5.3) de la forma

(3.5.9) u(e,t) =Y A, cos(”l—”(t +5,)) sen (”lﬂ),
0

siendo

2 bn
A, = \/;, /a2 + b2, nTW(Sn = —arctan(—).

an

Cada sumando en (3.5.9) se llama onda estacionaria; los puntos

= — :1... _1
p=me, m=1 (1),
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son los nodos, es decir, los puntos que quedan en reposo para todo tiempo en la onda
estacionaria. Se llama vientre de la onda a los puntos en que

nmxo

l

es decir, aquellos en que la amplitud de oscilaciéon es maxima. Evidentemente tales
puntos son

sen ( ) =41,

2m+1l
Tr =
2n

siendom =0,...,(n—1).
Fijado el tiempo, toda onda estacionaria tiene un perfil sinusoidal pues es

Un(@,t) = cn(t) sen(”lﬂ),

donde

nmw
T

De esta forma queda claro que cada onda estacionaria, u,, tiene una frecuencia
propia de oscilacion, w,, que es igual en todos los puntos.

En los tiempos tales que cos(w,(t + 6, )) = %1, las desviaciones son méximas y la
velocidad del movimiento es nula.

Por el contrario, en los tiempos en que cos(wy, (t+6,)) = 0, la velocidad es méxima
y la desviacién nula. Con (3.5.9) hemos obtenido la vibracién de una cuerda como
combinacién de ondas estacionarias, es la combinacion de tonos simples.

cn(t) = Ay cos(wn (t 4 6,)), siendo w, =

2.- Problema no homogéneo, F(x,t) # 0.
Se procederd como en el caso de la ecuacion del calor, es decir, conjeturando que
la solucién es de la forma

(3.5.10) u(z,t) = ZTn(t) sen(?m).
0

Entonces

l l
(3.5.11) / (ue (2, t) — Ugg (2, 1)) sen (?w)dw = / F(z,t) sen (nl—ﬂx)dx = ¢ (1),
0 0
de donde se obtiene por ortogonalidad e integrando por partes
nm

(35.12) T(E) + (T PT(t) = en(t),

y para que se verifiquen los datos iniciales

(3.5.13) 7,(0) = bu( "),
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donde a,, y b, estan definidos por (3.5.4) y (3.5.5), respectivamente.
La solucién de la ecuacién (3.5.12) verificando los datos (3.5.13) se obtiene por la
férmula de variacién de las constantes y resulta

¢
(3.5.14) T,(t) =an cos(nl—wt) + by, sen (?t) + L / cn(s) sen (nl—ﬁ(t — 5))ds.
nm Jo

Basta sustituir en (3.5.10). La regularidad depende de los datos y serd estudiada en
el capitulo dedicado a la ecuacién de ondas.

3.6.- El problema de Dirichlet en el semiplano positivo. La
transformacién de Fourier.

El problema que estudiamos en esta seccion tiene como dificultad anadida que el
dominio no es acotado, concretamente consideraremos el semiplano positivo,

R ={(z,y) e R?| y >0},

entonces su cierre es

R? = {(z,y) e R? y >0}

Nos planteamos el problema de Dirichlet para la ecuaciéon de Laplace en Riv es
decir, el problema

(3.6.1) { Au(z,y) =0, (z,y) €RY

u(z,0) = f(z), z€R,

donde por el momento supondremos que f es lo regular que se necesite para que los
calculos sean validos. Mas adelante precisaremos dicha regularidad.

Es obvio que tal como hemos planteado el problema en (3.6.1), en general, no tiene
solucién tnica; en efecto, si suponemos por ejemplo f =0, u(z,y) =0y v(z,y) =y
son soluciones de (3.6.1) con dato nulo. Lo que ocurre es que al ser R2 un dominio
no acotado hay parte de su frontera en que no hemos fijado ningin dato, no se ha
fijado el dato en el infinito, o dicho mas precisamente, no hemos fijado qué pasa con
la, solucién cuando 2% 4 y? — oo.

Tal condicién en el infinito se va a introducir pidiendo acotaciéon en Ri. Es decir,
consideraremos el problema

Au(z,y) =0, (z,y) €RE
(3.62) u(w,0) = f(z), z€R
lu(z,y)| < M < oo, (z,y) €R3.
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Como en las secciones previas, la idea es utilizar el método de separacién de variables,
es decir, buscar soluciones de la ecuacién de Laplace de la forma

U(z,y) = X(2)Y (y).
Al sustituir en la ecuacién, se obtienen las ecuaciones diferenciales ordinarias

X"(z) +cX(z)=0
(365) { Y7 (y) — ¥ (y) =0

Para ¢ # 0 las soluciones de las ecuaciones de (3.6.3) son

X(:&) :aei cw+b€7i cx
(3.6.4)

Y (y) = AeV + Be VY.

Como u debe ser acotada, necesariamente ha de ser ¢ > 0 y A = 0. Poniendo
c = (27€)? para £ € (—00,00), resulta 2w = £4/c, luego

(3.6.5.) ue(z,y) = X(2)Y (y) = e~ 2lelye2mite

En analogia a lo que se hace con las series de Fourier en los casos estudiados en las
secciones previas, seria razonable escribir la solucién como

(366) 'U/((E, y) — / a(f)e—%ﬂf‘ye?ﬂ'i{mdf.
Pero como debe satisfacerse
(3.6.7) u(z,0) = f(x) = / a(g)eQTrigxdE’

donde los coeficientes de Fourier son ahora una familia continua y parece natural
definirlos por

(3.6.8) a(é) = / e 2mHTE) £ (1) dt,
RN

en analogia al caso de las series de Fourier
Al menos formalmente, sustituyendo (3.6.8) en (3.6.6) y suponiendo que se verifican
las hipdtesis para que el cambio de orden de integracién sea licito, se obtiene

U(m7y) = /OC (/ e-?wi<$,5>f(t)dt)e—QTr|f|y62ﬂ—i§$d€ _
(3.6.9) - —0o0 CX)RN
:/ / “)(/ e 2mlEl 2mise= e it

— 00
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Pero tenemos que

> 2 2mif(x—t 1 Yy
(3.6.10) / e—2rlilvgrmiste—nge ~ 1V
—oo m (:Cft) +y

puesto que

%)
/ e—27r\£\ye27ri£sd§ —

— 00

0 o]
:/ €2ﬂ€(is+y)d§+/ e%&(is—y)dgz

—o00 0

1 1 Y

C 2n(is+y) 2m(is—y) w(s2+y?)
De (3.6.10) y (3.6.9) se concluye

(3.6.11) u(z,y) = l/_w S —

s

La funcién )
Y
P =—— "
(@,y) = —— vy
es el nicleo de Poisson en el dominio Ri.
Son muy féciles de comprobar las siguientes propiedades de P(x,y):

(3.6.12) P(z,y) >0, en R2Z,
(3.6.13) / P(z,1)dz =1,
o0 1 o0 o0
(3.6.14) / P(z,y)dz = 5/ P(g, 1)dz = / P(s,1)ds = 1,
2 b}
(3.6.15) P(z,y)de =1— —arctan(—) — 0, y — 0,
|z|>6 T Y
(3.6.16) AP=P,; + P, =0, en RZ.

Una demostraciéon exactamente igual a la del teorema (3.3.3) establece el siguiente
resultado



191

3.6.1 Teorema.
Sea g € C(R), tal que sup |g(x)] < M < 0.
z€R

FEntonces -
wa) = [ Pty

verifica
(1) Av =0 en R% )
(2) fv(z,y)| < M si(z,y) € RE
(3) lir% v(z,y) = g(z), uniformemente sobre compactos de R.
y—)

De esta forma hemos encontrado solucién al problema (3.6.2). La unicidad de
solucién para el problema (3.6.2) es una cuestién més delicada y la posponemos al
capitulo 5.

Tras el estudio realizado de las series de Fourier y de sus aplicaciones, es natu-
ral interesarse por la expresién (3.6.8), con la esperanza de que resulte igualmente
util para representar funciones definidas sobre la recta real. De acuerdo con (3.6.8)
formulamos la definicién siguiente.

3.6.2. Definicién.
Sea f una funcion integrable en R, es decir, tal que

/OO |f(t)|dt < .

— 00

Se define la transformada de Fourier de f por

(3.6.17) f) = / e 2SO F(t)dt
RN

Para coger confianza con el nuevo objeto introducido, es conveniente calcular una
transformada de Fourier. Concretamente calcularemos la de la funcién gaussiana, es
decir, la transformada de Fourier de

g(z) = e*‘”rlwﬁ, a > 0.

Escribiendo la férmula (3.6.17) para la funcién g se tiene

3.6.18 G(€) = e~ 2mil@,€) gmamlt]? gy
( ) q(&) ,
RN

poniendo

mat? 4 2mité = (Vart + i\/gf)Q + ggz
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resulta

(3.6.19) g(g)ze—%fz/ e~ (Vamtti/3e gy

— 0o

Calcularemos la integral que queda en (3.6.19) usando variable compleja. Fijado £ y
para cada R > 0 consideramos el camino de integracién I' definido por el segmento
del eje real que va de —R+10 a R+ 0, el segmento vertical que une el punto R 410y

P P
el punto R+ i,/ —¢&, el segmento horizontal uniendo el punto R+ i,/ —& con el punto
a a

[m ™
—R + i,/ —& y por ultimo, el segmento vertical uniendo el punto —R + i\/jf con
a a

—R +i0. El interior de I" es un rectangulo que llamaremos Ry, donde la funcién de
2
variable compleja h(z) = e™*", es analitica. El teorema de Cauchy implica entonces

que
/ e~ dy = 0,
r

T
(—)%¢ -

lim |/ a e~ (Varli+is) g — ),
0

R—o0

como ademas

resulta que

3.6.20
( ) /oo eiaﬂ—tht B /oo eny dy B L
— 00 B — 00 \% am B \/a,

dado que

/ e_yzdy = /7.

— 00

Por tanto sustituyendo en (3.6.19) obtenemos

(3.6.21) 9 = e,

que muestra como la transformada de Fourier de una gaussiana es otra gaussiana.
Este ejemplo es el que servird de norma para estudiar la transformada de Fourier.
Dado el éxito obtenido con la gaussiana, vamos a fijarnos en algunas de sus propiedades;
fundamentalmente en las dos siguientes.

1) Toda gaussiana, g € C*(R).
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2) Dada una gaussiana g y sendos enteros no negativos n y m se verifica

d’ﬂ
(3.6.22) sup |z 27

sup dx—”(x” < c(n,m),

donde c¢(n,m) es una constante dependiendo de n y m.

Ambas propiedades se obtienen por cédlculo directo sin ninguna dificultad. Agru-
paremos en una familia a todas las funciones verificando las propiedades 1) y 2) de
la gaussiana. Tal clase de funciones se suele designar por S(R) en honor de Lau-
rent Schwartz, quien por primera vez la introdujo como tal clase, llaméndola clase
de funciones temperadas. El nombre es bastante afortunado pues quiere decir que
una funcién estd en S(R) si ella y cualquier derivada suya tiende a cero en el infinito
mas rapidamente que cualquier polinomio, como el lector puede probar con un calculo
rutinario.

Para ser un poco més formales, escribimos en detalle la definicién de S(R),

n

(3.6.23) S(R)={f eC>*R)| sup |xmjx—£(x)| < epm <00, n,m € N}

De la propia definiciéon de S se sigue que
a) Si f,g€SyapeR,entonces af + g €S
b) Si f,g € S, entonces fg € S.

Ademds si f es una funcién temperada, tomando en (3.6.22) n =0y m = 2 se
tiene

(3.6.24) (1 + J2|*) f(2)] < M,

por tanto,

(3.6.25) /oo |f(z)|dz < M/OO S 00,
. oo L+ 22

es decir, f es integrable.
La observacién anterior implica, en particular, que la transformada de Fourier de
f € S(R) estd bien definida pues

(3.6.26) flo= [ e o,
RN
y la integral es finita. Obsérvese que ademds de (3.6.26) y (3.6.25) se concluye
(3.6.27) sup Fle)| < [ If@)lit < .
£ER —00

La correcta lectura de (3.6.27) es que la transformada de Fourier de una funcién
integrable es acotada y entonces, en particular, esto es cierto si f € S(R).

Las propiedades mas elementales de la transformada de Fourier de funciones tem-
peradas ponen de manifiesto cémo seran las aplicaciones de ella a las ecuaciones en
derivadas parciales.
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3.6.3. Teorema.
Sea f € S(R), entonces

(1) f €C®R) y ademds

L
(3.6.28) %(5) =G(¢), siendo g(z) = (—2miz)*f(x).
k
(2) Z—z{(a)‘) € S(R), verificindose
d* f ~
(3.6.29 7L (©) = Crie) fle).

(3) Si se supone también que g es una funcidn integrable y se define

(3.6.30) h(z) :/_Oo Fg(e —t)dt = f + g(x),

integral de convolucion de f y g, se tiene que h es integrable y que

~ o~

(3.6.31) h(&) = f(§)g(&)-
(4) f e SMR).

Demostracion.
1) Si se escribe la transformada de Fourier

fie)= [ e

dk

teniendo en cuenta que d_gk( f(z)e=27¢) es integrable en valor absoluto, se puede
derivar bajo el signo integral, resultando

dgk / f dgk —27rt§ / f 27Tlt k —27rzt£dt

y llamando g(x) = (—2miz)* f(x), se tiene (3.6.28).
dk
2) Que d—{:
x
establecer la férmula (3.6.29) basta hacerlo para k = 1 y reiterar la prueba. Pero,
integrando por partes,

€ S(R), es una consecuencia inmediata de la definicién de S(R). Para

~

T = [ e fa = (-2mie) [ e f(te = (-2mi)f(e),
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que es (3.6.29) con k = 1.
3) Que h es integrable es consecuencia inmediata del teorema de Fubini-Tonelli sobre
inversién del orden de integracion, en efecto,

| i< [~ 1rlgte - oo -
= [ 1l ot~ g = [ 151 ) lowlanan -
=/ 1wl lawiau

Para obtener (3.6.31) efectuamos el célculo directamente

h(€) :/RN e 2B p()dt = /RN e 2 e ( / Fl2)g(t — x)dz)dt =

/ f(z / gt — x)e ™ qt)dx =

- / fa) / ot — 2)e 2D g2 gy = Fe)g(e),

que es la identidad buscada.
4) Hemos de establecer que si m > 0y n > 0 son nimeros enteros, se verifica

que, por los apartados 1) y 2) anteriores, es equivalente a

anf dm
(3.6.32) gmff(g) =a[RN S G ION

—(2" f(z)) € S(R), por tanto, (3.6.27) implica

Por definicién, la funcién g(z) =
que
9(OI < C,

como queriamos demostrar. [J

Podemos resumir el contenido del teorema (3.6.3) diciendo que, en primer lugar,
la transformada de Fourier aplica S en S,

I
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En segundo lugar:

a) La transformada de Fourier transforma derivacién en multiplicacién por monomios,
como indica la férmula (3.6.29).

b) La derivacién de la transformada de Fourier es la transformada de Fourier del
producto de un monomio por la funcién, como precisa la férmula (3.6.28).

c¢) El producto de convolucién es transformado en el producto de las transformadas
de Fourier, como expresa (3.6.31).

Observaciones.

(1) La transformada de Fourier se extiende a RN por la férmula

fie)= [ rwe o

donde (,) es el producto escalar en RN .
(2) La transformacidon de Fourier permite que un problema diferencial se convierta
en un problema algebraico, por ejemplo, si se quiere resolver el problema

(3.6.33) Au=f, en R?

se transforma en

-~

(3.6.34) —4n®|€]%u(€) = f(€).

Evidentemente, para que la estrategia expuesta culmine con éxito el calculo de una
solucién de (3.6.33), es necesario saber si es posible recuperar una funcién a partir de
su transformada de Fourier, es decir, necesitamos saber invertir la transformada de
Fourier. A esta importante cuestién dedicamos el resto de esta seccién.

El apartado 4) del teorema (3.6.3) tiene como caso particular que

(3.6.35) lim |f(¢)] =0,

|| —o0

que puede verse como una extensién a la transformada de Fourier del teorema de
Riemann-Lebesgue demostrado para series de Fourier, es decir, tenemos un resultado
de localizacién. Realmente el resultado, que es conocido también como teorema de
Riemann-Lebesgue, es para funciones integrables y puede obtenerse de (3.6.35) por un
argumento de densidad de S en las funciones integrables. Tal resultado de densidad
se puede obtener siguiendo las indicaciones del ejercicio 33 de este capitulo.



3.6.4. Teorema. (Riemann-Lebesgue)
Sea f funcion integrable en R, es decir, ffooo |fldz < oo, entonces

(3.6.36) ‘gl‘im ()] = 0.
Demostracion.
Para f funcién integrable y € > 0 existe g € S tal que
/ |f — gldz < e.
Entonces -
Ol < 1£(€) —9(] + [9(&)] S/ |f = gldz + [g(£)],

que teniendo en cuenta (3.6.35), implica que para todo € > 0

~

lim | f(§)] <e,

|§]—o0

probandose el resultado. [
Recogemos a continuacion un resultado elemental e importante.

3.6.5. Lema.
Sean f,g € S(R). Entonces

(3.6.37) / " Fw)aty)dy = / " Hw)a)dy.

Demostracion.
Basta utilizar el teorema de Fubini,

| s ermedgnands = [ g e s

que prueba el resultado. [
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Este resultado y el hecho que la transformada de Fourier de una gaussiana es otra
gaussiana seran los ingredientes fundamentales de la prueba del teorema de inversion.
Si f € S hemos demostrado que f € S, entonces tiene sentido la siguiente

definicién.
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3.6.6. Definicién. (Transformada inversa de Fourier)
Sea f transformada de Fourier de f € S se define

(= [ emieofieae,
RN
La conjetura es que ( f )" = f. El resultado siguiente prueba esta conjetura.

3.6.7. Teorema. (inversion de la transformada de Fourier)

Si f € S(R), entonces (f) = f

Demostracion.
Hemos de probar que

(3.6.38) f(#) :/RN T8 f(&)de.

Para ¢ > 0 consideramos la gaussiana

por el lema (3.6.5) se tiene

(3.6.39) /R OO0 = [ FOe g€

2mitx

Llamando h.(z) = e ge () se tiene

h = —2ri(t—¢&)x N 1 _l=g?
(3.6.40) he(§) = ge(x)e de = g.(t— &) = ge =l
— 00

en virtud de (3.6.21). Sustituyendo en (3.6.39) resulta

[t—£12

(3.6.41) /RN e2”i<w»f>f(§)e—we2£2d§=/_ f(f)ée”r = dg = f-(1).

Si llamamos ¢(z) = e=™" se tiene $(z) >0y [ ¢(x)dr =1. Para e > 0 definimos

6:(2) = 20(5)

g

es obvio por cambio de variable en la integral que también

/Rgbs(:r)dx =1.



Por consiguiente podemos escribir la tltima igualdad en (3.6.41) como

f-(t) = /_ T H©)6.t - ©)ie.

Probaremos que

lim f.(2) = f(z).

e—0

En efecto,
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@)@l < [ T 6uO1f (@ —€) — f(a)lde = / o)l (@ — ey) — £(@)ldy.

Dado 1 > 0, elegimos R > 0 tal que

[ elway<?.
ly>R

entonces si M = sup |f(y)| podemos escribir
yeR

e’} R
[ S| (@ — ey) — f(@)|dy < / 6)If(@ —ev) = F(&)ldy + Mo,

Pero la continuidad uniforme de f sobre compactos implica que dado 1 > 0 podemos
elegir § > 0 tal que si |ey| < &, se verifica que |f(x — ey) — f(z)| < n cualquiera que

sea |z| < R; por tanto,

[e'e) R
/_ bW\ (@ — ey) — f(@)ldy <7 / o)y + My < 1+ M),

que es lo que queriamos probar.

Para finalizar la demostracién del teorema, obsérvese que en el primer término de
(3.6.41) se puede aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, resul-

tando

lim /OO ]:\(5)627@567527%2(15 — e27ri<x,€>f(€)d£,

e—0 RN

con lo que se concluye (3.6.38). O

El teorema (3.6.7) tiene una cuantificacién muy interesante.
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3.6.8. Teorema. (Identidad de Plancherel)
Si f €S se verifica

1£1l2 = 11/1l2

Demostracion.

Sea g(z) = f(—=x) y, por tanto, §(§) =
de Fourier demostradas en el teorema (3.6.
de identidades

f(e (£). Las propiedades de la transformada
3) nos permiten escribir la siguiente cadena

1712 / f(@)f(x)dz = f % g(0) =

- [ (9 (€)de = 700 F(©)a(e)de =

= [ 1©rde= 1713,

— 00

O

Para acabar esta seccién notaremos que el teorema (3.6.8) y la densidad de S en
L2, permite definir la transformada de Fourier sobre L2. En efecto, sea f € L? y
supongamos {gn tren C S tal que

1im [lg — fll2 = 0.

Definimos

£(&) = lim ga(9).

n—oo

Es obvio que, de esta manera, la transformada de Fourier es inversible en L? verificandose
ademds que es una isometria en L? por tenerse la extensién de la identidad de
Plancherel a L2, es decir,

(Identidad de Plancherel) Ifll2 = IIfll2, paratoda fe L?

EJERCICIOS DEL CAPITULO 3

1. Estudiar si tienen solucién los problemas:
a) y" —y=0,y(0) =0, y(2m) = 1.
b) ¥ +y=0,y(0) =0, y27) = 1.

2. Resolver los siguientes problemas de contorno:
a) ¥’ = a’sy, y(0) = v, y'(x0) =0, a,5 € R.
1
b) y// - a28y = 07 y<0) = y’(mo) = 07 Q,s € R.
s
Discutanse los casos de compatibilidad.



3. Resolver de manera elemental los problemas
a) yt) — My =0, y(0) = y"(0) = 0, y(m) = y"(m) = 0.
b) y" +2y" — 4y’ —8y =0, y(0) = —3, y'(0) = § y(1) = 0.

4. Obténgase la funcién de Green asociada a los problemas:

a) ¥ =0,y(0)=y(1), y'(0) =y(1).
b) y" =0, y(0) =y(1), y'(0) =y'(1).
) ¥ —y=0,y(0) =y(r) =0.
d) 2%y + 2y —y =0, lim, .o y(x) =1, y(1) = 0.
5. Calcular la solucién de los siguientes problemas:
a) ' +y=u,y(0) =y(3) =
b) zy’ +y 2, y(1) = yle) = 0
)y + %y = cos(mx), y(0) = y(1), y'(0) = y'(1).
d) y" +y =27 y0) =y(3), y'(0) =y ().

6. Hallar los autovalores y las autofunciones para el operador diferencial y”
con los datos de contorno siguientes: a) y(0) = y(5) = 0; b)
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= \y
y(0) = y(27) = 0; ¢)

y(0) = 0 = y(1); d) y(0) = y(L) =0, L > 0; e) y(—L) = y(L) = 0, L > 0; f)

y(a) =0=y(b), a < b.

7. Sea h : [a,b] — R funcién continua. Sea la ecuacién

y' —h(x)y =0

y las condiciones de contorno

(@) { y(a) +2y() +y'(b) =0
2y(a) —y(b) —y'(a) —y'(b) =0
y
y(a) +y'(b) =0
©) { y(5) +y'(a) = 0

En cada caso determinese si el correspondiente problema es autoadjunto.

8. Utilicese la identidad de Pargeval-Bessel para demostrar que

e 2

1 s
(@) zl: 2k—-12 8’

Sa-

Indicacion.- Témese el problema de contorno y" = My,

y(0) = y(m) = 0 y de-
sarrdllense en serie de autofunciones f1(x) =1 y fo(x) = x, respectivamente.



202

9. Pruébese que

t(m —t) i sen 2(kt)

5 = TR si tel0,m]

1

Indicacion.- Utilicese el mismo problema de contorno que en el problema anterior.
10. Sea el problema de autovalores

y' =Ny

y(0) =0

ay(1l) +y'(1) =0,

donde @ € Ry a # —1. Sea {\, }ren la sucesién de autovalores. Calctilese

=1
25,

n

11. Sea f € C*, k > 1, 2n-periédica y sea

£ 1 o —ins B
fo = —= [ s mas

Probar que

Snfla)= Y fl)em
[n]<N
converge uniformemente a f cuando N — oo, y ademads se verifica

C
sup |[Syf(z) — f(zx)] < ——.
1SS~ 1@< iy

12. Sea f(z) = €” en [—m, 7] y se extiende periddicamente a R. Determinese la suma
de su serie de Fourier en = .

13. Calcilese la serie de Fourier de f(x) = 1 en 0 < z < 7 respecto de ¢, (z) =
sennx. Integrando esta serie determinese una serie que converja a g(x) = x en el
mismo intervalo.

14. Pruébese que lim [ logz sennadz = 0.
n—oo

15. Se considera la serie

fla) = Z sen (n'x)

n2

Pruébese que define una funciéon continua. Si se considera la serie derivada término a
término, ;converge en media cuadratica a alguna funcién?
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16. Sea la ecuacién diferencial

(E) y' +p1y +poy = f(z), p1,p2€R,

donde f es 2m-periddica.

Utilizar las series de Fourier para obtener una solucién 27-periddica de (E), dando
condiciones para su existencia. Apliquese a calcular soluciones periddicas de las ecua-
ciones:

>~ sen (nx
(a) y”+4y=2%-
3
(b) y" +y = cosw.
(c) y" —y=|senuzl|.

17. Sea A € R — Z. Desarrollar en serie de Fourier en [—, 7| las funciones f(t) =
cos(At) y sen (At), estudiando para que puntos convergen estos desarrollos. Probar
que

12z

1 o0
ety B verez
sen ( T T -n
18. Sea el problema

4
(1) =yle) =0
Estudiese si es autoadjunto. Escribase la solucion utilizando la funcién de Green.
Calculense los autovalores y las autofunciones del problema. Determinese la solucion
para f(z) = 272 en forma de serie.

{ 2y’ + 2xy +1y—f( )
y

19. Para f € C([0,n]) arbitraria, resolver el problema
{ y' —y=f(x)
y'(0) =y'(m) =0,

mediante desarrollo en serie de autofunciones.
Obtener directamente una solucién en el caso f(x) = senz y comparando ambos
resultados, calcular la sumas

ad 1

o )TL
Z 4n2+1)(4n2—1 21: 4n2+ n?—1)

1
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20. Sea la funcién 10-periédica definida por

0 —5<z<0
f(x)_{?, 0<z<5

a) Hallar sus coeficientes de Fourier.
b) (Cémo habria de definirse f en z = —5, x = 0 y = = 5, para que la serie de Fourier
converja en todo punto?

21. Considérense las curvas planas simples, cerradas, C' y de longitud unidad.
Calcilense de entre ellas la que encierra drea méxima.
Indicacion.-

i) Longitud=1= [, ((z'(£))2 + (y/(1))?)"/%dt,

it) Utilizando la férmula de Green en el plano el drea encerrada es

Area=[ (x(t)y(t) — 2’ (t)y(1))dt,

iii) Utilicense series de Fourier
22. Obténgase por separacién de variables la solucién del problema
Upg + Uyy =0, (z,y) € [0,7] x [0, 7]
w(0,y) = u(m,y) =u(z,7) =0
u(z,0) = sen’x
23. Calcilese la funcién arménica conjugada de la soluciéon de
Au(z,y) =0, 2?+y?<1
{uW%—ﬂ®7f€aM%D
Hagase el calculo formal que da el valor de frontera de dicha funcién conjugada.
24. Sea D = {(x,y)|r? + y* < 1} y consideremos F' = Vv de forma que
1

lop =log(( = 5+ (y = 3)?)

Hillese razonadamente el minimo de

E:// |F|2dzdy,
D

sobre los campos gradiente definidos antes.
25. Obténgase una transformacién conforme que reduzca el problema de Dirichlet
_ 2
Au=0, (z,y)e R
u(z,0) = f(z), zeR
lu(z,y)| < e, (2,y) € RE,

al problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace en el disco unidad.
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26. Hallar la solucién u(x,t) del problema

U —Uge =0, O0<x<l, t>0
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0

T OSxS%
u(z,0) =

<z <1

1
1—=x 3

en forma de serie y estudiar su convergencia.

27. Resolver mediante el método de Fourier los siguientes problemas:

U —Uge =0, O0<x<1, t>0
(a) ugy(0,8) =0=wu(1,%), t>0
u(z,0)=1—-22, 0<x<1.

Ut —Uge =0, O<x <7, t>0

(b) w(0,t) =e~t, w(mt)=0, t>0

w(x,0) =22 0<z<m.

U —Uge =0, 0< <25 t>0
(c) u(0,t) =u(25,t) =0, t>0

Ut —Uge =, O0<x<m, t>0
(d) uw(0,t) =et, w(mt)=0, t>0

u(z,0) =xz(r —x), 0<z<nm

Ut —Uge =0, O<x <7, t>0
w(0,t) =e” ", w(mt)=0, t>0
w(z,0) =z(r —z), 0<z<m.

{ u(r,0) = sen(f5), 0 <z <25

Ut — Uge T U, =0, O<ax<m, t>0
) u(0.0) = u(m ) =0, 10
u(z,0) = —z(r—z), 0<z<m.
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U — Uge = sen(zt), O<ax<m, t>0
(9) u(0,t) =0 = ugy(m,t), t>0

u(z,0) = senw.

U — Uz =0, O0<x<1, t>0
(h) w(0,t) =0, w(l,t)+u,(1,)=0, t>0

u(z,0) = sen?(mz).

Up—Uge = Z+e (L —-1), O<z<m, t>0
(1) w(0,t) =et, wu(mt)=t, t>0
u(z,0) =0, 0<z<m.

U —Uge =0, O<z<m, t>0
() u(0,t) = u(m,t) =0, >0
w(z,0)=z(r—z), 0<z<m.

Ut —Uge =0, O<zxz<m, t>0
(k) uz(0,t) = ug(m,t) =0, ¢t>0
u(z,0)=z(r—z), 0<z<m.

28. Resuélvanse los siguientes problemas por el método de Fourier,

uge(x,t) — Au(z,t) =0, 0<z<m teR
u(0,t) =u(m,t) =0, teR
u(z,0)=z(r—z), 0<zx<mw

u(2,0) =2%(r — ), 0<z<m.

(a)

uge(x,t) — Au(z,t) = cos(x +t), O0<axz<m teR
u(0,t) = u(m,t) =0, teR

u(z,0) =z(r—z), 0<z<m

u(z,0) =2%(r —x), 0<ax<m.
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ug(z,t) — Au(z,t) +ur =0, 0<z<m teR
u(0,t) = u(m,t) =0, teR

u(r,0) = sen(3), O<z<m
u(x,0) = xcos(§), 0<z<m.

uge(x,t) — Au(z,t) =at, 0<z<m, teR
u(0,t) =u(m,t) =0, teR

u(z,0)=0, O<z<m

u(z,0) =0, 0<zx<m.

. Resolver mediante el método de Fourier los siguientes problemas.

uge(x,t) — Au(z,t) =0, —m<ax<m teR
u(—m,t) =0=u(mt), teR

u(z,0) =0, —-w<ax<mw

u(z,0) = cos(Lz), —-m<az<m.
uge(x,t) — Au(z,t) =0, —m<axz<m, teR
u(—m,t)=0=u(mt), teR

u(z,0) = sen(7z) — sen(3z), —mT<zx<T

u(z,0) =0, —-m<z<m.

u(z,t) — Au(z,t) = 50 sen (5z) sen (5t), O<z<m, teR
u(0,t) =0=u(mt), teR

w(z,0)=0, O0<z<m

u(x,0) =0, 0<a<m.

uge(x,t) — Au(z,t) =0, 0<zx<1l, teR
u(0,t) =0=u,(1,t), teR

u(z,0) =0, 0<z<l1

u(z,0) = sen3(rz), 0<ax <1

Uy = 256U, 0<zx <2, teR

u(0,t) =0=wu,(2,t), teR
Ly 0<z<1

U(I,O)—{418 = =

ws2-2) 1<x<2, 0<z<l1

u(x,0) =0, 0<x<2
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Uy — CPUge =0,, O0<z<m, tER
u(0,t) = sen(ket), k€N, wuy(mt)=0, teR

() u(z,0) =0, O0<z<m
ug(z,0) =0, 0<azx<m.
9utt7um:0,, 0<SC<1, teR
u(0,t) =0=wu(1,t) =0, teR
(9)

u(z,0)=z(l—-2), O0<z<l
ug(x,0) = cos(Fx), 0<z <1
30. Sea f funcion integrable sobre R, es decir,

[ 1r@ldr < o0

y sea
(o = / e 2mHmE) £ (1) dt
RN

su transformada de Fourier. Pruébese:

a) 1f(6)] < Jg |f(2)ldx para todo £ € R
b) f(§) € C(R)
31. Sea f € C*(R) tal que

k

@ 1@+ @IS g aeR
Probar
a) > f(z + n), converge uniformemente en 0 < z < 1 a una funcién, f°(z), 1-
periddica.

b) /0 € C3(R)
c) Utilizar el desarrollo en serie de Fourier de f° para probar la férmula de sumacién

de Poisson,
Yoty =) fn).

32. Sea el operador diferencial ordinario,
Lyl =—y" +y.
Sea E(x) tal que

Probar que .
vo) = [ B o) rw)dy

es solucién de Lly] = f.
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33. Probar que S es denso en L', espacio de funciones integrables.
Indicacion.-

a) Considérese iLE(l‘ —t), definida en (5.6.40), que es una funcion temperada. Dada
g € LY, pruébese que g.(x) = fR iLE(x —t)g(t) es temperada.

b) Pruébese que [g |ge(x) — g(x)|dx — 0 cuando e — 0.

34.
Sea F'(z,t) una funcién continua en [a, b] X [a,b] tal que

F(x,t)f(x)g(t)dxdt =0

[a,b] X [a,b]

para todas las funciones f, g € C([a,b]). Demostrar que F' es simétrica, es decir, que
F(z,t) = F(t,z) para todo (¢, ) € [a,b] X [a,b].
Apliquese a probar la propiedad de simetria (3.2.10 b).

35.
Consideremos el problema de Sturm-Liouville

{ y// — 0
y(0) =y'(0), y(1)=1y'(1).

a) (Es autoadjunto?
b) Calcular la funcién de Green, en caso que exista.
c¢) Resolver el problema
1
"o
YT It
y(0) =y'(0), y(1)=y'(1)

36.
Consideremos el problema de Sturm-Liouville

{ y' =2y +y=0
y(0) =0, y(1)=0.

a) Calcular la funcién de Green, en caso que exista.
b) Resolver el problema

{ y//_2y/+y:ex
y(0) =0, y(1)=0.
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37.
Dada la ecuacion del calor

U — Uz =0, O0<ax< L, t>0
u(z,0) =uo(z), 0<ax<L.

Datos de Contorno,

experimentalmente se conoce que u(z,t) — S(x) cuando t — co. S recibe el nombre
de solucién estacionaria, y la diferencia R(x,t) = u(x,t) — S(z) recibe el nombre de
solucion transitoria. Calcular Sy R en los casos siguientes:

a) Datos de contorno u(0,t) = A, w(L,t) = B.

b) Datos de contorno u,(0,t) = 0 = u,(L,t).

c¢) Explicar en cada caso cémo depende S del dato inicial ug.
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EL PROBLEMA DE CAUCHY

Introduccién

Se han visto en el capitulo 3 resultados para el problema de la cuerda vibrante.
Nos ocupa ahora el problema de valores iniciales para la ecuacion de ondas. Segun
se vié en la seccién 2.3 la condiciéon necesaria para que el problema de Cauchy no
caracteristico esté bien propuesto, es que se verifique la condicién de Hadamard. Tal
condicion se verifica en particular para la ecuacién de ondas en cualquier dimension,
como se puede comprobar de manera elemental.

Este capitulo estd dedicado a estudiar el problema de Cauchy para la ecuacién de
ondas. Demostraremos que, en el caso particular de la ecuacion de ondas, el problema
de Cauchy no caracteristico estd bien propuesto. Es decir, en este caso particular, la
condicion de Hadamard resulta ser también suficiente.

Aunque queda fuera de los limites de este texto, hay que decir que, en general
para una ecuacién con coeficientes constantes de segundo orden, la condicion de
Hadamard es necesaria y suficiente para que el problema no caracteristico de Cauchy
esté bien propuesto. Es més, en el caso de ecuaciones de orden superior, la condicién
de Hadamard se toma como definicién de hiperbolicidad, es decir, se dice que una
ecuacion de orden m es hiperbdlica si se verifica la condicién de Hadamard. Se de-
muestra entonces un resultado general:

El problema de Cauchy no caracteristico para una ecuacion hiperbdlica de orden m
con coeficientes constantes, estd bien propuesto.

Puede verse el resultado anterior en el libro de S. Mizohata, ”The Theory of Par-
tial Differential Equations” Cambridge University Press 1978, donde estd expuesto
detalladamente.
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El contenido de este capitulo se reduce a estudiar el caso més clasico y también
el mas concreto e interesante de la ecuacién de ondas en una, dos y tres dimensiones
espaciales respectivamente. Precisamente, nos planteamos el problema de Cauchy

uge(z,t) — Au(w,t) = F(x,t), (z,t) e RN xR
(4.0.1) u(z,0) = f(z), z=e€RN
u(x,0) = g(x), x€RVN,

donde N = 1,2, 3. Estudiaremos en qué condiciones de regularidad sobre los datos hay
solucién clasica, es decir, con derivadas segundas continuas y verificando la ecuacién
puntualmente. La organizacién del capitulo 4 es la siguiente, en la seccién 4.1 se
estudiard la férmula de D’Alambert para la ecuaciéon de ondas homogénea en una
dimensién espacial. Consecutivamente se estudia el método de medias esféricas para
resolver la ecuacién de ondas en tres dimensiones espaciales, y el método de descenso
de Hadamard para resolverla en dos dimensiones espaciales, en las secciones 4.2 y 4.3,
respectivamente. La seccién 4.4 se dedica a resolver la ecuacién no homogénea por
la férmula de Duhamel. La seccion final estudia resultados de unicidad mediante la
integral de energia, la velocidad de propagacion y el comportamiento que segiin cada
dimensidén se observa en la ecuaciéon de ondas.
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4JJ—Iﬁmecuachﬁlckaondasen.dhnenﬂén.uno.
Férmula de D’Alambert.

Consideramos el problema

utt_uxmzo, (l',t)GRXR
(4.1.1) u(z,0) = f(z), z€R
ut('r70) = g(l‘), HAS Ra

donde suponemos los datos con regularidad suficiente para que podamos efectuar to-
dos los célculos. Al final precisaremos las condiciones de regularidad que se requieren.
Obsérvese que si tuvieramos la ecuacién de ondas con velocidad de propagacion c,
es decir, uy — c?ugy = 0, haciendo un cambio de escala en la variable espacial se
reduce a la ecuacién (4.1.1). (Hagase y = x/c).
El método que sigue es debido a D’Alambert y puede resumirse en las siguientes
etapas
i) Mediante un cambio de variables se obtienen todas las soluciones de la ecuacién.
ii) Se determina una solucién que satisfaga los datos. Se comprueba que hay una
Gnica solucién.
Laidea del cambio de variable a realizar viene sugerida por una sencilla observacion.
Si suponemos u € C?(R?), se tiene

o 0,0 0

la idea es considerar nuevas variables Z, t de forma que se verifique

J -2+ 2
or ‘ot ' oz
(4.1.3) 0 _ 0 0

ot ‘ot Oz

con lo que la ecuacién (4.1.2) se convierte en
(4.1.4) Upt — Ugy = Uz
Para conseguir (4.1.3) basta tomar el cambio de variables

{x=%m+w
t =

(4.1.5) e,

o bien,

(4.1.6) {f“t
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Dejamos al cuidado del lector comprobar que se obtiene (4.1.4) haciendo los cambios
de variable anteriores.
En resumen, si se parte de la ecuacién de ondas

Ugp — Ugy = 0
con el cambio (4.1.6) se pasa a
(4.1.7) uzr = 0,
que obviamente tiene por soluciones aquellas funciones tales que
= (D),

o bien,

w(z,t) = / s)ds + ¥(T).

Es decir, las soluciones de (4.1.7) son de la forma

(4.1.8) w(Z, t) = w1 () + wa(t),
con wy y we funciones arbitrarias. Deshaciendo el cambio de variables obtenemos
(4.1.9) u(z,t) = wi(z +t) + wa(z —t),

soluciones de la ecuacién de ondas. La expresion (4.1.9) es una suma de ondas planas.
De w1 (x 4 t) se dice que es una onda plana progresando a la izquierda con velocidad
1, mientras que wa(x — t) es una onda plana progresando hacia la derecha, también
con velocidad 1. Con esta nomenclatura lo que se obtiene en (4.1.9) es la expresién
de las soluciones de la ecuacion de ondas como suma de ondas planas.

Para determinar la solucién del problema (4.1.1) hemos de determinar w; y we
tales que

u(z,0) = wi(x) + wa(x) = f(z)
4.1.10
L) { o) w0 - i) = o0,
o bien,
() fﬂ) = f(z)
(4.1.11) { (@) — wr(z) = |7 gls)ds + <
es decir,
L
wi(z) = 3[f(z) + [¥ g(s)ds + ]
(4.1.12) { ) — [ glyds —
Sustituyendo en (4.1.9) obtenemos la formula de D’Alambert
- 1 x+t
(4.1.13) w(z,t) = L& F ); fla=t) | 5 /H g(s)ds

Como puede observarse la férmula (4.1.13) no depende de la primitiva de g que se
tome, por tanto, wy y ws quedan determinadas de forma tnica por los datos.

Como consecuencia de los célculos y consideraciones anteriores podemos formular
el siguiente resultado.
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4.1.1. Teorema.

Sean f € C*(R) y g € C1(R), entonces la unica solucion del problema (4.1.1) viene
expresada por la férmula de D’Alambert

(4.1.14) u(z,t) =

2 +2

fa+t) +flz—t) 1 /””“

x
Ademds u € C*(R?) y depende continuamente de los datos iniciales con respecto a la
convergencia uniforme sobre compactos.

Demostracion.

Es clara la regularidad de u por las hipétesis sobre los datos y la férmula (4.1.14).

Que u es solucién del problema (4.1.1) resulta del calculo que se ha hecho para
obtenerla. Puede comprobarse también derivando directamente y sustituyendo en la
ecuacién. La unicidad es consecuencia de estar determinadas w; y ws de forma tinica
a partir de los datos.

Estableceremos la dependencia continua respecto a los datos. Supongamos que se
tienen datos f, g tales que

f@) = f(@) =0, @ ¢ ab)
(4.1.15) { g(z) —g(x) =0, x¢[a,b],
y
F@) = F@)] < g # €l
(4.1.16) ) 1+\£—a\

—al’ x € [a,b].

Considerando las correspondientes soluciones u y @ dadas por la formula de D’Alambert,
se tiene
(4.1.17)

lu(z,t) — a(z,t)] <

fla+t)+flz—t)— (flx+t)+ flz —1)) l/w-i-t

<] 5

3 £

< b— —
ST p—a Tixpoq’ Y=o

que es lo que queriamos probar. [

La primera observacién que resulta del teorema (4.1.1) es que la solucién no mejora
la regularidad de los datos.

De otra parte, si fijamos (xg, to), punto del espacio-tiempo, la férmula de D’ Alambert
establece que el valor de la solucién en dicho punto, u(xg, tg), depende exclusivamente
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de los valores de los datos en el intervalo cerrado A(xo,to) = [zo — |tol, o + |to|] del
ejet =0. A A(xo,tp) se le llama dominio de dependencia del punto (xg,to).

Si ahora consideramos el intervalo cerrado I = [a,b] del eje t = 0, los puntos del
espacio-tiempo en los cuales el valor de la solucién de la ecuacién de ondas depende
del valor de los datos sobre I, viene dado por

B(I) = {(z,t) e R*|z+t € [a,b]6x —t € [a,b] }.

A la regién B(I) la llamaremos dominio de influencia del intervalo I. La frontera de
B(I) en t > 0 estd formada por las semirrectas ¢ —¢ = by x4+t = a. Siendo simétrico
el dominio de influencia respecto al eje t = 0, la frontera en ¢t < 0 resulta ser x —t = a,
x+t =0b. Es decir, la frontera la podemos escribir como z + |t| = a, x — |t| = b.
Dicha frontera estd formada por rectas caracteristicas, de acuerdo con lo estudiado
en la seccién 2.3.

La forma que tiene el dominio de infuencia se traduce en que la velocidad de
propagaciéon de las ondas es finita, mas precisamente, en nuestro caso es uno.

Para entender mejor esta afirmacién supongamos que I se reduce a un punto, es
decir, I = {xo}, t = 0 . Entonces en t; unidades de tiempo, la senal producida por los
datos en xg ha llegado a los puntos del intervalo de la recta t =ty comtn al dominio
de influencia del punto xg, es decir, B(xg) N{t = to}. Pero segin la frontera obtenida
para el dominio de infuencia, tal intervalo es hacia la izquierda [xg — g, 2o] ¥ hacia la
derecha [z, z¢ + to]. Entonces

espacio  fp 1

velocidad media = — =
tiempo %o

Estas observaciones sobre la férmula de D’Alambert concuerdan con la experiencia
fisica en el estudio de la luz y el sonido. Mas adelante volveremos sobre estos aspectos.

4.2.-La ecuacién de ondas en dimension espacial tres.
Método de las medias esféricas.

Estudiamos el problema de Cauchy
uy — Au=0, (z,t)eR*xR
(4.2.1) u(z,0) = f(r), zecR>
ut(z,0) = g(x), z€R?
donde a f y g se les supone por el momento regularidad suficiente para que los calculos

puedan llevarse a término. Al final precisaremos las hipdtesis de regularidad de los
datos para que la solucion sea clasica.
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Seguramente la experiencia fisica de que las ondas se propagan esféricamente, su-
girié a Poisson el método para resolver el problema (4.2.1) que estudiamos detallada-
mente a continuacién. La idea conductora del método es buscar una expresién de la
solucién que permita usar la férmula de D’Alambert unidimensional estudiada en la
seccién previa.

Supongamos que u(z,t) es una solucién de (4.2.1) y fijemos z € R3 y r > 0.
Integremos la ecuacién en la bola centrada en x y con radio r, es decir, en | —y| < r,

(4.2.2) /| - utt(y,t)dy:/ Au(y, t)dy.

|z—y|<r

Utilizando el teorema de la divergencia obtenemos

/-T—y|§r Au(y,t)dy = / (g, )do(y) =

le—yl=r
3 3
(423) = /|wy—r(; Uy, (yat)l/i)da(y) = /u|—1(¥ Uy, (93 + v, t)Vi)dU(TV) -
3
=2 Uy, ( + rv, t)y;)dw = r? u(x + v, t)dw,
/yl_l@ o =r? [ ety

ya que la medida sobre la esfera de radio r, do(y), viene expresada por do(y) = r2dw,
donde dw es el elemento de area en la esfera unidad y v es la normal exterior.

Por otro lado, el término de la izquierda en (4.2.2) se calcula pasando a coordenadas
polares

(4.2.4) / uet(y, t)dy :/ ,02/ uge (@ + pv, t)dwdp.
jo—yl<r o J=1
De (4.2.3) y (4.2.4) se obtiene que (4.2.2) puede escribirse
(4.2.5) / 0* / ug(x + pv, t)dwdp = r? / ur(x + rv,t)dw.
0 lv|=1 |v|=1

Derivando en (4.2.5) respecto a r resulta

r? / ugt(x + rv,t)dw =

(4.2.6) =t

= 27"/ up(z + v, t)dw + r? / Upr (2 + 70, t)dw,
lv|=1

|lv]=1
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de donde
0% r /
— u(x + rv, t)dw) =
oz vt
g, 1 0% 1
4.2.7 =2—(— u(x +rv,t)dw) + r—5 —/ u(x + rv, t)dw) =
(42.7) vt )+ ([ e e
0% r
_ ﬁ(ﬂ /D|_1 u(x + rv, t)dw).
Llamando
1
(4.2.8) Mu(z,rt) = —/ u(z + rv, t)dw,
A Jiy1=1

media sobre la esfera de radio r de u, en el punto x y el instante ¢, la expresién (4.2.7)
se traduce en

(4.2.9) (rMu)y — (rMu) . = 0,

que es la ecuacién de ondas en una dimensién. Es decir, fijado € R? el producto del
radio por las medias esféricas, rMu, de una solucién u de (4.2.1), verifica la ecuacién
de ondas respecto a las variables r y t. Por consiguiente, podemos expresar rMu
como suma de ondas planas de acuerdo con lo estudiado en la seccién anterior, es
decir,

(4.2.10) rMu(z,r,t) = wi(z, 7 +t) + we(z,r — t).

En particular, si tomamos limites para r — 0

(4.2.11) 0 =wi(z,t) + wa(x,—t),
o bien,
(4.2.12) —wi(x,t) = wa(z, —t),

por lo que (4.2.10) se convierte en
(4.2.13) rMu(z,r,t) = wi(x,r +t) —wi(z, t —r).
Derivando en (4.2.13) respecto a la variable r resulta

(4.2.14) Mu(z,r,t) + r(Mu),(z,rt) = wi(z,r +t) +wi(z,t —7),
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y tomando limites de nuevo para r — 0 en (4.2.14), se obtiene

(4.2.15) lim Mu(z,r,t) = 2w (z,t).

T—
Pero si se supone que u es continua se tiene también

(4.2.15) lim Mu(z,r,t) = u(z, t),

T

luego (4.2.15) nos permite recuperar la solucién u en términos de la onda plana wy,
es decir,

(4.2.16) u(z, t) = 2w)(z,t).
La idea que se sugiere ahora de forma natural es intentar determinar w/ (z,t) a partir

de los datos iniciales del problema (4.2.1). Pero de (4.2.13), se concluyen las dos
identidades siguientes

(rMu),(z,r,t) = wi(z,r +t) + wi(x,t —7r)
(42.17) { (rMu)i(x,rt) = wi(x,r +t) —wi(x,t —r),
o bien,
(4.2.18) (rMu)(z,7,t) + (rMu)(z,r, t) = 2w (2,7 + ).

Pero si ahora se toman limites en (4.2.18) para t — 0, resulta

2w

1(w,r) =
o,r r

(4.2.19) = orlir /|u1 u(@ +rv,0)dw) + /u|—1 w(z + rv,0)dw =
9

8r(47r /|u_1 flz+rv)dw) + yym /y|_1 g(x + rv)dw.

Como (4.2.19) determina w} en funcién de los datos iniciales y (4.2.16) expresa u en
términos de w/, podemos escribir

(4.2.20) (o, t) = (;915(4;/' 1f(x+tu)dw)+£/| oo+ ).

A la vista de la anterior expresién es natural requerir que f € C3(R?) y g € C?>(R?)
si se quiere obtener u € C?(R3 x R), en este sentido podemos enunciar el resultado
central de esta seccién.
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4.2.1. Teorema.
Sean f € C3(R?) y g € C*(R?), entonces la funcion u(z,t) definida por (4.2.20)
tiene sequndas derivadas continuas y es la solucidn del problema de Cauchy (4.2.1).
Ademds la solucion del problema (4.2.1) depende continuamente de los datos con
respecto a la convergencia uniforme sobre compactos de los datos y de sus primeras
derivadas.

Demostracion.

Una vez hecha la construccién de u(z,t) por la férmula (4.2.20), sélo queda com-
probar que, en efecto, es solucién del problema (4.2.1). En primer lugar se tiene que
u satisface los datos iniciales pues
(4.2.21)

lim u(z,t) =
t—0

. 1 t t
}%{E /y|—1 flz +tv)dw + = le(Vf(x + tv), vydw) + = /|u|—1 glx +tr)dw} =
= f(),
por la regularidad de f y ¢g. Y también
tlgv%ut(%t) =
1 1
— lim{— / g+ t)dw+— [ (VS + ), v)dw) +
t—0 47 lv|=1 4 |v|=1
(4.2.22)
it 2 gm0 g man) =
tl—% 47 8t2 lv|=1 v v 47 Ot |V‘:1g v vjaw o
= g(z),

por la continuidad de los datos iniciales y de sus derivadas parciales y porque

3

1 1
lim — Vfi(x+tv),v)dw = — 2 (T vidw) = 0,
[ S ae= S ) [ e

=1 dm & v]=1

yva que las componentes de la normal en la esfera son funciones impares y entonces su
integral se anula.
Para ver que es solucién basta notar que si h € C2(R?) y definimos

v(z,t) = tMh(x,t),

donde

- 1
(4.2.23) Mh(z,t) = —/ h(z + tv)dw,
47 lv|=1
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entonces, v(x,t) es solucién de la ecuacién de ondas. Pero

0 — 0% _

Calcularemos ahora Av; para ello observemos que

1 / 1
— Ahydy:—/ hy(y)do(y) =
At? Jjay <t W Amt? Jjomy =t Wiow)

3 3
1 1
4.2.25 _ ha () - = B, (2 + tv)vidw =
( ) s »/zy|_tzl: (y)vido(y) g /u| 121: S+ tr)vidw =
th(x t),

ot

donde se ha aplicado el teorema de la divergencia y que do(y) = t?dw.
Pero el primer término de (4.2.25) se calcula también pasando a coordenadas po-
lares y resulta

1 I
4.2.26 —/ Ahydy:—// Ah(y)do(y
(4.226) e sa =g [ i)

Por tanto, de (4.2.25) y de (4.2.26) se concluye

0?
g MMt = 5 477152/ /M, y‘ _, Ahl)doly) =

+ Ah(y)do(y).

Entonces sustituyendo (4.2.25) y (4.2.27) en (4.2.24) se tiene

(4.2.27)

vy = Awv,

como queriamos demostrar.

La conclusién de que u es solucién de la ecuaciéon de ondas es consecuencia de ser
suma de medias esféricas, como v.

La dependencia continua resulta como sigue. Supongamos datos f,g v f, g, y sean
u y @ las respectivas soluciones. Supondremos que
a) f(z) = f(z) y g(z) = g(x) en x € RY — B(0, R).
b) Para T > 0 dadoe >0

3 _ 3

f(z) = f(a)] < IVf(2) = V()| <

19
3+T’
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Entonces a partir de (4.2.20), obtenemos
\u(x,t) - ﬂ(xat” <e.
O

La lectura de la férmula (4.2.20) da informacién sobre propiedades de velocidad de
propagacién. Estos y otros extremos seran discutidos en la seccién 4.5 siguiente.

4.3.- El problema de Cauchy en dimension espacial dos.
Método de descenso de Hadamard.

Una vez resuelto el problema de Cauchy para la ecuaciéon de ondas en dimensién
espacial 3, nos ocupamos en esta seccién de obtener férmulas explicitas para la solucién
del problema

uge (21, 20, t) — Au(zy,0,t) =0, (21,72,1) ER* X R
(4.3.1) u(z1,22,0) = f(z1,22), (21,22) € R?

ug(z1,12,0) = g(x1,22), (71,22) € R2
La idea para obtener la solucién de (4.3.1) en funcién de los datos es sencilla y debida
a J. Hadamard. De forma precisa es la siguiente.

Se consideran los datos en (4.3.1) como funciones definidas en R3 x R, indepen-
dientes de x3, es decir,

{ f(z1,20,23) = f(21,72)
g(x1, 9, 23) = g(21,22),
y se calcula la solucion de la ecuacion de ondas en tres dimensiones espaciales con

los datos (4.3.2). Tal solucién viene dada por la férmula (4.2.20)
Es decir, partimos de la expresién

0,1t P t
4.3.3 v(x,t) = x4+ tv)dw — g(z +tr)dw.
(1.3 @0 =g [ Ferman i [ grw

(4.3.2)

ot Am 47

La no dependencia de f y g de la variable z3, motiva que v sea independiente de
x3, en particular entonces, vg,,, = 0. Por tanto, v es solucion de la ecuacion del
problema (4.5.1).

Con estas ideas, la solucién de (4.3.1) viene expresada por

u(zy, xa,t) =

o, t ;
E(E / f(,fL'l +t1/1,$2+ty27x3+t1/3)dw)+

(4.3.4) [v|2=1
t

i / g(x1 + tvy, xo + tve, x5 + trs)dw,

v[2=1



223

y vamos a expresar las medias esféricas tridimensionales en términos bidimensionales.
Para ello observemos que, por ejemplo,

t fzy + tvy, x9 + trg)dw = 1 f(y)da(y).

4.3.5
( ) 4rt

dr l/f+u§+u32:1
En consecuencia hemos de integrar sobre la esfera

2 2 2 _ 42
(1 —y1)" + (22 —y2)" +y3 =t

Por tanto, escribiendo

ys = £/12 — (21 — y1)? — (22 — ¥2)2,
el elemento de area es

tdy1 dyz

do(y) = (12 — (x1 —y1)2 — (w2 — yo)2)V/2"

Llamando |z — g| = ((z1 — y1)? + (22 — y2)?)/? se tiene que (4.3.5) se transforma en

1 ~ 2 td’yl dyg

yo fly)do(y) = yy o<t fy1,2) 2 — |7 — §|2)1/2'

|z—y|=t

Con este planteamiento podemos formular el teorema de existencia y unicidad para
dimensién espacial dos que se obtiene gratuitamente del teorema (4.2.1).

4.3.1. Teorema.

Sean f € C}(R?) y g € C%(R?), entonces la solucion tinica del problema (4.3.1)
viene dada por la expresion siguiente
(4.3.7)

a 1 ) d d 1 , d d
U($1, T2, t) / (f(yl y2) Y1aY2 g(yl y2) y1dyo
|z—g|<t

ot 2 22—z - g2 " 2n Jzg< (2= |7 — g2V

Ademds la solucion depende continuamente de los datos en el mismo sentido que en
el teorema (4.2.1).

El método de Hadamard que hemos estudiado se conoce como método de descenso,
nombre que resulta ahora transparente. Lo que quiere decir es que resolviendo la
ecuacion en dimensién 3, se puede ”"descender” a dimensién dos por simple reinter-
pretacién de las férmulas explicitas. Este método se aplica en todas las dimensiones
pares. De hecho, se resuelve el problema de Cauchy en las dimensiones impares y a
partir de dichas soluciones se obtiene la soluciéon en dimensiones pares por el método
de Hadamard. Las demds propiedades que pueden concluirse de (4.3.7) se estudiardn
en la seccién 4.5.
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4.4.-La ecuacién de ondas no homogénea.
Se considera el problema

uy(z,t) — Au(z,t) = w(z,t) (z,t) e RN xR
(4.4.1) u(z,0) =0, zeRN
ug(2,0) =0, zeRN,

donde w € C2(RN xR) y N =1,20 3.
Es evidente que si se resuelve el problema (4.4.1), con los resultados de las secciones
anteriores y la linealidad de la ecuacién, se habré resuelto el problema general

ug(x,t) — Au(z,t) = w(z,t) (z,t) e RV xR
(4.4.2) u(x,0) = f(z), x=cRN

ug(2,0) = g(z), = e€RN,
La idea de como obtener la solucién de (4.4.1) es sugerida por el método de variacién de
las constantes de las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, que se ve complicado
aqui por el hecho de que el espacio de soluciones de la ecuacién homogénea no es de
dimension finita. Desde un punto de vista fisico se puede obtener el método por la
siguiente idea: Puesto que el impulso, es decir, la fuerza por unidad de tiempo, es
igual a la masa por la velocidad, o cantidad de movimiento, entonces la solucion del
problema (4.4.1) parece que debe poder expresarse como una ”suma” de soluciones de
los problemas

vee(x,t,8) — Av(z,t,8) =0

(4.4.3) v(z,s,s) =0,

ve(z, 8,8) = w(z, s).

Esta estrategia es la seguida por Duhamel y la recogemos en el siguiente resultado.

4.4.1. Teorema.
Sea w € C2(RN x R), entonces la solucion de (4.4.1) es

(4.4.4) u(z,t) :/0 v(x,t, s)ds,

siendo v(z,t,s) la solucion de (4.4.3).

Demostracion.
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Se tiene evidentemente que u(x,0) =0y

t t
(4.4.5) ug(xz,t) = v(x, t,t) —|—/ ve(x,t,8)ds = / ve(z, t, s)ds,
0 0

por ser v solucién de (4.4.3), entonces también se tiene que us(z,0) = 0. Por otro
lado, derivando respecto a t en (4.4.5) resulta

t
ug(z, ) = ve(z, t,t) —|—/ v (z,t, 8)ds =
0

(44.6) =w(x t v(z,t,8)ds = w(x tvx s)ds) =
= (@) + [ Ao to)ds = wle )+ A vt i)
= w(x,t) + Au(z, 1),

es decir, u es solucién. [

Como tenemos férmulas precisas para los problemas (4.4.3) en dimensiones N = 1,2
y 3, podemos obtener explicitamente la solucién de (4.4.1). Haremos una primera
observacion que simplificard los calculos posteriores. Como la ecuacién de ondas es
invariante por traslaciones, si se define U(x,t,s) = v(x,t + s, s), entonces se verifica

U (z,t,8) — AU (z,t,8) =0

(4.4.7) U(z,0,s) =0,
Ui(z,0,8) = w(z, s).

Por tanto, en virtud de (4.1.14), (4.3.7) y (4.2.20), respectivamente, se tiene
1 x+t

—/ w(y,s)dy, si N=1

2 r—t

1 ,8)d .

(4.4.8) Uz, t,s) ={ — ey g Ny

27 Jjz—yi<t /12 — |z — y|?

1
w(y, s)do(y), si N =3.

ATt Sy =t

Segun el teorema (4.4.1) ha de ser

t t
u(z,t) = / v(x,t,8)ds = / U(z,t—s,s)ds
0 0

y entonces la férmula para la solucién de (4.4.1) de acuerdo con la dimensién es

T+ (t— 5)
// s)dyds, si N =1
(t—s)
w(y, s)dy ~
4.4.9 ) = / / eom A
(449) ulwt) =9 57 |, ( jo—yI<(t—s) \/t_3)2—|x—y|2>

1 [t /
— w(y, s)do(y) | ds, si N =3.
4T Jo (t—s ja—yl=(t=5)
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Incidiremos en la seccién siguiente en lo referente a la unicidad y otras propiedades.

4.5.- Energia y unicidad.
Dependencia de la ecuacion de ondas de la dimensién.

Consideramos el problema

ug(z,t) — Au(z,t) =0, (2,t) e RV xR
(4.5.1) u(z,0) = f(z), xRN

ug(2,0) =g(z), ze€RN, N=1,23,
y supongamos que f y g verifican las hipdtesis de regularidad de los teoremas de
existencia probados en las secciones anteriores, y que tienen soporte compacto, es
decir, son cero fuera de una bola B(0, R).

De acuerdo con las férmulas explicitas obtenidas para la solucién u(z,t) de (4.5.1)
el soporte de u satisface para cada t fijo

sopu(x,t) C B(0, R+ [t]).

Si se multiplica la ecuacién por u; se tiene

N N
1 1
0= ut(Utt(IL',t) o Au(x’t)) - 5(“1&)? + 9 Z |uf€7 t2 o Z(umqut)m -
(4.5.2) 1 1
= O L0 4 (V) — div { (g, ) )
N ot 2 Ut zU IV Uz Ut )i=1,...,N J»

donde V, denota el gradiente respecto a las variables espaciales. Integrando (4.5.2)
sobre una bola B(0,p) € RN con p > R + |to| para t, fijado

1
0= ‘/ 2{uf(mo) + | Vau(e, to)|*ydz—
B(o,p) Ot

(4.5.3)
—/ div {(wg, (@, to)ui(z, to))i=1,... N tdz,
B(0,p)

llamando S(0, p) a la frontera de la bola B(0,p) y v a su normal exterior, por el
teorema de la divergencia obtenemos

- / div {1tz (2, o) e (2, o) )i v b =

(4.5.4) B8(%:2)

= _/ ((ug, (z, to)us(z, t0))i=1,..., N, v¥)do — 0, para p — o0,
S(0,p)
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en efecto, la integral es cero si p > R+ |tg|. Por tanto, a partir de (4.5.3) y (4.5.4) se
concluye

d1
(4.5.5) 0= __/ (2, to) + |Vaulz, to) 2} dz.
dt 2 B(0,p)
La expresién
1
=3 [ (uloto) + [Vaulo,to)}da,
B(0,p)

representa la energia, de forma que (4.5.5) se traduce diciendo que la energia es
constante en el tiempo, o bien que

1

(4.5.6) E(t) = £(0) = 5/3(0 ){lg(w)l2+ Ve f(x)*}da.

Es evidente que el resultado que acabamos de obtener sobre la conservacion de la
energia, implica la unicidad de solucion del problema de Cauchy

uge(z,t) — Au(z,t) = w(z,t), (r,t) e RV xR
(4.5.7) u(z,0) = f(z), xeRVN
u(z,0) = g(z), xRN, N=1,23.

En efecto, si hubiese dos soluciones u, ug de (4.5.7), la diferencia v = uy — ug verifica
el problema

vy —Av=0, (z,t)e RV xR

v(z,0) =0, xecRN

vi(2,0)=0, z€RN, N=1,23,

y segun (4.5.6)

§0=5 [ (w0 + V.ol 0)P)ds =0,
2 /B(0.0)

de donde, vi(x,t) = 0y Vyv(z,t) = 0, es decir, v es constante y como v(z,0) = 0,

v(z,t) = 0, o bien, uy(z,t) = ua(z,t).

Observamos que el argumento anterior sigue siendo vélido en cualquier dimension
y para cualquier solucién con energia finita.

Por el mismo tipo de técnica que hemos usado para establecer la unicidad, vamos a
analizar lo relativo a la velocidad de propagacion de las ondas. Este estudio nos dard
las bases para estudiar también el comportamiento de la propagacion de las ondas
seguin la dimension.
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4.5.1. Teorema.
Seau € C2(RN x[0,T)) y tal que ug(x,t)—Au(x,t) = 0 sobre la region RN x [0, T].
Supongamos que u(x,0) = us(z,0) = 0 sobre

B={(0)] |z—x|<to}, paraalgin toe (0,T).
Entonces u = 0 sobre la region conica

C={(z,t)] 0<t<ty, |r—mzo|<ty—t}

Demostracion.
Para 0 < t; < tg consideramos el tronco de cono

Co, ={(x,t)] 0<t<ty, |o—=zo|<to—t}

Integramos la identidad 0 = wu(us (2, t) — Au(x,t)) sobre Cy,, es decir

0= / u(Au — uy)dzdt =
Ciy

(4.5.8) N

01
= /c“ (Z(uwlut)xl - Ei{‘utﬁ + |ku|2}> dl‘dt,

1

y aplicando el teorema de Gauss se tiene
(4.5.9)

N
1 1
0= /S <—§(|“t|2 +[Vaul*)vo + El uxiuwi> do(y) —/ 5 (uel® +[Veul?)dz,

ty

siendo By, el circulo superior del tronco de cono, S es la superficie lateral, do(y) es
el elemento de drea en Sy v = (vg,v1,...,vN) es la normal unitaria exterior a S.
Obsérvese que la base del tronco de cono no aparece en (4.5.9) por suponerse los
datos nulos en t = 0.

Calcularemos la integral sobre la superficie lateral S. En primer término se tiene
que v = (@,uh...,m\;) y entonces Zf[ v? =1—v3 = 3; en segundo lugar si Ig

designa la integral sobre S en (4.5.9) se tiene

N
1
I = [ (=5l + 9o+ Y wruns)do(y) =
S 1

(4.5.10) N

N
1 1
=73 /{Uf(’/g - ZVE) T Z(Uzﬂ/o —wvi)?}do(y) <0
s 1 077
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como resulta evidente por ser suma de cuadrados. De esta forma (4.5.10) y (4.5.9)
permiten concluir

(4.5.11) 0:1/ (g + |V oul?)de.
2 Btl
La regularidad de u y (4.5.11) implican que us(z,t1) = 0y Vyu(z,t;) = 0 para
cualquier * € By, y cualquier 0 < t; < T. Por tanto u es constante en la region
cénica C y como en la base de C, es decir, sobre t = 0y = € B, u(z,0) = 0, resulta
u(z,t) =0 para (z,t) € C. O

El resultado anterior pone de manifiesto que dados los datos en la bola B la solucién
queda tnicamente determinada en el cono C.

Daremos las definiciones que nos permitiran enunciar precisamente los términos en
la discusién posterior.

4.5.2. Definicién.

i) Dada una bola B = {z € RY| |z —mzo| <1} el dominio de determinacion C(zo,r)
es el conjunto de puntos (z,t) € RN x R para los que se determina de manera
unica la solucion del problema de Cauchy para la ecuacion de ondas con datos en
B.

it) Dada una bola B en el plano t = 0 llamamos dominio de influencia de B al conjunto
de puntos en RY x R en los que el valor de la solucidn del problema de Cauchy
para la ecuacion de ondas depende de los datos en B. Lo notaremos por B(B).

4.5.3. Definicién.

Dado un punto (zo,t0) € RN x R el dominio de dependencia An(xo,to) es el
conjunto de puntos (x,0) € RN x {0} tales que la solucion del problema de Cauchy
para la ecuacidn de ondas en el punto (xo,ty) depende de los valores de los datos en
AN(.T(),t()).

El teorema anterior junto con las férmulas (4.1.14), (4.2.20) y (4.3.7), permiten
determinar C(zg, ) como el doble cono

C(zo,7) = {(z,t) e RN xR| |z —zo| <r—|t|]}, N=1,2,3
A las superficies coénicas
S(wo,r) ={(z,t)] |z —xol =r—[t[},

se les llama conos caracteristicos por coincidir con las caracteristicas de la ecuacion
de ondas estudiadas en la seccién 2.3. En otras palabras, los conos caracteristicos son
las fronteras de los dominios de determinacion.

De esta forma dada una bola B en el plano t = 0, el dominio de influencia B(B) es

el conjunto de R x R tal que los conos caracteristicos con vértice en B(B) cortan a
B.
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El mismo célculo hecho para la ecuacién de ondas en una dimensién en la seccién
4.1, demuestra en general que la velocidad de propagacion es 1.

De nuevo consideramos las férmulas (4.1.14), (4.2.20) y (4.3.7). Se aprecia una
diferencia sustancial entre lo que ocurre en dimensiones 1 y 2 y lo que ocurre en
dimensién 3. En efecto, en el caso de dimensiones N = 1y N = 2 el dominio de
dependencia de un punto (xg,to) es

An(zo,to) = {(z,0)| |z —=zo| < to}, N =12,
mientras que en dimensiéon N = 3 el dominio de dependencia es
Asz(zo,to) = {(z,0)[ |z — 20| = [tol}.

En dimensién espacial tres resulta que el dominio de dependencia es la interseccion
del cono caracteristico con el plano t = 0, es decir, si tomamos el cono caracteristico
S3 (o, [to]) con vértice en (xo,to), se tiene

(4.5.12) As(zo,t0) = S3(xo, [to]) N {(x,0)|z € R},

Por el contrario en dimensiones 1 y 2 el dominio de dependencia es toda la bola
y la interseccién del cono caracteristico con t = 0 es sélo la frontera de A;(xg,t0) y
As(z0,t0) en R y R?, respectivamente.

La propiedad que expresa (4.5.12) se refiere diciendo que la ecuacién de ondas en
dimensién 3 satisface el principio fuerte de Huygens. Asi pues la ecuacién de ondas
en dimensiones 1 y 2 no satisface el principio fuerte de Huygens.

Analizaremos que significa el principio fuerte de Huygens. Supongamos los datos
en el problema de Cauchy (4.5.1) soportados en una bola B ¢ RV.

En el caso de no verificarse el principio fuerte de Huygens, el dominio de influencia
de una bola B es el tronco de cono con base B y superficie lateral generada por las
caracteristicas pasando por la frontera de B. Esto quiere decir que si tomamos un
punto xo € RV existe un tiempo ty en el cual el dominio de determinacién C(zg, to)
corta a B en t = 0. Pero entonces es claro que a partir de ese instante continta
verificdindose que C(zo,t) corta a B si t > tg. En este sentido una propagacién de
ondas en dimensiones 1 y 2 con senal inicial de soporte compacto, tiene la propiedad
que cuando la perturbacion alcanza un punto permanece perturbandole para todo
tiempo posterior. Piénsese en las ondas de agua de un estanque como ejemplo. Si el
agua vuelve al reposo es por rozamiento y otras perturbaciones externas.

Si se verifica el principio fuerte de Huygens, es decir si estamos en R? xR, y se toma
un punto zg € R? entonces los tiempos ¢ que verifican que el cono caracteristico con
vértice en (zg,t) interseca B es un intervalo acotado como se comprueba facilmente.
Esto quiere decir que el dominio de infuencia de una bola B es el tronco de cono con
base B, menos un cono interior.
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Es decir, en tres dimensiones espaciales una perturbacién de soporte compacto,
llega a cada punto y después de un tiempo desaparece. El principio de Huygens
fuerte permite que puedan emitirse sonidos y que posteriormente se vuelva al silencio.

i Puede imaginar el lector un espacio fisico sin principio de Huygens?

Consideramos de nuevo el problema de Cauchy

ug(z,t) — Au(z, t) =0, (2,t) e RV xR
(4.5.13) u(z,0) = f(z), xRN
ui(z,0) =g(x), z€RN. N=1,23,
Utilizaremos la transformada de Fourier y las propiedades que para ella se han es-

tablecido en la seccién 3.6.
Definiendo

v(&t) = /RN e 2@ (2, t)dx,

transformada de Fourier de u respecto a la variable espacial para t fijo,
o= [ e @,y 5= [ ey,
RN RN

transformadas de Fourier de f y ¢ respectivamente, se verifica para cada &€ € RY
d2

06 1) +amlEPo(E 1) = 0

(4.5.14) v(€,0) = f(€)

d X
E’U(fﬁo) = g(&)

Las soluciones de (4.5.14) son combinaciones lineales de soluciones de los problemas,

2

d
TE(E D) + AP (€ 0) = 0

(4.5.15) v1(£,0) =0

d
Evl(gao) = 1;

y

d2

g 2(E 1)+ Amle s € 1) = 0
(4.5.16) v2(£,0) =1

EU2(€7 0) = 07
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es decir, de

(0n(600a(6 ) = D, costame))
Entonces la solucién de (4.5.14) se escribe como
(1.5.17) oeot) = 0 T ey cos(anrie)

2m¢|

Observamos que

ivl(f t) = cos(2mt|]),

dt
por lo que llamando
; 2
(4.5.18) E(x,t) = / (zmiteg) S0 Cmte]) o
R 27|
se tiene
0 )

(4.5.19) &E(ﬂ%t) = /RN 2T ®8) cos(2mt|€|)dE

Entonces teniendo en cuenta (4.5.17) y las propiedades de la transformada de Fourier
se tiene que la solucién de (4.5.13) es

(4.5.20) u(z, t) :/RN ;E( )f(y)dy+/ E(z —y,t)g(y)dy

RN

Todos los célculos anteriores pueden justificarse si, por ejemplo, se supone que

f(@),g(2),|Vg(2)| € L*(RY).

El paso de (4.5.20) a (4.1.14) exige calcular de forma explicita E(x,t). En el caso
de dimension 1 se puede hacer elementalmente.

Se trata de calcular la antitransformada de Fourier (4.5.18). Para ello tendremos
en cuenta que

(4.5.21) /OO senls) o
0

S

o]

Por un argumento sobre la paridad de la funcion

_ > 2mizé sen (27Tt|£‘) _
Blat) = [ omee e =

> 27t
= 2/0 cos(2ﬂxf)%df =

(4.5.22) /°° sen (27 (x + )§)+ sen (27 (¢ — x)¢)
0

dé =

:/"o sen (27r d§ / sen ( 2” )§)d£ Ii(z,t) + Ia(w,t),
0



233

entonces, si x +t > 0y t —x > 0 haciendo el cambio de variables

(4.5.23) { s=2rlwtil, en I,

s=2m(t—x)¢, en I,
respectivamente, se obtiene,

1
(4.5.24) L =15 = 1

1
Por consiguiente, si x € [—t,t|, E(x,t) = 3 Por otra parte si ¢ [—t,t], el signo

de x 4+t es opuesto al de t — 2 y haciendo el cambio indicado por (4.5.23) se tiene
I, = —I5, obteniéndose asi{ E(x,t) = 0. En resumen,

1 :
E(x,t):{ 7 st x € [—t,1]
0, si x¢][-tt].

Por tanto,
o sen (2 > ot
!K QMQEQ%%#QMQ@:iK E@—yJM@My=%/LtﬂWW-

El otro sumando de la formula de D’Alambert sale de derivar respecto al tiempo

o1 [ flz+1) + flz—1t)
55/36% fy)dy = 5 :

El paso de la férmula (4.5.20) a las férmulas explicitas en dimensiones mayores,
(4.3.7) y (4.2.20), requiere el concepto de transformada de Fourier en sentido de
distribuciones para el célculo de E(x,t) y serd omitido aqui. El resultado en R? es
que dada g € C§°(R?) entonces

: 2nt|¢]) . ¢
627"1<$7§> &g 5 dé' = — qg T+ tv dw)
/RN 2m|¢] © AT Jiy)=1 ( )

consiguiéndose el correspondiente resultado en dimensién espacial 2 por el método de
descenso de Hadamard. Los detalles se pueden encontrar en el libro de F. Treves, ”Ba-
sic linear Partial Differential Equations” Ed. Academic Press, 1975, pg.47. También
se deja al cuidado del lector la expresion de la solucién de la ecuacién de ondas no
homogénea en términos de E(x,t).
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Nota. Obsérvese que el principio de conservacion de la energia es una consecuencia
inmediata del teorema de Plancherel y de la expresién (4.5.17). (Véase el ejercicio
18).

EJERCICIOS DEL CAPITULO 4.

1. Sea u(x,t) solucién del problema
U —Uge =0, x€[0,1], t€R
u(z,0) =xz(1—1z), ze€(0,1)
u(z,0) =2z, x€(0,1)
u(0,t) =u(l,t) =0, teR.
Calctlese razonadamente el valor exacto de u(%7 %) Obténgase la serie de Fourier
de la soluciéon y analicese la convergencia.
2. Sea el problema
U — Uz =0, x€[0,1], t€R
u(z,0) =0, x€(0,1)
ut(z,0) =2(1—z), =x€(0,1)
u(0,t) =u(l,t) =0, teR.

Utilicese el método de Fourier para obtener la solucién de (P) como suma de una

serie. Determinese la regularidad de dicha solucién en un entorno del punto (%, 11—0)

(P)

Determinese razonadamente la suma de la serie de Fourier en dicho punto.
3. Sea el problema
Uy —Uze =0, zER, tER
(P) u(z,0)=0, z€R
ut(x,0) = max{1l — 2|z],0} =z € R.
Determinese
a) sopu N {t = 1}, siendo sopu la clausura del conjunto de puntos donde u # 0.

b) La solucién del problema.
¢) La gréfica de u(0,t), siendo u la solucidn.

4. Sea el problema
Uy — Uz =0, zER, tER
(P) u(z,0) = max{1l — |z|,0}, z€R
u(z,0) = min{z* — 1,0}. z€R
Determinese el dominio de dependencia del punto (0, %) Determinese el conjunto de

puntos (z,4) € R? tales que u(x,4) # 0. Utilicese la férmula de D’Alambert para
calcular la solucién, estudiando en que puntos la solucién no es C2.
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5. Se considera el problema

U —Uze +u; =0, xz€ER, tER
(P) u(z,0) = f(z), =eR
Ut(I,O) :g(l'), Z'GR,
siendo f,g € C§°(R). Obténgase la energia y compruébese que la ecuacién de ondas
regida por la ecuacién de (P) tiende a pararse cuando ¢ — oo.
6. Estudiense la solucién de los problemas siguientes por la férmula de D’Alambert
y determinense los puntos en que la solucién no es C2
Uy —Uge =0, zE€R, teR
u(x,0)=0, z€R

1 >0
ug(z,0) = 0 £<0

(a)

Uy —Uze =0, zER, tER
1 >0

b ,0) =

(v wwo={ 5 770

u(x,0) =0, z€R.

7. Obténgase la solucién de

Uy — Uge = xt, TER, tER
(P) u(z,0) =22 z€eR
u(x,0) =1, ze€R.

8. Sea uy(z,t) — Au(z,t) = 0 la ecuacién de ondas en R?® x R. Pruébese que las
soluciones con simetria radial son de la forma

wi (] + 1) + wa(lz| — 1)

u(|l‘|,t): ‘xl

9. Obténgase la solucién de la ecuacién de ondas en R® x R que verifica los datos
u(x,O) =0, Ut(l’,O) = g(\:v|)

10. Resuélvase explicitamente el problema 9 para

a(le) ={ Lo lel<l

0, |z|>1.
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11. Sea el problema

ug(z,t) — Au(x,t) =0, z€R3 teR
u(x,0) = f(z), ze€R?
u(x,0) = g(x), =€ R3,

donde f, g € C°(R?). Pruébese que la solucién u(z,t) verifica

)] < —
sup |u(z, < .

12. Estimese la energia para la ecuacién del telegrafista usu(x,t) — Au(z,t) +ur =0
con datos f,g € C§°(R?).
Pruébese que

lim / u?(z,t)dx = 0.
R3

t—o0

13. Sea el problema

ug(z,t) — Au(z,t) =0, z€R3 teR
u(z,0) = f(z), zeR’
w(z.0) = g(z), =€R,

siendo f(z) = max{0, ; — [z|*} y g(z) = max{0,5|z| — (|z|* + 6)}.

Determinense

a) sopu(z,1).

b) sopu(z,?2).

¢) sopu(z,10).

14. Sea el problema
ug(z,t) — Au(z,t) =0, z€R3 teR
u(@,0) = f(z), z€R?
ut($,0)29($), J?ERS,
siendo f(z) = 0y g(z) = max{0, (1 — |z|?)}. Determinar el soporte de la solucién en
los hiperplanos t = 1 y t = 2, respectivamente.
15. Considérese el problema
(2, t) — Au(x,t) = F(x,t), z€R? teR
u(,0) = f(z), z€R’
ug(x,0) =g(z), zeR3

y calculese la energia. Supdngase f =0, g >0y F > 0. ;Qué se puede decir de la
solucién u?
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16. Establecer un principio de comparacién para soluciones de las ecuaciones de
ondas con iguales datos iniciales y distintos segundos miembros, en dimensiones 1,2

y 3.
17. Dado el problema

gt — Ugy — Uyy — Uz, =0, (3,y,2) E R? x (0,00), tER
u(x,y,2,0) = f(z,y,2), 2>0

u(2,y,2,0) = g(z,y,2), 2>0

uy(r,y,0,t) =0,

obténgase su solucién.
(Indicacion.- Hdgase una extension impar de los datos a z < 0).

18. Demuestrese el principio de conservacién de la energia usando la identidad de
Plancherel.

19.
Calcular la solucién del problema

U — Uz = 0, (2,t) € (—1,1) xR
w(-1,t) =0=u(l,t), teR
u(z,0) =1, ze€(-1,1)

u(2,0) =1—-22, z€(-1,1).

(P)

Determinar el valor exacto de u(0, 1).

4
20.

Sea la ecuacién:
Utt*’uxx:o $>O,t>0

u(w,0) = f(z) con f(0) =0,
u(2,0) = g(z)  con g(0) =0,
u(0,t) =0

a) Calcular la solucién de dicho problema.
Indicacion. Hacer una extension adecuada de los datos iniciales f y g a todo R .
b) Supongamos que f(z) es positiva en el intervalo (1,2) y vale 0 fuera de él, y que
g = Opara todo x . Hallar los conjuntos en los que la solucién u es distinta de 0 en
los instantes t =1y ¢t = 4.



238

CAPITULO 5
LA ECUACION DE LAPLACE
EL PROBLEMA DE DIRICHLET

Introduccién

Los modelos que dan origen a la ecuacién de Laplace y que fueron discutidos en
el capitulo 1, son estacionarios. En la secciéon 2.3. se ha visto que el problema
de Cauchy para la ecuacién de Laplace no estd bien propuesto, mientras que en la
seccién 3.3 se ha establecido existencia y unicidad para el problema de Dirichlet en
la bola unidad del plano, usando las series de Fourier para construir el ntcleo de
Poisson y en la seccién 3.6 se ha resuelto sobre el semiplano positivo, introduciendo
la transformacién de Fourier.

En este capitulo se van a introducir métodos alternativos para poder resolver el
problema de Dirichlet en dominios més generales y de otros problemas relacionados
con la ecuacién de Laplace y de Poisson.

En la préoxima seccién, la 5.1, se motiva la funcién de Green para el laplaciano,
obteniéndose explicitamente para la bola unidad de RY en la seccién 5.2. De esta
forma se resuelve el problema de Dirichlet.

Ideas de simetria permiten construir la funcién de Green en ciertos dominios, como
se verd en la seccion 5.3. Las propiedades de las funciones armonicas y el principio
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del mdzimo son los contenidos de la seccién 5.4. El principio del maximo junto a las
propiedades de las funciones arménicas y la solucién del problema de Dirichlet en las
bolas de RY, permiten resolver el problema de Dirichlet en dominios generales por
el método de Poincaré-Perron. Sera en la seccién 5.5. En particular se demostrara la
existencia de funcién de Green en dominios generales, lo cual se aplicard a resolver la
ecuacion de Poisson en la seccién 5.6.
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5.1.-Representacion integral de funciones.
Funcién de Green.

Como consecuencia inmediata del teorema de la divergencia de Gauss, se obtienen
las formulas de Green que se utilizan repetidamente.
Sea N > 2y Q C RY un dominio regular en el sentido de la definicién (1.2.1).

Primera férmula de Green.

Sean u € C%(Q) y v € CH(Q), entonces

(5.1.1) /v(x)Au(x)da: - /v(a:)%

Q oN

n

(z)do(x) — /(Vu,Vv>dm,
Q

donde 092 es la frontera de 2, n es la normal exterior y do el elemento de drea sobre
9.

Para establecer (5.1.1) basta observar que
div (vVu) = (Vu, Vo) + vAu

y aplicar el teorema de Gauss.
Segunda férmula de Green.

Sean u,v € C%(2), entonces

(5.1.2) / (0(2)Au(z) — u(z)Av(z)) dz = / (v(x)%(m) _ u(x)g—Z(x)) do(z),

Q o

donde 092 es la frontera de 2, n es la normal exterior y do el elemento de drea sobre
9.

Es obvio que (5.1.2) es consecuencia inmediata de aplicar (5.1.1) a u y a v y restar.

Un caso particular de (5.1.1) es cuando v = 1, entonces

ou

(5.1.3) /Au(m)dm = %(x)da(x).
Q a0

De (5.1.3) se concluye que si u verifica la ecuacién de Laplace, Au = 0,

ou
(5.1.4) 0= a—n(as)da(:zc)7
o9
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y, en general, para que el problema de Neumann

Au=F(z), z€Q
(5.1.5) ou
O () = gla), w00

sea compatible, es necesario que

(5.1.6) / Pla)d = / o(2)do (z).
Q

o0

Como se ve, el obtener condiciones integrales parece una buena manera de abordar
los problemas para la ecuacién de Laplace. Otro auxiliar importante lo van a constituir
las soluciones radiales del laplaciano, es decir, aquellas soluciones, u(z) = u(|z|),
que solo dependen de la distancia del punto al origen, siendo independientes de las
variables angulares.

Empezamos calculando el valor del laplaciano para funciones radiales. Puesto que

Up, = U (7)1, = u'(r)ﬁ,
T
se tiene que
72

z? r—r
(5.1.7) Ui, = (1) ' (1) —5",
de donde

N -1

(5.1.8) Au=u"(r)+ -1 )u'(r),

r

siendo NV la dimensién de espacio. Es decir, las soluciones radiales de la ecuacién de
Laplace vienen dadas por las soluciones de la ecuacion ordinaria de segundo orden

(5.1.9) u”(r) + (N—T_l)u'(r) =0,

que llamando p = v/ se convierte en la ecuacién de variables separables

(V-1

p(r)+ p(r) = 0.

Por tanto las soluciones de (5.1.9) son

(5.1.10) u(r) = 2 b si N>2

{alogr—i—b, si N =
PN—2
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que salvo para a = 0, es decir las soluciones constantes, son singulares en r = 0. Esta
singularidad serd la clave de la utilidad de dichas funciones y la justificacion de este
hecho es andloga a la vista para la funcién de Green en la seccién 3.1. Por el momento
vamos a poner de manifiesto la mencionada utilidad.

Se trata de representar las funciones con derivadas continuas en €2 en forma integral
a partir de las soluciones radiales y de las formulas de Green.

La lectura de tal representacién nos permitird conjeturar las directrices a seguir
para resolver el problema de Dirichlet y también para obtener propiedades cualitativas
y cuantitativas de las soluciones de la ecuacién de Laplace.

Por razones de normalizaciéon que quedaran claras al hacer los calculos, tomaremos
en particular las soluciones radiales singulares

1
2—10gr, si N=2
(5.1.11) GRS S )

(N — 2wy rV-2’

si N> 2,

donde wy designa la medida de la esfera S¥~! = {z € RN| |z| = 1}. Dejamos al
lector los calculos en el caso N = 2 y supondremos N > 2.

Sea Q ¢ R”Y dominio con frontera 9 regular. Sea u € C%(Q) NC(Q). Para £ €
sea p > 0 tal que B,(§) = {z € RN| |z —¢| < p} C Q. Consideramos

—1 1
(N = 2wy |z —EN-2

(5.1.12) v(lz = ¢&|) =

es decir, la trasladada de la funcién v definida en (5.1.11) de forma que tenga su
singularidad en x = £. A la funcién v se la llama solucion fundamental.

Como la solucion fundamental, v, no esta en las hipétesis para usar directamente
la férmula de Green, procedemos como sigue.

Llamando €2, = Q — B,(&), se tiene que v € C*(),) y ademas

(5.1.13) Ayv(lz—€&[) =0, en Q,

donde A, denota el laplaciano respecto a la variable x. Obsérvese que la frontera de
(1, es la unién de la frontera de €2 con la esfera frontera de B, S,, es decir,

09, = 90U S,.

Aplicando la segunda férmula de Green (5.1.2) a u y v sobre (2, y teniendo en cuenta
(5.1.13) obtenemos

6119 [olle-hauir= [ (m—gn%m—u(x%ux—a)) do(x),

Q, o9,
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donde n denota la normal exterior a 0€2,,.
Vamos a evaluar el limite de (5.1.14) para p — 0.
Es claro que el término de la izquierda en (5.1.14) verifica

(5.1.15) ;ii%/vqx ~ ¢))Aula)dz — /Qv(\x ~ ¢))Au(a)da,
Qp

por tratarse de una funcién integrable. El término de la derecha en (5.1.14) tiene un
sumando sobre 02, que no depende de p. En consecuencia, sélo tenemos que evaluar

(5.1.16) iy [ (o= €D e~ ul) 5oy~ €D ) doo)

P=0Js,(¢)

Pero tenemos en primer lugar que

. ou
(5.1.17) lim Sﬁ(g)(v(ly =&y, Wdaly) =0,

pues en S,(§),
-1

o(ly —§|) = (N = Dwn V2’

y entonces aplicando (5.1.3) se tiene

ou 1
/Sp@ olly = £ g, Wdo W) = =gy /Bp Aule)de =

-1 WN N N /
- __enN (Y Aue)d
(N = Donp¥ 2 NP <wNpN 5 u(z)dx |,

w
donde observamos que la medida de B, es WN p™ = |B,| y, por tanto, la continuidad

(5.1.18)

de Awu permite concluir (5.1.17).
De otra parte como la normal exterior a 2, es la normal interior a S,, se tiene

1

o
(5.1.19) a—Z(Iy%I) RN

y resulta para p — 0,

1
S /S M) )

WN P

5120 = [ gy~ ehaoty) =

por la continuidad de wu.
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Tomando limites para p — 0 en (5.1.14) y en virtud de los célculos anteriores
obtenemos la expresién

(5.1.21)
w®) =~ [ (e~ eDGr(@) ~ uw) g €)) dot) + [ olle - Ehu(a)a
Q

[2}9)

Como el lector puede comprobar sin dificultad, los mismos argumentos son validos si
sustituimos v(|z — £|) por una funcién

(5.1.22) s(@,§) = v(lz — &) + @(x),

siendo ® € C%(Q) y A®(z) = 0, obteniéndose la misma expresién (5.1.21) con s en
vez de v.

Una lectura poco reflexiva de (5.1.21) puede llevar a pensar que contradice el resul-
tado de que el problema de Cauchy para la ecuaciéon de Laplace estd mal propuesto.
En la seccién 3.3 hemos demostrado que el problema

{AU—O, 24y <1
wz,y) = fz,y), 2?+y*=1

tiene solucién tnica. Ademds se tienen los resultados de la seccién 2.3.
Por tanto, el problema

Au(z) = F(z), xz€Q
u(z) = f(z), =z €0
%(w) =g(z), €N

en general no tiene solucién, salvo que F, f y g verifiquen ciertas condiciones de
compatibilidad. La férmula (5.1.21) expresa una funcién u € C?(f2) en términos de
sus valores de frontera y de los de su derivada normal.

Pero lo que se desearfa es aplicar (5.1.21) para resolver el problema de Dirichlet

(5.1.23) { Au(z) = F(z), z€Q

u(z) = f(z), =z €0,

en cuyo caso estorba en (5.1.21) el término en que aparece la derivada normal de u,
segun los comentarios previos.

La idea es buscar una funcién G(z, ) de la forma (5.1.22), con lo cual se tendra la
representacion (5.1.21), pero que verifique ademds, que para cada £ € Q fijo, G(z,§) =
0 si z € 09). Es decir, si se sabe resolver el problema de Dirichlet particular

(5.1.24) { A @(z,6) =0, z€Q

O(z,8) = —v(|lz = &), =€,



245

entonces la funcion
(5.1.25) G(z,8) = v(|lz — &) + ®(z,€),

sustituida en la férmula (5.1.21), lleva a la expresion

(5.1.26) u(g)/g—z(y,f)f(y)dv(y)+/F(w)G(x,€)dx-

o0 Q

oG
A la funcién G definida en (5.1.25) se la llama funcidn de Greeny a I nicleo de
y

Poisson para el problema (5.1.23).

Al igual que en los problemas de Sturm-Liouville estudiados en el capitulo 3, la
solucién en el caso general se reduce a resolver un problema en particular.

En los apartados siguientes calcularemos de forma explicita la funcién de Green en
algunos casos particulares. En el resto de secciones nuestro objetivo sera resolver el
problema de Dirichlet en dominios generales, o lo que es equivalente, la obtencion de
la funcién de Green.

5.2.-El problema de Dirichlet en una bola de R».

Este apartado se dedica a obtener la funciéon de Green en el caso en el que el
dominio © es la bola de radio R, Br(0) = {z € R¥||z| < R} y, como consecuencia,
a resolver el problema de Dirichlet. Supondremos N > 3, pues el caso N = 2 ya se
resolvié en la seccién 3.3. Sin embargo serd un buen ejercicio para el lector reproducir
los célculos que siguen en dimension N = 2. (Sélo hay que poner el logaritmo.)

Para calcular la funcién de Green debemos calcular la solucién del problema

Ay®(z,y) =0, si |y[<R
(5.2.1) 1 1
(I) =

st |y| =R,
para |z| < R fijo y donde wy denota la medida de la esfera de radio 1 en RY.

La idea es ensayar como solucién de (5.2.1) una funcién de la forma

1 k
(N = 2)wy |Ax —y|N-2’

(5.2.2) O(x,y) =

donde se supone Az # y. Se trata entonces de determinar los parametros k y A de
manera que se verifique la condicién de contorno, ya que toda funcién como la definida
en (5.2.2) verifica la ecuacién A,® = 0.
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Hemos de imponer que si |y| = R se verifique

1 k
5.2.3 =
523 gV T Dy
o bien,
(5.24) kv |z —y? = - yl?,

que desarrollando queda

B (|l = 2(x,y) + yl*) = Xl — 20z ) + [yl
poniendo |y| = R resulta
(L= k™) R = (72 = 23)|ef — 200 — k%) (),

y para A = k™2 resulta
(1= NR* = (A=),
2

de donde, o bien A =1, o bien A = W
x
El valor A = 1 hay que desecharlo, pues no se tendria Az # y para |y| < R. El otro
2

valor da que, como W > 1, se tiene que
T
R? R
|32l = Rl—~[> R,
|| ||
por tanto cualquiera que sea |y| < R, se tiene
R2
Wﬂ? # Y.

Como A = k™2 resulta

(5.2.5) - (g)N

La correspondiente funcién ®(x,y) viene dada entonces por
1 R in-a 1

(N — 2)wy (m R
|2

(5.2.6) O(z,y) =
z—y[N-2



247

La funcién de Green resulta ser

U [t - ()T By a s
_ T — (2 RPN
"y - Ry w0
1
La ultima expresion se obtiene considerando que ®(0,y) = WR%N .
— 2wy
Calcularemos ahora el nicleo de Poisson, es decir,
oG
(5.2.8) a—ny(m,y), cuando |y| = R.
Derivando en (5.2.7)
vyG(l’a y) =
—1 9 2-N || N9 R 2-N _
ez e = (R) gl -
(5.2.9) R
_ L{(-/I;z — Yi) . m N (x—le yi) e
oy e —y¥ \R Ry
|Wfﬂ -y

Entonces el valor en |y| = R se obtiene a partir de que G(z,y) = 0 en dichos puntos,

es decir,
2—N 2
_ T R _ .
oot = () e s =,

o bien,

lz|\ , R? .
(5.2.10) e -yl = F IWﬂc -yl si Jyl=R
Si se sustituye (5.2.10) en (5.2.9) se obtiene

-1 |z|? — R? .
(5.2.11) v,G(z,y) = e y|N( FrUi=tN sty =R

Como la normal exterior a |y| = Resn = (%)zle resulta que el niicleo de Poisson

resulta ser

oG
%(‘T7y) =
Y
B -l PRy
(5.2.12) = (VyG(z,y),ny) = onlz—g¥ R ; R
R2 _ |1‘|2
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Si ahora se tiene en cuenta la férmula de representacién (5.1.26) es natural enunciar
el resultado siguiente.

5.2.1. Teorema. (Poisson)
Sea f una funcién continua en la esfera Sgr = {y € RN||y| = R}. Si se define

R? — IxIQ/ fy)
(5.2.13) u(z) = Ron  Jiyj=r [z —yN
f(x) si |z| =R,

do(y) si |z|<R

u es continua en || < R yu € C® en |z| < R, siendo ademds solucion del
problema

Au=0 si |z|]<R
(5.2.14)

u(z) = f(x) si |x|=R.

Demostracion.
Que u € C* en |z| < R es consecuencia de ser

RQ _ |£Z}|2
————— €C™ si =R, | < R,
T E— |yl y ||
por lo que se puede derivar bajo el signo integral en (5.2.13) de manera reiterada.
De otra parte, por la construccién hecha, el nicleo de Poisson verifica la ecuacién de
Laplace en el interior de la bola de radio R. (Calcilese directamente el laplaciano
para comprobar este extremo.) Por consiguiente, se tiene

tute) = [ s (%) do(y) = 0.

Queda por probar que (5.2.13) define una funcién continua en |z| < R, o lo que es
igual, que u verifica el dato de contorno con continuidad.
Necesitamos dos propiedades del niicleo de Poisson.
A) Se verifica

1 2 _ 2
(5.2.15) Liatal Gl

Resulta directamente de la férmula de representacién integral (5.1.26) aplicada a
v(z) =1y ala funcién de Green definida por (5.2.7).
B) Sea x( un punto arbitrario de la esfera de radio R, es decir, |zo| = R. Consideremos
también p > 0 y sea
E, ={yllyl = R, |zo —y| > p},
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entonces si |z — x| < § se verifica

1 R2— |z R - R\N!
(5.2.16) ——|x]|vda(y) <oy Bl (—) :
g, Bwn |z —y| p p
En efecto, siy € E, y |z — xo| < §,
v =yl = Iy = @ol — |z — o > £,
y entonces
1 R?—|z|? 2R(R — d
o 1y < Al [ dele)
o 5, R &~y Ron  Ju, o -yl
L. N-1
< Q(R*WDWNRNA%:2N+1R*‘I| <E) '
wN P P P

La expresién (5.2.17) pone de manifiesto que la masa del niicleo de Poisson se
concentra alrededor del punto zg cuando x — xg. Las dos propiedades anteriores son
las analogas a las que goza el niicleo de Poisson para la bola en R?, segtin se estudi6
en la seccién 3.3. Al igual que alli, nos servirdan para probar la convergencia al dato
de frontera. En efecto, podemos escribir en virtud de (5.2.15)

5218) )~ ol =g [ T @) - feoetw)]

Como f es uniformemente continua en |y| = R, dado € > 0 existe § > 0 tal que si

|91 — yo| < & entonces |f(y1) = f(y2)| < &/2. Sea A =max{|f(y)|[|y| = R}.
La integral (5.2.18) la descomponemos en dos sumandos, uno al integrar sobre

S1={y|lyl =R, |y — xo| < p} con p < § y otro al integrar sobre el complementario,
So, de Sy en la esfera de radio R, de esta manera se obtiene

: /| B2 =12 ) = (o) ldoty) <

Rwy Jiy=r lz —yN
e 1 R? — |z|? 1 R? — |x)?
5.2.19 < = do(y) + 2A / do(y) <
( ) 2 Rwy /51 |z =y ) Rwy Js, [z —y[V ®)
c ONHL(R — |z)RN !
< 2A
=3" ( PN ) ’
donde se han aplicado (5.2.15) y (5.2.16).
Ahora bien R — |z| = |zo| — |z| < |z — 2], por lo que el segundo sumando se hace

menor que /2 si tomamos

N
RN [Pl (N —
01> 9 \ 2ARN-12N+1 )

quedando establecido el teorema en su totalidad. [

La expresion integral (5.2.13) se llama integral de Poisson de f,y como consecuen-
cia del teorema anterior se tiene el siguiente resultado de dependencia continua.
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5.2.2. Corolario.
Si f y f son funciones continuas en |y| = R y u y @ son sus respectivas integrales
de Poisson definidas por (5.2.13), entonces

(5.2.20) lu(z) — u(z)| < S (@) = f(x)],

si|z] < R.

El resultado es una consecuencia directa de la definicién de la integral de Poisson
(5.2.13) y de usar (5.2.15)

Obsérvese que el corolario establece la dependencia continua de la integral de Pois-
son respecto de los datos. No podemos asegurar todavia lo mismo para las soluciones
de la ecuacién de Laplace en la bola; para poder afirmar lo mismo tendriamos que
saber que la solucién es unica, y, por tanto, coincide con la integral de Poisson. Este
resultado de unicidad lo probaremos en la seccién 5.4.

5.3.-Cdlculo de la funcién de Green
en dominios con simetrias.

Como hemos establecido en las secciones previas de este capitulo, si se conoce
explicitamente la funcién de Green, el problema de Dirichlet estd resuelto, aunque
tenemos pendiente todavia la demostracion de la unicidad.

Esta seccion la dedicamos a calcular de manera elemental la funcién de Green en
dominios con algun tipo de simetria. Empezamos por concretar que entendemos por
dominio con simetrias en este contexto.

Sea © € RN un dominio. Entenderemos que el dominio tiene simetria si existe

S:RYN — RV,

tal que

i)SiyeQ, Sy) cRYN —Qysiye RV —Q, S(y) € Q
ii) Siye 9, S(y) =y
iii) Si se define para una funcién u, v(y) = u(Sy) entonces

Av(y) = a(y)Au(y)

Si tenemos un dominio 2 para el cual existe una tal S podemos definir la funcién
de Green como sigue

-1 1 a(z)

(N - 2)wN(|m—y|N—2 N |S(z) — y|N—2)’ N>2

(5.3.1) G(z,y) = .
5, loglz —yl — alog|S(z) —y)), N=2
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para un « adecuado, dependiente de a en ).

La anterior observacion es aplicada a continuacién para obtener la funcién de Green
en algunos ejemplos.

I). El semiespacio superior Rf“.
Denotamos por RY ™ = {(z,2x11) € RY x R| xn41 > 0}, de forma que la
frontera de Rf *1 es el hiperplano 2,1 = 0 y es invariante por la simetria

S: RNt RNHL definida por  S(Z,xn41) = (T, —Tn11)-

Fijados los puntos z = (Z,xn4+1) € Rf“ ey = (y,ynt+1) € Rf“, dado que S(y)
pertenece al semiespacio inferior, la funcién

-1 1
(N = Dwnya ly = S(@) V-1

-1
—logle—S(y), N=1

N >1

(5.3.2) O(x,y) =

verifica la ecuacién de Laplace como funcién de x en Rf +1 v la funcién de Green es
entonces

-1 1 1

- , N>1
& Dove oy T [y S@PT

G(z,y) = 1
5 (loglz —y| —logly = S(z)]), N =1

Calculamos el nticleo de Poisson para N > 1, dejando al lector el cédlculo en el caso
N =1y la comprobacién de que el resultado coincide con el obtenido por el método
de separacién de variables en la seccion 3.6.

Como la normal a la frontera es n, = (0,0, ...,0,—1), se tiene que el nicleo de
Poisson es

0G
P, T,y) = ——(x,
N+1(7,Y) 5yN+1( Y)
por lo que un célculo simple da
1 TN+1

N
1, YER.

(5.3.3) Pyia(z,y) =
WN+1 (Zij\;(%‘ —vi)? + I?\/H)T
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IT). La bola de radio R en R".
Consideraremos la inversién, o transformacién de Kelvin, en R™ — {0} con polo en

el origen, es decir,
2

R
I(x) = Wa:, x #0,

respecto a la cual la esfera Sy ' = {y € RY| |y| = R} es el lugar geométrico de los
puntos invariantes. En efecto, si y € Sg_l, I(y) = y. Ademés si u € C? y definimos
v(y) = u(I(y)) se tiene

Av(y) = |y|" 2 Au(y).

Consideremos N > 2. Definiendo

= ! a(@) |
(N_Q)wN(\:z:—y\N—Q_|I(x)—y|N—2)’ siox#0
1 1 1

™ Do N E B2

G(z,y) =
si =0

hemos de calcular « con la condicién G(z,y) = 0 si |y| = R, para tener la funcién de
Green. Por céalculo directo se obtiene

a(z) = (Zyv-2,

]

El nicleo de Poisson se calculd en la seccién 5.2.

III). La semibola ngl ={zeRN||jz| <R, =z, >0}

Supondremos de nuevo N > 2. El caso N = 2 puede construirlo el lector sin
dificultad.

La idea es utilizar los apartados I) y II). M4s precisamente tomando la funcién de
Green de la esfera calculada en II), la valoramos en el punto x y S(x), siendo S la
simetria respecto al hiperplano zy = 0. La diferencia de ambas funciones se anula en
rx = 0 también. Es decir, en este caso la funcién de Green es

Gz, y) = (Jz—yl* N —all(2)—y* N =[S(x)—y[*~ " +alI(S(z))—y*).

-1
(N — 2)wN
Se deja la comprobacién de todos los detalles como ejercicio para el lector.
En este caso el nicleo de Poisson resulta,

_—1 |Z‘|2—R2
oG ) R wnlz —yN’
on, | 1 TN

o N—1 N |y| <R, yn=0.
WN (300 (i —ya)? +aR) 2

|y‘:R7 yN>O




253

IV). Funcién de Green para el dngulo diédrico zx > 0, zy_1 > 0.

Llamaremos Sy y Sy_1 las simetrias respecto a los hiperplanos zy =0y zy_1 = 0.
La idea es la misma que en el apartado III), es decir restar las funciones de Green
para los dos semiespacios que por interseccion dan el angulo diédrico, valoradas en y
y Sn-1(y), respectivamente. Es decir, para N > 2,

G(z,y) =
m(m —yP N =z = Sn@)PPN — |z = Svoa @) PN — |z — Sn(Sv—1(w)PY)

El cdlculo del nicleo de Poisson es inmediato por derivacién. (Véanse los ejercicios
al final del capitulo.)

5.4.-Propiedades de las funciones armonicas.

Consideremos un dominio Q C R, es decir, un abierto conexo de RY. El objetivo
de esta seccion es estudiar las propiedades de las soluciones de la ecuacién de Laplace
en 2 y algunas consecuencias que de ellas se obtienen. El conocimiento de tales
propiedades nos permitira demostrar resultados de unicidad y, en la seccién siguiente,
la existencia de soluciéon en dominios més generales. Para empezar precisamos con la
siguiente definicién el objeto de trabajo.

5.4.0. Definicion.
Diremos que u es una funcion arménica en Q siu € C?(Q) y ademds Au = 0 en

Q.

Como se ha visto en la seccién 5.1 la solucién del problema de Dirichlet en general,
queda reducida a estudiar el problema particular de calcular la funcién de Green, y
éste al de determinar una funcién armdnica con dato de contorno v(]z — £|), solucién
fundamental.

Por esta razon, entre otras, tiene interés el estudio detallado de las propiedades de
las funciones arménicas. Vamos a dedicar nuestra atencién precisamente a:

(1) Las propiedades de valor medio.
(2) Principio del méximo.

Ambas propiedades son bien conocidas en el caso de dimensién N = 2, por apli-
cacién de los resultados para funciones holomorfas de una variable compleja. En
efecto, si u(x,y) es arménica en R?, podemos calcular la funcién arménica conju-
gada, es decir una funcién v que verifique las Ecuaciones de Cauchy-Riemann,

{ Vg = Uy,
Vy = —Uyg.
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Para tales ecuaciones la condicién de integrabilidad de Lagrange del teorema (1.1.2),
se verifica por la hipétesis de ser u armonica,

Vgy = Uyy = —Ugg = Vyg-

Si se define f = u + v es una funcién holomorfa y por tanto verifica la propiedad
de la media y del médulo maximo por lo cual también lo satisfacen sus partes real e
imaginaria respectivamente.

En dimension N > 2 no se puede usar la variable compleja y entonces se deben
disenar otros métodos para poder demostrar las propiedades de la media y el principio
del maximo. Dichos métodos son vélidos también en dimension N = 2.

Para precisar las ideas damos la siguiente definicion.

5.4.1. Definicidn.
Dada v € C(Q) se dice que verifica la primera propiedad del valor medio en 2, si
para cada v > 0 tal que B.(x) = {y € RY| |z —y| <7} C Q, se verifica

(5.4.1) v(z) = 1 / v(y)do(y).

wyrN-1
|z—y|=r

Si v verifica la primera propiedad del valor medio se tiene

wnp T to(x) = / v(y)do(y), 0<p<r

lz—yl=p
y entonces
" N1 wyr
wn | p" T u(x)dp = I v(z) =
0
:/ / v(y)do(y)dp = / v(y)dy,
0
lz—yl=p lz—y|<r
es decir,

N 1
(54 o(w) = | = [

wnrY
|z—y|<r By ()

N
donde |B,(x)| = wNT

Si se verifica (5.4.2) para cada r tal que B,.(x) C €, se dice que verifica la segunda
propiedad del valor medio. El calculo precedente pone de manifiesto que si u verifica

es la medida de la bola de centro z y radio r.
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la primera propiedad del valor medio también verifica la segunda. Reciprocamente,
si se verifica (5.4.2) para cada r tal que B,(x) C ), pasando a coordenadas polares

(5.43) o(@) 2 /( [ vwaswa,

lz—yl=p

y derivando respecto a r resulta (5.4.1).

Dada la anterior equivalencia, utilizaremos una u otra segin interese para los
calculos.

Como analizamos previamente, la propiedad de la media en dimensién N = 2, es
una consecuencia de la formula de Cauchy para funciones analiticas de una variable
compleja.

El caso de dimensiéon N > 2 se establece en el resultado siguiente.

5.4.2. Teorema.
Sea u funcion armdénica en el dominio . Entonces u verifica la primera propiedad
de la media.

Demostracion.
Dado que Au=0 en Q, en particular si B, (x) C (2, se tiene por el teorema de Gauss
aplicado sobre B,(x)
Ju

| w0

Tomemos la solucién fundamental definida por (5.1.11) y (5.1.12) y usando la repre-
sentacién integral (5.1.21) obtenemos,

wn)= [ g e -aint) = i [ o),

ony WN
lz—y|=r

que establece el resultado. [

La propia estructura de la ecuacién de Laplace nos permite establecer un principio
de mdzimo débil (minimo débil) que podemos enunciar de la manera siguiente

5.4.3. Teorema. Principio débil del mdzimo (minimo)
Sea Q0 dominio acotado de RN y u € C%(Q) NC(Q) verificando Au > 0 (Au < 0).

Entonces el mdzimo (minimo) de u se alcanza en la frontera 05), es decir,

maxu(r) = maxu
max u(z) = max u(y)

(1;116151_;1 u(z) = ylélgsl2 u(y))
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Demostracion.
Siempre se verifica la desigualdad

maxu(x) > max u
max ( )*yea’é (¥),

por lo que la prueba consiste en establecer la otra desigualdad.

Supongamos la hipétesis adicional Au > 0 en 2. Entonces si u tuviese un méaximo
interior en {2, la matriz hessiana de u seria semidefinida negativa y en particular su
traza, que es el laplaciano, deberia ser no positiva, Au < 0, lo cual es una contradiccién
con la hipdtesis. Es decir, en este caso el resultado esta establecido.

Supongamos ahora la hipdtesis general, Au > 0; reduciremos la demostracién al
caso previo considerando la funcién auxiliar v.(z) = u(x) + ¢|z|? para ¢ > 0. Es
evidente que v tiene la misma regularidad que u, pero ademas Av = Au + 2Ne > 0.
Entonces aplicamos el resultado obtenido con esta hipdtesis adicional,

maxv-\(xr) = max v,
max () ma =(¥),

de donde,

max u(z) < max u(y) + e max |z,

z€Q yeoN zeQ
que tomando limites para ¢ — 0 prueba el resultado. Para el caso del principio
del minimo basta considerar la funcién —wu y aplicar el principio del maximo de-
mostrado. O

Es claro entonces que si se trata de una funcién armonica se verifican simultaneamente
el principio del maximo y del minimo. Pero ademads, en este caso podemos establecer
el siguiente principio del mdzximo fuerte que extenderemos en la seccién siguiente.
Antes de nada queremos llamar la atencién sobre el método de demostracion que se
va a usar. Se trata de un argumento de conexion. Por definicion un dominio §2 es
abierto y conexo, por tanto la unica particién en abiertos posible es la trivial. Di-
cho de otra forma, los unicos subconjuntos de 2 que son abiertos y cerrados a la
vez en la topologia relativa son el propio Q y el conjunto vacio, . Entonces si se
quiere demostrar que una determinada propiedad se verifica en todo €2 lo que hay que
establecer es:

i) El conjunto donde se verifica es no vacio.
ii) El conjunto donde se verifica es abierto y cerrado a la vez.

Esta es la argumentacion que se hard en el proximo resultado.

5.4.4. Teorema.
Sea u € C(Q) satisfaciendo la condicién de la media en Q. Si para algin xg € Q
se verifica

u(zo) = M = max u(z),
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entonces u(x) = M, x € Q.

Demostracion.

Sea A = {z € Q|u(z) = M}, por hip6tesis A # 0 ya que 2o € A. Ademds la
continuidad de w implica que A es cerrado. Si probamos que A es abierto, la conexién
de 2 dara el resultado.

Para probar que A es abierto demostraremos que si z € A, existe una bola de radio
r > 0y centro z contenida en A. Sea x € A, entonces u(x) = M; sea r > 0 tal que
B.(z) C Q, sino fuese cierto que u(y) = M para |z —y| < r se tendria necesariamente
que para algin ¢ € B,.(x), u(g) < M. Pero entonces la continuidad de u implica que
para algin p > 0, u(z) < M para todo z € B,(7), es decir, |z — g| < p; ahora por la
segunda propiedad de la media

N
M - = d =
uw =g [y
|z—y|<r
N / u(y)dy + / uly)dy | < M
= oo y)dy y)dy :

By ()N B, (9) B, (z)=B,(9)

que es una contradicién.
Por tanto, B,.(x) C Q y asi A es un abierto, como querfamos demostrar. O

Andlogo argumento sirve para el minimo.
El siguiente resultado es el reciproco del teorema (5.4.2) y caracteriza a las funciones
armonicas por satisfacer la propiedad de la media.

5.4.5. Teorema.
Sea u € C(Q) wverificando la propiedad de la media en ). Entonces u es armdnica
en €.

Demostracion.
Seaz € Qyr>0tal que By(xz) C Q. Como u € C() el problema

{Aysz, en |x—y|<r
v(y) =uly), en |z—yl=r

tiene como solucién la integral de Poisson de w en |z — y| = r, es decir, podemos
definir v por (5.2.13). Asi, v es una funcién arménica en la bola B,(x), por lo que en
virtud del teorema (5.4.2) verifica la propiedad de la media en |z — y| < r. Entonces
la funcién w = u — v verifica la propiedad de la media en |z — y| < r y por tanto, en
virtud del teorema (5.4.4), podemos aplicar el principio del méximo, obteniendo

0= min (u(y) —v(y)) < (u(z) —v(z)) < max (u(y) —v(y)) =0,

lz—y|=r T z—yl=r
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para todo z, |z — z| < r. Por tanto, u(z) = v(z) sobre la bola B,.(x), y como v es
armonica, resulta u arménica. [

Los siguientes corolarios del principio del maximo son fundamentales para trabajar
con la ecuacién de Laplace.

5.4.6. Corolario. -
Sea Q C RN dominio acotado. Sean F € C(Q) y f € C(09). Entonces el problema

{ Au(z) = F(x), z€Q
u(z) = f(z), =z € 0N

verifica que: -
a) Tiene a lo mds una solucion u € C*(Q) N C(Q).
b) SiueC?(Q)NC(Q) es una solucion, se verifica

max |u < max |u C ma .
yegl (y)I_yeagl ()| + yeglf(y)\

Demostracion.

a) Si hubiese dos soluciones u1, uz, la diferencia v = u; — ug seria arménica en {2
continua en ) y tomando valores de frontera nulos. El principio del maximo débil,
teorema 5.4.3., implica que v = 0 en todo el dominio, es decir, u; = us.

b) Después de una traslacién podemos suponer que el dominio 2 estd contenido en la
banda 0 < x; < b. Para A > 1 consideramos la funcién

_ A A
v(x) né%x|u|+(e e )mgxm.
Se tiene que u — v < 0 en 0N y ademas
—A(u—v) = f—)\zmgx|f| <0,
por tanto, aplicando el principio del maximo débil resulta que u < v en €2 y entonces
a < ma + () — 1) ma .
max [u(y)| < max Ju(y)| + (e )max |f(y)|

O

5.4.7. Corolario.
Sea Q dominio acotado. Sean uy y ug soluciones de los problemas

Aui(x) =F(z), z€Q
{ ul(x):fz(x)7 IE@Q, i:1727

donde todos los datos se suponen continuos, entonces

;gia%(fl(y) = f2(y) S ui(z) — ua(z) < ;gg}é(ﬁ (y) = f2(y)),  paratodo z €.

(Pi)

Es de nuevo la utilizacién del principio del méximo-minimo, que con esta lectura
da la dependencia continua respecto a los datos de contorno.
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5.4.8. Corolario. (Primer teorema de Harnack).

Sea {uy}ren sucesion de funciones arménicas, ux € C(Q) para todo k € N; si la
sucesion {ugtren converge uniformemente a u en 0f), entonces {ug}ren converge
uniformemente a una funcion armdnica u, sobre €.

Demostracion.
Por el principio del méximo,

sup |ug () — U (2)] < sup |ug(y) — um(y)l,
zeQ yEDQ

y asi la sucesién es uniformemente de Cauchy en €2, por tanto converge uniformemente
sobre 2 a una funcién continua u. Para ver que u es arménica, basta establecer que
verifica la propiedad de la media, en virtud del teorema (5.4.5). Pero esto es inmediato
pasando al limite en las propiedades de la media para las funciones uy. [

El uso adecuado de la propiedad de la media nos permite establecer la siguiente
estimacién que es conocida como desigualdad de Harnack cuya extension a casos més
generales permite demostrar regularidad.

5.4.9. Teorema. (Desigualdad de Harnack).

Sea u funcion armdnica no negativa en 2. Sea A C Q un dominio acotado tal que
su clausura, A, estd contenida en .

Entonces existe una constante C dependiendo de ), A y la dimension N tal que

(5.4.4) sup u(z) < C inf u(z).
T€EA z€A

Demostracion.
Hay una observacién que resulta de la aplicacién de la propiedad de la media. Sea
x € Q y consideremos r > 0 tal que Ba,(z) C €; el factor 4 es elegido para poder
asegurar que si y,z € B,(x) entonces, por la propiedad triangular, Bs.(y) C Q y
Bs-(z) C Q y también
B, (y) C Bar(x) C Bs,(2).

De esta forma aplicamos la propiedad de la media como sigue

N
5.4.5 u(y) = u(s)ds < / u(s)ds,
(5.45) W= g [, o< o [t

N
(5.4.6) u(z) = oG /BST(Z) u(s)ds > WNETSEY /ma u(s)ds.
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Por tanto, como las estimaciones (5.4.5) y (5.4.6) son vélidas para cada y,z € B,(x)
se tiene que de (5.4.5)

N
(5.4.7) sup u < / u(s)ds = a,
B, (z) wntN S, ()

y de (5.4.6) resulta
(5.4.8) 37 Na = LN/ u(s)ds < inf wu(z),

WN(3T) Ba, () B (z)
de donde
(5.4.9) sup u(y) <3V inf w(z),

B, (z) By ()

Ahora sea A en las hipétesis, es decir, A es un compacto de Q. Sean y,z € A
puntos donde se alcanzan el maximo y el minimo de u en A, respectivamente.
Tales puntos los podemos unir por una curva contenida en A, por ser conexo. Si
tomamos
0<4r <min{la—b| | acA, becRN-Q}

se tiene que todas las bolas con centro en los puntos de la curva y radio 4r estan
contenidas en ). De otra parte por la compacidad de la curva uniendo los puntos y,
z, se tiene que bastan una cantidad finita, digamos m, de tales bolas para cubrirla. De
esta forma empezando por el punto de méximo y aplicando (5.4.9) de forma reiterada,
se tiene
supu(y) < 3V™ inf u(y),
A A

como queriamos demostrar. [

5.5.- El problema de Dirichlet en dominios generales.
Método de Perron-Poincaré.

En R? la solucién del problema de Dirichlet con dato continuo en la frontera de
un dominio simplemente conexo, se reduce a la solucién en la bola unidad y a la
aplicacién del teorema de la aplicacién conforme de Riemann, como se indicé en la
seccion 3.3.

En dimensién mayor, la solucién de la ecuacién de Laplace, sélo ha sido calculada
para bolas en RY | si bien, aprovechando lo visto en la seccién 5.3, podriamos obtenerla
en algin dominio mas con un poco de trabajo adicional. Sin embargo, lo que ocurre
en dominios m&s generales es una incégnita, ya que no se dispone de un teorema
similar al de Riemann en R2.



261

Los resultados de existencia que constituyen esta seccion estdn basados en ideas
de sendos trabajos de H. Poincaré en 1887 y 1890 que fueron desarrolladas y simplifi-
cadas por O. Perron en 1923. De una forma no demasiado precisa tales ideas pueden
resumirse diciendo que se trata de construir la solucién como el supremo de funciones
que, no siendo armoénicas, verifican la desigualdad —Awv < 0 y los datos de contorno.

Puede que sorprenda, pero ya tenemos elaborados los tutiles necesarios para abordar
el problema de Dirichlet en dominios generales con las ideas de Poincaré y Perron
expuestas. Precisamente los resultados que vamos a usar son:

A) La solucién del problema de Dirichlet en una bola, es decir, la integral de Poisson.
B) El principio de comparacién que se obtiene del principio del méximo y las propiedades
de las funciones arménicas.

Comenzamos con una observacién elemental, la cual reproduce los cédlculos sobre
medias de funciones arménicas hechos anteriormente.

Sea © C RY un dominio. Sea u € C2() tal que —Au < 0 en Q. EI signo
menos que ponemos al laplaciano es para observar que asi, el operador de Laplace es
mondtono en un sentido que dejaremos claro mas adelante. Fijemos pg > 0 de forma
que para cada p < pg, la bola cerrada de centro x € ) y radio p verifique, Bp (z) C Q.
Aplicando las identidad de Green (5.1.3),

ou
(5.5.1) /|= 2 y)do(y) = /| Au(y)dy > 0,

por hipétesis, siendo n la normal exterior a la esfera y do(y) el elemento de &rea.
Utilizando las coordenadas polares

Ou = V-1 @ x w)do(w) =
/xm-p%(y)d”(y)p | G+ o)

:pN—1§p <p1—N /zm_pu(y)da(y)) > 0.

En consecuencia, si 0 < p < pg y se define la funcién radial

(5.5.2)

(5.53) F(p) = o'V /| (),

resulta ser no decreciente en p ya que por (5.5.2)

dF

d—p(ﬂ) >0

Entonces, si 0 < p < pg

(5.54) PN /| i) < o /| o)
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y como u es continua, pasando al limite en (5.5.4) para p — 0, resulta

(6:55) u@) =l N [ ugde) <p [ (ol
p—0 WN J|z—y|=p WN J|z—yl=po

En resumen, hemos probado el resultado siguiente.

5.5.1. Proposicion.
Sea u € gQ(Q), donde Q C RN es un dominio y —Au < 0 en Q, entonces sir > 0
es tal que B,(z) C 9,
1
(5.5.6) u(r) < —— / u(y)do(y).

wyrN-1
|z—y|=r

Anélogamente a lo visto en la seccién anterior, la desigualdad de la media (5.5.6)
es equivalente a la correspondiente para bolas, es decir,

N
< u(y)dy.
< oV /Br(x) (y)dy

Comparando con lo visto en la seccién 5.4 se tiene

i) Con la hipdtesis —Au = 0 se tiene la igualdad en (5.5.6).

ii) Con la hipédtesis —Au < 0 se tiene desigualdad en el mismo sentido en (5.5.6).
Esta es una de las interpretaciones de la monotonia del operador —A.

(5.5.6") u(z)

De la proposicién (5.5.1) y de las propiedades estudiadas para las funciones arménicas,
se sugiere la siguiente definicién.

5.5.2. Definicién.
Sea u € C(2). Se dice que u es una funcion subarmédnica en Q si para cada x €
existe po > 0 tal que B,,(x) C Q y para todo 0 <1 < pg

(5.5.7) u(z) < L / u(y)do(y).

~ wyrN-1
|z—y|=r

Nota. Se ha visto en la proposicién 5.5.1. que toda funcién con segundas derivadas
continuas y tal que —Au < 0, es subarmdnica.

Como el lector puede intuir, con la desigualdad de la media definiendo la condicién
de subarmonicidad, no es suficiente para poder obtener el reciproco, es decir que una
funcién subarménica verifique —Awu < 0, pues en general no podremos demostrar que
sea C2.

El resultado siguiente extiende el principio del maximo a funciones subarmonicas
y de hecho la demostracién es reproducir lo que senalamos como relevante en la
demostracion del teorema 5.4.4.
Designaremos
() ={uelC()|u subarmoénica }
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5.5.3. Teorema.
Sea Q ¢ RN un dominio.

(1) Siu e X(Q) entonces, o bien, u es constante en 2, o bien,

(5.5.8) u(z) <supu, paratodo x € .
Q

(2) Siademds Q) es acotado, entonces, o bien, u es constante, o bien,

(5.5.9) u(z) < maxu,  para todo x € Q.

Demostracion.
1) Sea M = supgu. Si M = oo el resultado es obvio. Suponemos M < ooy
consideramos los conjuntos de €2

Y ={zeQ ulx)=M} Q={zxcQ ulzx)<M}

Entonces

(5.5.10) { 2N, =0

Q=0,UQ.

La prueba del resultado acaba cuando probemos que, o bien, €21, o bien, €5, es vacio.
Utilizamos el argumento de conexién utilizado en la demostracion del teorema 5.4.4.,
es decir, probaremos que €1 y {2 son abiertos, con lo cual (5.5.10) y la conexién de
Q nos permitirdn concluir el teorema. La continuidad de u implica que €29 es abierto.
Pero ©; también es abierto. En efecto, como u € X(2), si € 1 y ro > 0 es tal que
B, (z) C Q, para 0 < r < rg se verifica

W< [ o).
le—y|=r
o bien,
o) 0y [ () —u)dol) = [ ()~ M)doty).
|o—yl=r jo—yl=r

Como por definicién u(y) — M < 0, (5.5.11) prueba que u(y) = M en la esfera
|z —y| = r, para cada 0 < r < rg. Por tanto, si |z —y| < 7, u(y) = M, es decir, Oy
es abierto, como queriamos demostrar.

2) Es una consecuencia inmediata del apartado 1), tomando M = maxgu. En
efecto, segtin el apartado 1), o bien u es constante, o bien

u(z) < M, paratodo z €,

como M no se alcanza en §2, entonces M = maxgq u, y se verifica la segunda alterna-
tiva de 2). O
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Notas.

1) Obsérvese que una funcién u es armonica en €2 si u y —u son subarmonicas en ).

2) Son obvios los resultados correspondientes a los anteriores cuando se cambia el
sentido de las desigualdades, es decir,

1

(5.5.12) —Au 20 implica u(z) > —— 5

/ u(y)do(y),

lz—y|=r

y el teorema (5.5.3) cambiando méximo por minimo.

Las funciones continuas verificando la desigualdad de la media (5.5.12), se llaman
funciones superarmdnicas.

Antes de seguir adelante probaremos un resultado de comparacién, que es con-
secuencia inmediata del principio del maximo, y un resultado de E. Hopf que tiene
interés y que admite extensiones a contextos mas generales.

Principio de comparacién.

Sea 2 un dominio de RN y sean uy,us € C3(Q) verificando
i) —Au(z) < —Aug(x) para x € Q,
i) ui(x) < ug(x) para x € 9.

Entonces u; < ug en (.

Demostracion.
Basta observar que por la hipétesis 1), —A(u; — uz) < 0, es decir, u; — ug es
subarmoénica, que por la hipétesis ii) verifica

sup(u; — ug) <0,
o0

por el principio del méximo resulta u; —us < 0 en {2 como queriamos demostrar. [

Se dice que un dominio es de clase C* si su frontera es expresable localmente como
los ceros de una funcién con k derivadas continuas. Obsérvese que si un dominio €2 es
de clase C?, dado un punto de la frontera z € 95, existe una bola B,.(y) C € tal que

B,(y) N oQ = {x}.

Los dominios cuya frontera verifica dicha propiedad se dice que verifican la propiedad
de esfera interior. Es claro que tal propiedad excluye aquellos dominios cuya frontera
tenga picos.

Principio de Hopf.
Sea Q@ € RN un dominio con la propiedad de esfera interior.
Sea u € C2(2) N CH(Q) verificando

i) —Au >0 en (,

i) >0 en Q.
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it) u =0 en 9. Entonces siy € S,

Ju
on

(y) <0, siendo n la normal exterior a

Demostracion.
Sea xg € 0f) y sea una bola interior a €2 y tocando a 02 sélo en x, es decir,

By (y) € Q,  Bar(y) N 0Q = {zo},

que existe por la hipétesis de regularidad de la frontera.
Definimos la funcién

PN-2
mﬂff —ylPN —(2r)*N), N>2
o =4 1
Tog 2 (log2r —log |z —y|), N =2,

que verifica
i) v(z) =1en 0B,(y) y v(z) =0 en 0Bz (y)
i) 0<wv(z)<lsiz€ B (y)—B.(y) y

|Vu(z)| > ¢ >0, para alguna constante positiva c.
Puesto que u(x) > 0 en § tenemos que
7 = inf{u(z)|z € 0B, (y)} > 0,
poniendo 7v = w resulta que w satisface
{ —Aw(z) =0, si x € Ba.(y) — By(y)
w(x)=7, si x€B.(y) vy wx)=0, si x€ Ba(y).

Puesto que w < u sobre las dos esferas que costituyen la frontera de la regiéon anular
Bs,.(y)— B, (y) y también —A(w—wu) < 0 por hipdtesis, podemos aplicar el principio de
comparacién anterior; es decir, w < u en Ba,(y) — B (y), siendo segin la construccién
hecha, u(zg) = w(zg) = 0. Entonces

(xg —tn)
t

w(zg —tn)  Ow _ Ov
< }Hn ; = %(xo) = T%(SCQ) <0,

—0

ou Lo
an (%0) = fim

como se queria demostrar. [
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La importancia de las funciones subarménicas es que, siendo una clase mas amplia
que las funciones armédnicas, continua verificindose el principio del maximo, como se
ha demostrado en el teorema (5.5.3). Veremos a continuacién qué papel juegan las
funciones subarmonicas en la demostracion de existencia de solucién del problema de
Dirichlet en un dominio €.

El problema que deseamos resolver es

(5.5.13) { Au(z) =0, ze€

u(y) = f(y)v Yy e 897 f € C(&Q)

Supongamos v € ¥(Q)NC(R), verificando v(y) < f(y) paray € 9S2. Por ejemplo, si
se supone () acotado, una tal funcién subarmoénica v puede ser seleccionada restando
una constante de forma que

v(y) < iargf(y), y € 0.

Si suponemos que u € C2(2)NC(R) es la solucién de (5.5.13), entonces u verifica la
propiedad de la media; por tanto, w(z) = v(x) — u(z) verifica también la propiedad
de la media (5.5.6), es decir, w es subarménica y no positiva en la frontera de 2. Por
el principio del méximo (5.5.3) resulta v(z) < u(x) en €.

Hemos obtenido un resultado interesante que podemos formular como sigue:

Siu € C*(Q) NC(Q) es la solucion de (5.5.13) y si v € B(Q) N C(Q) verifica
v(y) < f(y) para y € 9Q, entonces v(z) < u(x) en x € Q.

Podemos decir entonces de forma imprecisa, que de haber solucién de (5.5.13),
debe ser la funcién subarménica "mdzima”, verificando v(y) < f(y) sobre la frontera,
o0N.

Todo lo anterior hace razonable la conjetura siguiente.

Conjetura.
La solucién de (5.5.13) puede definirse por

u(z) =sup{v(z)| veI(Q)NCQ), vly) < fly), yeoI}

Estas son las ideas de Poincaré desarrolladas y extendidas por Perron. A partir
de aqui, esta seccion se dedica a demostrar que la conjetura es correcta bajo alguna
hipdtesis de regularidad sobre la frontera de €.

Comenzamos estableciendo una construccién que se utilizard sistematicamente y
que estd basada exclusivamente en la solucion del problema de Dirichlet en bolas de
RY, de acuerdo con lo estudiado en el teorema (5.2.1).
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Para u € C(Q) y zo €  consideramos p > 0 tal que B,(z¢) C €2; definimos la
funcién u,,, de la forma siguiente
(5.5.14)
u(z), si Q— B,(xo)
Av(z) =0, |z—z0|<p

Ugop(x) = < Solucién del problema de Dirichlet{
o(y) = uly), |z =zl =p,

para € B,(x¢).

En consecuencia, la construccién anterior sirve para hacer ”crecer” las funciones sub-
arménicas, como pone de manifiesto el resultado que sigue, y por esa razén se la
conoce como levantamiento armonico.

5.5.4. Lema.
Sea u € £(Q) y By(x0) C Q. Consideramos la funcion uy,, definida por (5.5.14).
Entonces
i) u(z) < ugyp(x) stz €
i) Ugy, € D(R)

Demostracion.
i) El resultado es obvio si x € Q — B,(x¢). Por otra parte, en B,(x) se tiene que
la funcién v = u — ug,, verifica

1
wyrN-1

o(z) < / o()do(y), s By(y) C By(xo),

|z—y|=r

ademads, u(x) — Ug,p(x) = 0 si [z — 29| = p. Por el principio del maximo obtenido en
el teorema (5.5.3), se tiene
w() < gy ()

ii) Por construccién uy,, es arménica en B, (o) y subarmdnica en Q — B, (xzg); por
tanto, se verifica la propiedad de la media (5.5.7). Ademds si |z — x| = p, entonces
Uzop(2) = u(x) y por ser u subarmoénica

Ugop(z) = u(z) < L / u(y)do(y) <

wyrN-1

1
wnrN-1 / Uzop(y)do(y),

le—yl=r |z—y|=r

por el apartado 1) y para r suficientemente pequeno. Resulta entonces que ug,, verifica
la desigualdad de la media (5.5.7) en todo punto de Q, es decir, uz,, € £(Q2). O

El resultado siguiente pone de manifiesto la flexibilidad de cédlculo que se obtiene
usando funciones subarménicas: es una clase cerrada frente a la operacién de tomar
méaximo de una familia finita de funciones.
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5.5.5. Lema.
Sean uy, uz, ..., up € 3(Q), entonces

(5.5.15) v(z) = max{u;(z)|i =1,..., k},

es subarmonica en Q.
Demostracion. -
Se prueba sin dificultad que v € C(£2). Ademas si B, (z) C {2, entonces
v(x) = max{u;(x)|i =1,..., k} <
1

1 )
le—yl=r le—yl=r
es decir, v € 3(9). O

Por comodidad de notacién denotaremos
E,«(Q) ={v e X(N) OC(Q)| vlga < f}.

Si f es continua y € acotado entonces la funcién constante v(y) = mingg f(y), estd
en la clase X;(9), es decir, en este caso X ¢(Q) # 0. Esta observacién dard sentido a
la definicién que sigue. De acuerdo con la conjetura hecha, la solucién del problema
de Dirichlet (5.5.13), debe venir dada por

(5.5.16) w(z) = sup{v(z)|v € ()},

que esta bien definida ya que si M = supyq f, por el Teorema (5.5.3)

v(ix) <M, z€qQ,

y asf w(z) < M para todo x € Q.
La primera parte de la conjetura es que w es armonica. Asi se establece en el
siguiente resultado.

5.5.6. Teorema.
La funcidn w definida por (5.5.16) es armdnica en €.

Demostracion.

Sean m = inf,econ f(y) y M = SUP, o0 f(y).
Por definicién para cada y € Q existe {0, }ren C X 5(Q2) tal que

lim o, (y) = w(y)

n—oo
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Si se considera v, = max{v,,m}, se tiene que v, € ¥({2). Ademds por el principio
del méximo, teorema (5.5.3), m < v, < M en ) y también

lim v, (y) = w(y),

n—oo

en efecto, si w(y) = m entonces es obvio, si w(y) > m, para n > ng se tiene v, = vy,
y se tiene el resultado.

Para r > 0 tal que B,(y) C ©, consideramos para cada n € N la funcién V,, = (Un)yr
definida por (5.5.14), es decir, la solucién del problema de Dirichlet

(5.517) { AV,(z)=0, =z € B(y,r)

Vn(x) :Un(x)v IGQ*B(:’%T)'
De acuerdo con lo probado en el lema (5.5.4) se tiene V,, € X(Q)NC(Q) y

(5.5.18) vp(x) < Vp(x), €0

(5.5.19) vp(x) = Vo(x), x€ .

Por tanto, V,, € 3£(12).
Como resumen de lo anterior se tiene

i) m<V, <M
i) Vi, € $4(Q)
iii) V, esarménica en B,(y)

iw) Dado que v,(y) < Vo(y) <w(y), lim,_e Valy) =w(y).

(5.5.20)

Tomando p < r, en B,(y), {Vs}ken es uniformemente acotada y equicontinua. (Para
la propiedad de equicontinuidad véase el problema 14 al final del capitulo.) El lema
(3.2.6), lema de Ascoli-Arzela, provee una subsucesiéon uniformemente convergente en
B,(y), {Vk, }ken; por el teorema de Harnack (corolario 5.4.8) resulta que el limite
uniforme
v = lim an,
n—oo
es una funcién arménica en B, (y).
Pero se tiene ademas que

La idea es probar que w coincide con la funcién arménica v en una bola entorno de
cada punto. Supongamos lo contrario:
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Si en algin punto zo € B,(y) — {y} se tuviera

(5.5.21) v(zo) < w(zo),
entonces por definicién de w, existe v € X ¢(€2) tal que v(zp) < ¥(zp).

Tomando w,, = max{%9, V}, }, considerando el correspondiente levantamiento arménico,
W,, = (wn)yp, dado por la férmula (5.5.14) y repitiendo el proceso previo, encon-
trarfamos una funcién arménica @, limite uniforme de alguna subsucesion {Wy, }ren.
Entonces

v<w<w, en By(y) vy o(y) =w(y) =w(y)

Por el principio del méximo de nuevo, resulta v(z) = w(z) para x € B,(y).

Pero esto contradice que v(xg) < 9(zo).

Por tanto, w = v sobre B,(y), resultando w arménica en B,(y). Realizando el
mismo proceso en cada punto tenemos que w es armdnica en , como querfamos
demostrar. [J

Tratamos de verificar la segunda parte de la conjetura, es decir, que w verifica el
dato en la frontera de 2. Méds precisamente, se trata de obtener qué condiciones sobre
la geometria de la frontera hay que imponer para obtener dicho resultado.

Perron observé que la condicién geométrica debe ser aquella que permita construir
una barrera, es decir una funcién subarménica y continua en Q satisfaciendo ciertas
propiedades locales que precisamos en la siguiente definicién.

5.5.7. Definicidon.
Sea Q@ C RN un dominio y sea z € 0. Se dice que una funcién b.(x) es una
barrera en z si

(5.5.22) { 1) b, e2Q)NCQ)

2) by(2)=0 y by(x)<0 x€Q, z#z=

A los puntos z € 02 que admiten una barrera, les llamaremos puntos requlares.

Al final se dardn condiciones geométricas suficientes para construir barreras. Por
el momento pasamos a demostrar el resultado que culmina la prueba de existencia
para el problema de Dirichlet bajo la hipdtesis de existencia de barreras. El resultado
es de caracter puntual.

5.5.8. Teorema.
Sea Q un dominio acotado en RN y sea z € OQ un punto regular. Sea w la funcion
armdnica definida por (5.5.16). Entonces

(5.5.23) lim  w(z) = f(2)

zEQ,x—2

Demostracion.
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Probaremos en primer lugar que

(5.5.24) liminf w(x) > f(z).

rEQ,x—2
Para ello consideramos una barrera b, (x); para € > 0y k > 0 dados, la funcién
u(z) = f(z) — e+ kb, (x),

es subarménica en (2 y continua en Q. Ademéds por (5.5.22) se tiene

(5.5.25) { u(z) < f(z)—e, si z €00
u(z) = f(z) —e.
Por continuidad, existe 6 = §(e) > 0 tal que si |x — 2| < d y & € 9N se tiene
(5.5.26) F@) > f(z) — e,
es decir,
(5.5.27) u(z) < f(z).

Por otra parte, de (5.5.22) se obtiene también que
A(0) =sup{b.(z)|z €00, |z—2z>d <0

Eligiendo k suficientemente grande podemos conseguir que u(z) < f(x) para x € 05,

es decir, u € ¥7(2). Por consiguiente, de la definiciéon de w, se concluye que

(5.5.28) u(z) <w(z), =€l
Entonces
= . < Timi
f(Z) c zGSlll,IrIﬂl—»z U(J?) - Tlél{?(iilgz’LU({E),

para todo € > 0. Es decir, tenemos (5.5.24).
Para acabar hay que probar la desigualdad en el otro sentido, es decir,

(5.5.29) limsup w(z) < f(2).

rEQ,x—2

Dada U € %(Q) NC(Q) tal que —U < —f sobre 9, definimos v(z) como el {nfimo
puntual sobre esta clase de funciones U. Siu € X(Q) entonces u — U < 0 en 08, y
por el principio del maximo u(z) — U(z) < 0 sobre Q.
Por tanto,
w(z) = sup wu(z) <infU(x)=v(z), =z €,
u€eX;(Q)
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que implica

limsup w(z) < limsup v(z) = — liminf (—v(x)) < f(2),

reQ,x—2 2EQ,x—2 rzeQx—z

por la primera parte de la demostracion.
Las desigualdades (5.5.24) y (5.5.29) prueban el teorema. O

Como resumen de todo lo anterior se tiene que si todo punto z € 9 es un punto
regular, en el sentido de la definicién (5.5.7), los teoremas (5.5.6) y (5.5.8) establecen la
existencia de solucién u € C?(2)NC(Q), del problema de Dirichlet (5.5.13), cualquiera
que sea f € C(99). Diremos en este sentido que el problema de Dirichlet es soluble
en sentido cldsico.

Reciprocamente, si para cada f € C(992) el problema (5.5.13) tiene solucién cldsica,
u € C3(Q) NC(Q), resolviendo para cada z € 92 en concreto el problema

{Au(x):O, x €
u(z) = —lx —z|, x€dQ,

su solucién b, (x) es una barrera. Es decir, si el problema de Dirichlet (5.5.13) es
soluble en sentido clésico, todo punto de la frontera es regular en el sentido de la
definicién (5.5.7).

Las observaciones anteriores las recogemos en el enunciado siguiente.

5.5.9. Teorema.
Dado Q2 C RN dominio acotado. Son equivalentes:

A) El problema de Dirichlet (5.5.13) admite solucion u € C%*(Q) N C(Q) para cada
fec(on).

B) Todo punto z € 9 es un punto reqular.

El paso final de esta seccién sera sustanciar desde el punto de vista geométrico el
concepto de punto regular.

Caso N = 2.

La condicién geométrica en el caso de dominios planos es muy general de acuerdo
con la generalidad que los resultados de variable compleja permiten. Obsérvese que
el resultado que se expone a continuacion es valido incluso en dominios que no sean
simplemente conexos.

Condicién geométrica.
Sea Q C R? un dominio y 29 € O tal que existe una funcion continua

z:]0,1] — R2,
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verificando
1) 2(0) = 2o
it) z es inyectiva, es decir, define un arco simple.
iii) z(t) ¢ Q sit#0.
Entonces zy es un punto reqular.
Observamos que las condiciones i), ii) y iii) pueden interpretarse como que el punto
zo es accesible desde el exterior por un arco continuo simple.

Indicamos cémo construir una barrera en las hipétesis i), ii) y iii). Con centro en
zg se considera un circulo C' de radio menor que uno, de forma que

aC N{z(t)| tel0,1]} #0,

es decir, que corte a la gréafica de la funcién z. Recorriendo en sentido creciente de ¢
la grafica de z, sea

t1 = inf{t| =z(t) € 0C},

as{ z(t1) € 9C 'y C —{z(t)] t € [0,t1]} es simplemente conexo y por tanto se puede
definir una rama de arg(z — zg). (Constiltese el libro L. Ahlfors ”Complex Variables”
Mc Graw Hill 1979 para todo lo referente a la tltima afirmacion.)

Entonces la funcién )
b, =-R|{—
0(2) (logzzo|)

es una barrera para zg

Caso N > 2.
No se tiene ninguna condicién tan general como la vista en N = 2. Daremos una
bastante util que es satisfecha por todos los dominios con frontera regular.

Condicién de esfera exterior.
Sea Q C RN y seay € 0. Se dice que Q satisface la condicion de esfera exterior
en el punto y si existe By.(z,) tal que

QN B, (zy) = {y}
Si Q tiene la propiedad de esfera exterior en y entonces y es un punto regular,
siendo una barrera en y la funcion
|2—N

by(x) = N~ |z — @y

Invitamos al lector a estudiar la condicién de cono exterior, mucho mas general,
que se da en el problema 21 al final del capitulo.

A modo de epilogo de este apartado se obtiene la siguiente consecuencia obvia del
teorema (5.5.9).
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5.5.10. Corolario.
St Q es un dominio tal que los puntos de 02 son regulares, entonces existe la
funcion de Green G(z,y). Es decir, existe

G:OxQ—R,

verificando para cada x© € Q fijo
i) Ay(G(z,y)—v(lz—y|)) =0, si yeQ, dondev(|x—yl|) es definida por (5.1.12).
i) G(z,y) =0, siy € 9.

Ademds G es unica.

Demostracion.
Basta observar que para cada x € 0, por el teorema (5.5.9), el problema

{ Ay®(z,y) =0, si yeh
O(z,y) = —v(lz —yl), si yeoQ

tiene solucion.
La funcion de Green se tiene entonces como

G(zy) =v(z—y) +2(z,y), (v,y)eQxQ O

5.6.- La ecuacion de Poisson.

Nos vamos a ocupar ahora de la ecuacién no homogénea para el laplaciano, conocida
como ecuacion de Poisson.

Sea Q C RY dominio. Supondremos que la frontera tiene todos sus puntos regu-
lares, en el sentido de la definicién (5.5.7). Supondremos también que 2 es un dominio
acotado.

Tratamos de resolver el problema

(5.6.1) {AW@=F@L zeQ

v(z) = f(z), €0Q, [feC(oN).
El estudio hecho en la seccién anterior permite calcular u; solucién del problema

(5.6.2) { Aw(z) =0, z€Q

w(z) = f(x), xe€d, [fel(0N),

por tanto, basta con resolver el problema

(5.6.3) { Au(z) = F(z), z€Q

u(z) =0, xz €,
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ya que por linealidad la solucién de (5.6.1) serd v(z) = w(x) + u(x), es decir, la suma
de las soluciones de (5.6.2) y (5.6.3).

Adems4s el corolario (5.5.10) da la funcién de Green para nuestro problema. La
férmula de representacién (5.1.26) para una funcién u € C%() que valga cero en la
frontera OS2 se convierte en

(5.6.4) u(x) = /Q F(y)Gla, y)dy,

de manera que tal funcién u, es el candidato a ser la solucién del problema (5.6.3).
En este sentido, y con esta conjetura en mente, hemos de encontrar la solucién a
varios problemas:
A) ;Cual es la regularidad suficiente para que la funcién u definida por (5.6.4) sea de
clase C2(Q)?
B) Supuesta conocida la regularidad suficiente para F', hemos de probar que para la
funcién u definida por (5.6.4) se verifica

(5.6.5) Au(z) = A /Q F(y)G(z,y)dy = F(x),

pero obsérvese que como G(x,y) = v(|lxr — y|) + ®(z,y) con ® arménica, probar
(5.6.5) es lo mismo que establecer

(5.6.6) A /Q Flyyo(e — yl)dy = F(z),

A).- Regularidad del segundo miembro.

Aunque pueda parecer sorprendente, para que la solucién tenga derivadas continuas
no basta con suponer que la funcién F' sea sélo continua. A tal efecto damos un
contraejemplo que demuestra la afirmacion anterior. El ejemplo esta tomado del libro
V.P. Mijailov ”Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales” Ed. MIR, Mosci
1978 pg. 270.

Trabajaremos en la bola de radio % de R, B; designamos por |z| la norma euclidea
de x y por x1,x2 sus dos primeras coordenadas.

Sea la funcién

DN | =

(5.6.7) w(z) = { (23 — 23)(—logla))}, 0 < o] <
0, xr = 0,

es claro que la funcién u € C*> fuera del origen y es continua en todo punto. Si
calculamos la derivada parcial de orden dos respecto a x; dos veces, se obtiene para
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x#0
1 23 (2% — 23)
Ug. z, () = 2(— log |z 5+#_
(@) = 2(=logla)F + R E
(5.6.8) _ 222 _ x? — a3 _
0. 1 1
|z[?(—log|z)z  2|z[*(—log|z|)2
i Crs))
Alz|*(~log |z)?
por tanto,

i ) =

es decir la funcién u no es de clase dos en z = 0.
Si se calcula el laplaciano fuera del punto z = 0 se obtiene

u:cf(mg_m%) N+2 ! =F(z
(5.6.9) Au(z) = 2[z]? ((—log|x)% + 2(—log|x|)%> =,

por lo que se obtiene 5
lim F(z)=0,

|z|—0

entonces definiendo

N | =

F(x):{F(:v)7 0 < |z| <
0, =0,

se tiene que u satisface Au(z) = F(x) con F € C(B) y u no siendo de clase dos. Es
decir, u satisface el problema

Au(z) =F(z), z€B
(5.6.10) {

u(e) = (o5~ #B) (02, || = 5.
(Se remite al lector al ejercicio 23 del final del capitulo para completar los cdlculos
sobre regularidad.)

Cabria la posibilidad de que hubiera otra solucién de la ecuacién que fuese de clase
dos; para cerciorarnos que no es asi probamos el siguiente resultado, que tiene interés
en si mismo pues da un criterio sobre eliminacion de singularidades de funciones
armonicas.

5.6.1. Teorema.
Sea u armdnica en Q —{xp}, zg € Q. Suponemos que

: u(x)
.6.11 1 —_— =
(56-11) w—itg v(x — x0) 0,
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siendo v(|z — xg|) definida en (5.1.12).
FEntonces,
i) Existe lim u(x) = A
T—T0
it) La funcion que resulta de extender u a xo con el valor A es armodnica en Q.

Demostracion.

Supondremos N > 2 por simplicidad de escritura. El caso N = 2 puede ser un
ejercicio interesante.

Sea B,.(z0) C Q y consideremos u; € C?(B,(z0)) solucién del problema de Dirichlet

{ Au; =0, € By(xp)

up(x) =u(z), s |x—axol=r

Entonces w(zr) = u(x) — uy(z) es armonica en By(zg) — {xo} y ademds de (5.6.11),
definiendo ~(x) = w(x)|r — x|V 2, verifica

(5.6.12) lim ~(z) = 0.

r—xo

Para cada & > 0 definimos

9 9

z1(2) +w(z), 2(z) — w(z),

B |z — zo|NV—2 B |z — 2| N2
y eligiendo p > 0 suficientemente pequeno, (5.6.12) implica que z; > 0y 292 > 0 en
|x — o] = p. Aplicando el principio del maximo a la regién p < |z — xg| < 7, resultan

z1(2) >0, 2z9(x) >0, en p<|z—ux9| <,

pero entonces se concluye que

9

w(z)] <

W, p<|z—xol <,

para cada € > 0, por consiguiente, w(xz) = 0 si  # 0, dado que podemos hacer el
argumento con p todo lo préximo a cero que se necesite para englobar a cada punto
x # 0. Pero entonces u es igual a la funcién arménica u; en B,.(zg) — {zo}, de donde
definiendo A = u;(zp) estd demostrado el teorema. [

Podemos resumir el resultado anterior diciendo que si una funcién es arménica en
un abierto menos en un punto, su singularidad tiene que ser al menos equivalente a
la de la solucién fundamental v definida en (5.1.11).

Aplicamos el resultado anterior para concluir con el ejemplo.
Supongamos que el problema (5.6.10) tuviese una solucién cldsica v(x). Entonces
la funcién w(z) = u(xr) — v(x) es arménica en B — {0} y continua en todo B. Por
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el teorema (5.6.1) la funcién w se podria extender a una funcién arménica en B, en
particular a una funcién de C?, y como también v(z) es C? se concluirfa que u € C2,
lo que es una contradiccion. Es decir, hemos demostrado que

El problema (5.6.10) es un ejemplo de problema de Dirichlet para la ecuacidn de
Poisson con seqgundo miembro continuo que no tiene soluciéon de clase dos. La
funcién u, no obstante, verifica la ecuacién punto a punto, y es solucién en un sentido
débil.

La regularidad que se requerira es que el segundo miembro F’ verifique una condicidon
de Hoélder que pasamos a definir.

Diremos que una funcion F : Q@ — R satisface una condicion de Hélder local de
orden 0 < o < 1 si para cada punto x € Q y cada bola B.(x) C Q, existe K > 0 tal
que

F(@) - F(y)| < Klo - y|°.

Denotaremos por C*(f2) la clase de funciones que satisfacen la condicién de Holder
en .

Cuando a = 1 se dice que la funciéon F es localmente lipschitciana. Por ejemplo,
si se supone F' € C(Q), la aplicacién del teorema del valor medio implica que F es
localmente lipschitciana.

Es evidente que toda funcién que verifica una condicién de Hélder, es continua.

Dejamos al lector la comprobacién de que la funcién F(x) en el ejemplo no es de
tipo Holder en el origen.

B).- Existencia de solucién cldsica para el problema (5.6.3).

Antes de abordar la demostracién de (5.6.6) obtenemos las estimaciones que se
necesitan de la solucidn fundamental, v(|x — y|), definida en (5.1.12). Por célculo
directo se obtienen,

1 _ .
(5.6.13) v, (|2 —y|) = — (@ — yi) |z — | N o i=1,.,N
wN

y como consecuencia
1 1-N
(5.6.14) Vol =yl < —lz —y[77.
WN
Anélogamente las derivadas segundas

(5.6.15)

Vg, (|lz—yl) = o

on (lz = y[?0i — N(zi — yi)(w; — ) lo—y| "N, i j=1,..,N,

siendo d0;; las deltas de Kronecker, es decir, d;; = 0 sii # j y 0 = 1. Como
consecuencia de (5.6.15) se tiene

(5.6.16) [vase, (lz = y))| < Onlz —y|™N, i,j=1.N
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Las férmulas (5.6.15) y (5.6.16) ponen de manifiesto que las derivadas segundas de
la solucién fundamental no son integrables. En efecto, si se toman coordenadas polares
con origen en el punto x, resultaria que la integral en una pequena bola centrada en

Z no es finita,
T dp
[ (o= sy mew [ L= oo
B () o P
5.6.2. Teorema.

Sea F € C*(Q),0<a<1yse

(5.6.17) w@) = | Pwu(a =y

FEntonces
i) we C?(Q)

it) Se verifica

(5.6.18) Aw(z) = A/QF(y)v(lw —yl)dy = F(x),

Demostracion.
ETAPA 1-- w€CYHQ)
Sea M = sup |F(x)].
e

Consideramos

gi(x) = / v (|2 — y)) F(y)dy,
Q

que por (5.6.14) estd bien definida.
Queremos demostrar que

we, () = gi(2),
y como no estamos en las hipétesis de regularidad de los teoremas habituales de

célculo, procedemos por regularizacion de la singularidad de v(|z — y|) y por paso al
limite. Mé&s precisamente, tomamos una funcién

n:[0,00) — R,

tal que n € C'([0,00)) y
(1) 0<n(t) <1
2) nt)=0si0<t<1lynt)=1sit>2
(3)0<n'(t)<2,t>0.
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Definimos para ¢ > 0 la funcién

w) = [ Fee =i (1) ay

a la cual le podemos aplicar los teoremas clasicos de derivaciéon bajo el signo integral,
ya que la funcién

olle = o (22 e =@,

por tanto, w. € C*(Q). Ademas

) = wer @l =1 [ (wtie o (10 () ) ) P <

2
<M (|vzi< vyl + —|v<|x—y|>|) dy < MCe
|z—y|<2e €

Es decir,

we — w(z), uniformemente en € cuando & — 0

Wey, — gi(r), uniformemente en ) cuando & — 0,
y por tanto, w € C(Q) siendo w,, = g; parai = 1,...,N.

Observemos que para este paso de la demostraciéon no se ha usado la regularidad
de F, sino simplemente su acotacion.

ETAPA 2-- w € C%(Q) y verifica la ecuacién.
Consideremos una bola suficientemente grande de forma que B D Q0 y F extendida
por cero a todo Bg, funcién que denotaremos también por F'. Es obvio que

wlz) = / Fly)o(|z — yl)dy = /B o)y

sixz e .
Como en la etapa previa consideraremos la regularizacién

wiee) = [ Pz = o (220 an
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siendo 7 como antes. Es claro que w;e € C'(2) y ademds fijado z €

%1; (z) = /QF@)% (( =yl ('f%y')) dy —
- /BR % (%( z—yl)n (@)) (F(z) — F(y))dy—
(5.6.19) - F() /BRa% (%i(m_y)n (@))dy:
- /BR 5%_ (%( z —yl)n (M)) (F(z) — F(y))dy—

3
7@ [ o= (S8 v ot

No podemos escribir directamente la integral de las derivadas segundas, pues como
hemos visto la integral diverge. Por esta razén consideramos la funcion
(5.6.20)

913 (z) = /B Ve, (12 — y))(F(z) — F(y))dy — F(z) /8 vl = sl (5)doy),

que como puede verse estd bien definida ya que la singularidad de las derivadas se-
gundas es compensada por la regularidad de F. El segundo término aparece como
una integracién formal y esta justificado por los célculos previos que dan origen a
(5.6.19). Tomando & menor que la distancia de z a la frontera 02, resulta

6wi5

9(e) — 52 o) <
F(z) - F(y 2

< s  FWZFW) (el = D1+ 2 =) o = w17y <
z,yeQ, z#y lz -yl |lz—y|<2e €

< O(F,N)(2¢)%,

siendo

C(F,N) = sup
( ’ ) z,yeQ, xHy IZ‘ - y‘a

De esta forma se tiene que
. Ow;e
i) —

8xj
ii) wie(z) — wy, () uniformemente en Q cuando £ — 0.

Por tanto, w € C?(£2) siendo sus segundas derivadas dadas por (5.6.20), es decir,

(z) — gij(x) uniformemente en 2 cuando € — 0

Wrn, (&) = /B O, (12 — y) (F(z) — F(y))dy — F(z) / ve (17 = y); (5)do(y),

OBRr
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entonces en particular se tiene

1 N,
Aw(z) = F(gg)m /mle Z V2(y)do(y) = F(z),

ya que la solucién fundamental es armonica fuera de la singularidad.
De esta forma el teorema queda establecido. [

Como resumen de lo estudiado hasta aqui podemos formular el siguiente resultado.

5.6.3. Teorema.
Sea §) dominio acotado de RY tal que cada punto de O es reqular. Entonces si
Fecx(Q) y feC(0N), el problema (5.6.1) tiene una Unica solucion

u € C3HQ)NC(N).

El lector no tendra dificultad de escribir ahora la férmula explicita de la solucién
en términos de la funcién de Green y del correspondiente niicleo de Poisson.

EJERCICIOS DEL CAPITULO 5

1.
Obténganse las soluciones radiales de la ecuacion

Au(z) +m?u(z) =0, =R

2.
Utilicense las soluciones radiales del problema anterior para representar las solu-
ciones de Au + m?u = 0 en forma integral.

3.
Sea Q C RN, N >2y f €C(Q). Determinense los valores de « tales que

B f(y)
u(z) = / 2y

es continuamente diferenciable.

4.

Calctlese la solucion del problema Au = 1 en el disco de radio R con valor de
contorno en |z| = R cero.

Indicacion.- Bisquese solucion radial.
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5.
Resolver el problema
Au=0, 22+y?>+22<1
w(x,y,z) =1, 2> +y?+22=1, 2>0
w(r,y,2) =0, 22+y>+22=1, 2<0.
6.

Sea el problema
Au=F(z), 7€ QCcRV

ou
@)= gla), @€ 00

i) Dese la condicién de compatibilidad para que tenga solucién.

ii) Pruébese que la solucién es tnica salvo constantes aditivas.

7.
Sea u € C%(Q), tal que u = 0 sobre 95, que se supone de clase uno. Pruébese que

para todo € > 0
1
/|Vu\2dy < 5/|Au|2dy+ 4—€/u2dy.
Q

Q Q

8.

Determinese la funcién de Green para la ecuacién de Laplace en el semiplano
superior, Ri, por el método de simetria. Determinese el nicleo de Poisson para el
semiplano.

Segun lo anterior considérese el problema

Au=0, (z,y)eR%
u(z,0) = e zeR.

Probar que (z,y) =1y que u(z,y) > 0siy > 0.

max U
(z,y)€[0,1]x[0,1]

9.
Resuélvase el problema
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10.
Sea u funcién arménica en B;(0) C RY y sea P(x) su polinomio de Taylor de
grado 2. Pruébese que

1

rpN-1

Py(x0) = on

/ Py(x)do(x), para r suficientemente pequeno.
lz—y|=r

11.
Sea 0 C R™ dominio acotado conteniendo el origen. Sea Qg = Q — {0} y sean u y
v funciones arménicas en g y continuas en Q; = Qy U 0N tales que:
1) u(z) <wv(x) siz e N
i) Ju(z)| <M, |v(x)]| <M sizey
Utilicese adecuadamente el principio del maximo para demostrar que

u(z) <wv(z), =€ Q.

12.

Sea Q dominio en RY y p € Q. Sea u funcién arménica y acotada en Q — {p}.
Demostrar que se puede definir un valor u(p) de forma que la funcién extendida es
armonica en ).

13.
Considérese el problema

Au=0, 0<z?+y><1
u(z,y) =0, z°+y*=1
u(0,0) =

Estudiese si tiene solucién.

14.
Sea u funcién arménica en Q C RY y sea zp € Q. Pruébese que

sup |ul,

N
Uy, (T0)] < =
e (o) d(z0) zen

donde d(zp) = ylel%fQ |zo — yl.

Indicacion.- Usar la expresion de u como integral de Poisson de sus valores sobre
esferas centradas en xq, derivar y estimar para cada esfera. Advertir cudl es el radio
mazimo de tales esferas.

15.
SeaueC?en|z| <R, u€cCen|z|<R u>0y Au=0en |z| < R. Probar que
si|z] <R
RN"2(R — |x|) RN"2(R + )
—————u(0 < ——u(0).
® e O =10 = e ©)

(Desigualdad de Harnack)
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16.

Sea 2 C RY dominio acotado y sea {u,}ren sucesién de funciones arménicas
en ) tales que u,(z) = fn(x) si x € 99, frontera de Q. Pruébese que si {f,}ren
converge uniformemente en 9€2, entonces {u,, }ren converge uniformente a una funcién
armonica u en 2.

17.
Sea © C RY dominio acotado y {u,}ren sucesién de funciones arménicas uni-
formemente acotadas, es decir,

sup |up(x)| <M, neN
€N

Probar que si K C 2 es un compacto, existe una subsucesién que converge en K.

18.

Sea la ecuacién
{ Au(z) + c(z)u(z) =0, ze€Q

u(z) =g(xz), =z €N,

donde se supone que ¢(z) < 0. Probar que tiene solucién tnica. Dese un ejemplo en
el que siendo ¢(x) > 0 no haya unicidad.

19.
Sea Q = {(z,y) € R?|z| < g, ly| < g} Probar que el problema

{ Au(z) +u(z) =0, €@
u(z) =g(r), =€dQ,

tiene a lo mas una solucién.
;Hay unicidad para el problema de Dirichlet sobre

El T,

= X 293
Ql*{( ay)€R|‘<\/§a ‘y|<\/§

20.
Encontrar los autovalores y autofunciones del problema

Au=Mu, Q=][0,a] x [0,b]
u=0, 0Q.
21.
Sea 2 € RY un dominio acotado tal que para cada y € 9 existe un cono exterior,

K, con vértice y, es decir, Q N K = {y} Probar que existe una barrera en y de la
forma

by(x) = |z —y|*f({z,y)).

Indicacion.- Pdsese a coordenadas polares con origen en y
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22.
Calcular la funcién de Green para el problema de Dirichlet de la ecuacién de Laplace
en una region anular, es decir, comprendida entre dos esferas concéntricas.

23.
Demostrar los resultados de regularidad de la funcién definida por (5.6.8), en par-
ticular, que su laplaciano es una funcién continua.

24.
Probar que una solucién de
Au—u?=0

en un dominio 2, no puede tomar su maximo en €2, salvo que u = 0.

25.
Sea u solucién dos veces continuamente diferenciable en |z| < 1 y continua en
|z| < 1 del problema de Dirichlet

{Au:u2+f(|x|), reRY, |z/<1
u(z) =1, |z|=1,

donde f(|x]) > 0 y continuamente diferenciable. Calcular el méximo de u en |z| < 1
y demostrar que no depende de f. (Se pide demostrar los resultados que se usen).

26.
Sea u solucién dos veces continuamente diferenciable en |z| < 1 y continua en
|z] <1 del problema de Dirichlet

{Au:u4, lz] <1
u(lz) =1, |z|=1

JPuede alcanzar su méaximo en |z| < 1, si z € R?? § Y si # € R3?

27.

Sean wug(z,y, 2), ui(z,y, z) funciones arménicas en R3.

De acuerdo con lo estudiado en la §4.2, calcular la solucién del problema de Cauchy
para la ecuacién de ondas,

utt*umm*uyy*uzz:()a (.T,y,z,t)GRSXR
(PC) w(®,y,2,0) =uo(z,y,2), (v,9,2) € R?
ut(mayvzao) = Ul(l',y,Z), (x7yaz) € R3

Razénese la respuesta.
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Sea @ el cubo de lado 6 centrado en el origen de R3 y sea 0Q su frontera.
Calcular 4(0,0,0,1) siendo u la solucién del problema

Wt g gy — s =0, (29.2,0) € QX R
u(z,y,2,t) =0, (z,y,2)€0Q, teR
uw(r,y,2,0) =z —2+3y, (z,y,2) €Q
w(z,y,2,0)=x+2—-y, (,9,2)€Q

(P)

Razénese la respuesta.

29.
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a) Aplicar el método de separaciéon de variables para calcular los autovalores y

autofunciones del problema

{Fm+Fyy:)\F7 0<z<l O<y<l1
F(Qy):F(l,y):F(x,O)ZF(x,l)ZO,

Solucion. \jj = —(k* + j2)w?, Fji(z,y) = senkmz senjmy.

b) Aplicar el resultado anterior para resolver por separacién de variables la ecuacién

de ondas.
U —Ugr —Uyy =0, O0<2 <L, 0<y<l, teR
u(0,y,t) = u(l,y,t) = u(z,0,t) =u(z,1,t) =0, teR
u(z,y,0) = f(z,y)
ut('rayvo) =0

30.

Sea Q C R dominio regular y acotado. Consideremos el problema:

Au=u> €0
u(r) =0 xz €.

Demostrar que la tinica solucién del problema anterior es u = 0.
Indicacion: Multiplicar la ecuacion por u, y aplicar las formulas de Green.

31.
Consideramos el problema de Dirichlet

Au=0 ze€QcCR?
(P)

u(z) = f(z), x €09,

donde f(x) es una funcién acotada definida en 0.
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a) Si Q es el disco unidad, |z| < 1, exprésese el problema en coordenadas polares y
resuélvase cuando u(1,6) = cos? 0

b) Sean u; y us soluciones del problema (P) con datos f1 y fo respectivamente. jQué
problema verifica v = uy + us?

c) SiQ=[-1,1] x[-1,1] ¥

0 ze[-1,1], y=1

0 yel[-1,1, z=-1
fay) = 0 ze[-1,1, y=-1

3 yel[-1,1], x=

icual es el valor de u(0,0)?
d) Determinese razonadamente el valor de

/ u(z,y)dvdy
242 < 15

para la solucién u de c).
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CAPITULO 6
LA ECUACION
DEL CALOR

Introduccién

La ecuacién del calor,
uy — Au = F(x,t),

es el modelo més sencillo de ecuacién de difusion y fue obtenida en la seccién 1.3 con
detalle. Hemos visto en la seccién 2.3 como el problema de Cauchy para la ecuacion
del calor con datos en ¢t = 0 es un problema caracteristico. En la seccién 3.4 se
ha estudiado el comportamiento de la difusiéon de calor en un medio unidimensional,
advirtiendo que se trata de un modelo irreversible y viendo cémo la ecuacion del calor
mejora los datos, es decir, tiene efecto regqularizante.

En este capitulo se proyecta estudiar el problema de Cauchy en RY comprobando
que es compatible, si bien es necesaria una condicién unilateral para obtener solucién
Unica, por ser caracteristico .

A fin de poder demostrar resultados de unicidad se establecerd el principio del
mdximo para la ecuacion del calor.
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La obtencion de la solucion fundamental es el objeto de la primera seccién. Con ella
obtendremos una solucién del problema de Cauchy homogéneo. Se estudia también
un contraejemplo de Tychonoff que pone de manifiesto la no unicidad.

La seccién 6.2 se dedica a estudiar el principio del maximo en dominios acotados
y a los teoremas de unicidad mas simples.

La solucion del problema no homogéneo sera el objeto de la seccién tercera y en la
seccion cuarta se estudiard el resultado general de unicidad de Widder. Esta dltima
seccién se puede reducir en una primera lectura a informarse del resultado, obviando
las demostraciones.

Se cierra el capitulo con un apartado de ejercicios.
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6.1.- Nucleo de Gauss. Construccién de soluciones.

Al igual que se ha hecho en la ecuacién de Laplace, tratamos de obtener soluciones
de la ecuacién del calor que son singulares en el origen.

Empezaremos por el caso de dimension espacial uno que es mas sencillo de escribir,
y en el que usaremos un argumento de homogeneidad frente al cambio de escala, que
reduce el problema a una ecuacién ordinaria.

El uso de la transformacién de Fourier nos permitird obtener la solucion funda-
mental en dimensiones mayores.

A) En el caso de dimensién N = 1, hay un camino muy elemental de obtener la
solucion fundamental.

Buscaremos soluciones autosemejantes, es decir, soluciones que al cambiar la escala
convenientemente permanecen invariantes. Mas precisamente, la escala conveniente
queda determinada observando que en la ecuacién del calor hay una derivada en
el tiempo y dos en el espacio. Con esta observacién, hacemos el cambio de escala
x = A\, t = Ms y consideramos para una solucién u,

v(y, s) = u(A\"y, \%s) = u(z,1).
Para que v sea solucién hemos de tener,
Vg — Vyy = 0
pero si calculamos,
Vs — Uyy = Ny — N2y,
de forma que si 3 = 2« tenemos,
Vs — Vyy = /\ﬁ(ut — Ugy) = 0.

Como consecuencia, parece natural buscar soluciones que respeten la homogeneidad

observada, es decir, soluciones que dependan de la variable £ = % La forma de una

tal funcién, sera,
oo T
1) = 1°f( ).

Imponiendo que u verifique la ecuacién, u; — uz, = 0, se debe tener,

§

1€+ 31(€) —af() =

donde & = % Desde el punto de vista fisico se sabe que hay que imponer la conser-
vacion de la cantidad de calor. Normalizando se traduce en,

/_O;u(x,t)dxz/ taf(%) r =1,
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es decir,

[ (e =17 [ )y =1,

por tanto, necesariamente se ha de tener a = f%. La ecuacién ordinaria puede
escribirse como

@2f +&f) =0.
Tomamos en particular las soluciones de

112

2f +&f =0, esdecir, f(§)=ce 1,

que para que tenga integral uno, debe ser,
1\2

u(z,t) = (47‘(’25)7%67T,

nucleo de Gauss, que es la solucion fundamental buscada.

La justificacién del nombre quedara clara en unas pocas lineas.

El método es extensible a mas dimensiones. Se omiten mas detalles, pues tenemos
un método alternativo que estudiamos a continuacion.

B) Consideremos el problema

u—Au=0, zeRN, t>0
(6.1.1)

u(z,0) = f(z), zeRN, feSRN).

Recordamos que S es el espacio de funciones temperadas introducido en la seccién
3.6, en el cual la transformaciéon de Fourier se comporta bien. Si aplicamos la
transformacién de Fourier en las variable espaciales, es decir,

12(5,15):/ e~ 2Oy (2, t)der,
RN
se tiene

(6.1.2)

{ﬁt(f,t)+4w2|£2a(£,t>:o7 EeRY, t>0
a(€,0) = f(€).

Integrando la ecuacién ordinaria en ¢, considerando £ como pardmetro, se obtiene

(&,1) = f(g)em e,
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Como se trata de una funcién gaussiana podemos calcular su transformada de
Fourier, como se hizo en la seccién 3.6, resultando otra gaussiana a la que llamamos
niucleo de Gauss. Mas precisamente

/ e2mil@.£) —4n?let g _ e
RN (4rt)z

Por tanto, en virtud del apartado 3) del teorema (3.6.3) se tiene

1 _Je—y|?
(6.1.3) o) = [ ra,

2
RN

que al ser f € S(RY), estd bien definida.
Llamando

y definiendo

es decir,
Ko (x) 1 7\3\2
xTr) = € t s
' (4nt) =
se verifica
( ) Ky (z )>0 para todo z € RV,
) [ Ki(z)de =1,
RN

(3) 1imt_,0 f\:c|>6>0 Kt(l‘)dx =0.

Las tres propiedades se comprueban de forma inmediata por célculo directo. (Véase
la seccién 3.6)

A Ki(z) la llamaremos solucion fundamental de la ecuacién del calor. El siguiente
resultado justifica esta denominacién.

Observemos que la férmula (6.1.3) tiene sentido también si, por ejemplo, se supone
que f € C(RY) y estd acotada. Por eso se formula el resultado en el contexto de las
funciones continuas.

6.1.1. Teorema.

Sea f € C(RN) tal que |f(z)] < M si x € RN. Entonces, u(z,t) definida por
(6.1.3) verifica

(1) ue COO(RN x (0,00)),

(2) uy —Au=0sizeRN, t>0,

(3) hm u(zo, t) = f(xo) siendo la convergencia uniforme,

(4)

4 | (x t)| < sup,ern |f(@)], (2,1) € RY x (0, 00).
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Demostracion.

La demostracién es una copia de la hecha con el ntcleo de Poisson, ya que K¢(x)
es una aprozimacion de la identidad. En efecto, los apartados 1) y 2) resultan de
la deduccién de K; y pueden comprobarse también por cédlculo directo sin grandes
dificultades. La conclusién 4) resulta directamente de la propiedad 2) para el nicleo
de Gauss K;.

En cuanto a 3) para o € R, escribimos

(6.1.4) o, )~ fGeo) =1 [ " Ki(wo — ) (f(y) — Flao))dyl.

Por la continuidad de f, dado € > 0 existe § > 0 tal que si |y—zo| < 9, |f(v)—f(z0)] <
€; entonces en (6.1.4) resulta
(6.1.5.)

[u(wo,t)—f(x0)| < 6/ Ki(xo—y)dy+2 sup |f(y)] Ki(zo—y)dy < 2,

|zo—y|<d zeRN |zo—y|>d

en virtud de las propiedades del nicleo K. 0O

Ejemplo de Tychonoff: No unicidad de soluciéon del Problema de Cauchy
para la ecuacién del calor.

Como se estudié en el capitulo 2, el problema (6.1.1) es caracteristico, por lo que
sin condiciones adicionales no es de esperar unicidad. Asi lo pone de manifiesto el
ejemplo debido a Tychonoff que se analiza a continuacién.

Consideremos el problema

(616) { Ut = Uga = 07 (xat) €eR x (07 OO)

u(x,0) =0

que obviamente tiene la solucién cero. La idea es usar el problema no caracteristico,

(6.1.7) u(0,t) =g(t), teR
uz(0,t) =0,
para buscar soluciones de (6.1.6). Elegiremos g(¢t) = 0 si ¢ < 0, para conseguir

u(z,0) = 0 y buscaremos
(6.1.8) u(z,t) = g;(t)a?,
j=0

para que sea solucién.
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Suponiendo regularidad suficiente, se deriva término a término en (6.1.8) y se
sustituye en la ecuacién, obteniéndose

(6.1.9) o git)a) =Y i - 1)gi ()22,
j=0 j=2

y para verificar los datos en (6.1.7)

(6.1.10) 90(t) = g(t),  :(t) = 0.

De (6.1.9) resulta que para j > 2,
95() = (G + D +2)gj42(t)

que, junto a (6.1.10) da
i) Sij=2k+1,g;=0.
i) Sij =2k,
1 dry
t).

Sustituyendo en (6.1.8) resulta

0 Z‘Zk dk

k)! dtk

(6.1.11)
k:O

Tras este calculo formal pasamos a elegir g de forma que se tenga la convergencia
necesaria para que (6.1.11) defina una solucién clésica de la ecuacién del calor.
Para a > 1 se toma

et " t>0
6.1.12 t) = ’
(6.1.12) o(t) { .

k
De esta forma g € C*(R) y #(0) = 0, con lo que se comprueba directamente

que se verifica el dato inicial u(z,0) = 0. Para estudiar la convergencia de la serie
k

(6.1.11) estimamos el comportamiento de T’g (t) como funciones de variable compleja,

utilizando la férmula integral de Cauchy sobre el contorno
'={zeC| |z—t| =06t}

con 6 a determinar.
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De esta forma se tiene

d*g k! exp(—z~%)
1.1 — )= — | ———F—~d=.
(6.1.13) dtk( ) 211 /F (z — t)(+D) ‘

Como para z € T se tiene z = t + Ote!® = t(1 + 0e'?), resulta
R(—2 %) = —t"R((1 + 0ei) ).
Eligiendo 6 tal que
1 .
L1+ 00,

obtenemos 1
R(—2z7) > —=t™¢
(~27%) > —5

y entonces de (6.1.13) se tiene la estimacién siguiente

dkg
dtk

k! 1
)] < —Fexp(—=t™%), t>0.

(6.1.14.) | G 5

Sustituyendo las estimaciones (6.1.14) en (6.1.11), tenemos

lu(z,t)] <
& dkg |x|2k

(6.1.15) k! 1 |z)?*
2 fou 2" (i <

La desigualdad (6.1.15) prueba la sumabilidad de la serie y, por tanto, que u es
una funcién continua. Derivando término a término se comprueba la derivabilidad de
u por argumentos andlogos. Se dejan al cuidado del lector los detalles.

Como consecuencia hemos obtenido una solucién no nula del problema (6.1.6), es
decir no se tiene unicidad. La solucién u no es una funcién acotada en R x (0, co).

Este resultado no nos sorprende pues en el capitulo 2 vimos que (6.1.6) es un

problema caracteristico.

En las secciones que siguen se estudiaran resultados de unicidad cuando se pide

que la solucién esté en una clase de funciones adecuada.
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6.2.-El principio del maximo.
Resultados clasicos de unicidad.

Comenzamos esta seccién estableciendo el principio del maximo débil para el pro-
blema de Dirichlet. Como consecuencia, tendremos la prueba de unicidad para el
problema (3.4.1) con B = 0, estudiado en §3.4.

Sea © C RN un dominio acotado con frontera regular 0, y sea 0 < T < 0.
Definimos D = Q x (0,T) y la frontera parabdlica de Dr,

T, = (2 x {0}) U (09 x [0,T])

6.2.1. Teorema. -
Supongamos u € C(Dr), tal que us, Uy,o; € C(Dr U (2 x{T})), i, =1,2,...,N y

ur—Au <0 en Dr=Qx(0,T).

Entonces
max u = maxu
T, Dr
Demostracion.
Si se hace la hipétesis adicional
(6.2.1) u—Au <0 en Qx(0,7T),

el resultado es inmediato. En efecto, si se tuviese que el maximo se alcanza en un
punto (zg,t0) € Dy = Q x (0,7"), T" < T, habria de verificarse que

ut(l‘o, to) = O7 Au(l‘o,to) S O,

con lo cual se contradiria (6.2.1). Por consiguiente, en la hipdtesis (6.2.1) el méximo
no se puede alcanzar en D7 cualquiera que sea T” < T. Si el méximo se alcanzase en
(20, T) € Q x {T'} se tendria

ut(wo,to) Z 0, AU(SL’o,to) S 07

que contradice también (6.2.1). Por tanto, en la hipdtesis (6.2.1), el méximo se alcanza
en I')y.
Se trata ahora de quitar la hipétesis adicional. Para ello consideramos para cada
€ > 0 la funcién
v(x,t) = u(z,t) + lz|*
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Es evidente que la funcién v goza de la misma regularidad que u, verificando ademds
vy — Av = upy — Au — 2Ne < 0,

de acuerdo con las hip6tesis sobre u. Entonces puesto que v verifica la hipdtesis (6.2.1)
concluimos que
max v = max v.
T, Dr
Pero entonces,
maxu < maxv = maxv < max u + € max |:1:|2

Dr Dr r, P

Como es para € > 0 arbitrario, se tiene

max u < maxu,
Dr r,

que con la desigualdad obvia,
maxu < maxu,
T, Dr

prueba el resultado. [

Observamos que el principio del méximo para la ecuacién del calor excluye parte
de la frontera, justamente la frontera temporal en la direccién del tiempo creciente.

Este principio de mdzimo se llama débil porque no excluye que el mdzimo se tome
en un punto interior.

Como en el caso eliptico, se tiene el llamado principio del mdzimo fuerte, del cual
la versién del matematico canadiense y profesor del Courant Institute de New York,
L. Nirenberg, es valida incluso para una clase de ecuaciones mas general.

El resultado para la ecuacién del calor es el siguiente.

Principio del maximo fuerte.
Sea u verificando las hipdtesis del teorema 6.2.1 en Dy. Si existe (x1,t1) € Dy tal
que
u(z1,t1) = M = maxu,

Dr

entonces u = M.

La idea de la demostracion es establecer un principio de Hopf para la ecuaciéon
del calor, analogo al obtenido en la ecuacién de Laplace. La longitud de este texto
aconseja no dar mas detalles sobre este resultado, en tanto que no va a ser usado.
Una referencia idénea para estudiar el principio del mdzimo fuerte es el libro de
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M.H. Protter, H.F. Weinberger, ”Maxzimum Principles in Differential Equations” Fd.
Springer Verlag 1984, al cual remitimos al lector interesado en los detalles.

A continuacién aplicamos el principio del mdzimo débil a la obtencién de algunos
resultados de unicidad.

Sea como antes 2 C R™ un dominio acotado con frontera regular 9€2. Considere-
mos el problema

u—Au=0, €, t>0
(P) u(z,t)=0 €0, t>0
u(z,0) =0, xe€.

Por aplicacién directa del principio del maximo se tiene el siguiente corolario, el
cual establece la unicidad para el problema (P).

6.2.2. Corolario.
Sea u € C(Dr), tal que uy, gz, € C(Dr U (Q x {T})), i,j = 1,2,..., N solucion
del problema (P). Entonces u = 0.

Menos obvia es la segunda consecuencia del principio del maximo débil.

Como hemos visto en la seccién anterior el problema de Cauchy (6.1.1), en general,
puede tener mas de una solucién. No obstante, si nos restringimos a ciertas clases de
funciones, vamos a poder demostrar la unicidad. En esta secciéon nos limitaremos al
ejemplo, muy interesante, de funciones acotadas.

Demostraremos que dentro de la clase de funciones acotadas, el problema (6.1.1)
tiene una unica solucion.

La prueba de este resultado, que formularemos precisamente mas tarde, reposa en
el principio del méaximo; la dificultad estd en que en el problema de Cauchy se tiene
todo R™ y no un dominio acotado. En otras palabras, sobre la ”frontera lateral” de
la frontera parabdlica, no se tienen condiciones. Esta dificultad se resolvera con el
conocimiento de ciertas soluciones explicitas de la ecuacién del calor, con las cuales
haremos un proceso de comparacién.

Es claro que cualquier funcién de la forma

|z
we(z,t) = (2t + W)’ a€R,

es una solucién de la ecuacién del calor en RN x [0,00). Estas son las soluciones de
la ecuacion del calor que usaremos para comparar.
Podemos pasar a establecer el resultado de unicidad con precisién.
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6.2.3. Teorema.
Sean ui,us soluciones acotadas del problema

u—Au=0, zeRY, t>0
(6.2.2)

u(z,0) = f(x), z€RY, f continuay acotada en RN.

FEntonces u; = us.
Demostracion.
Si|ui(ax,t)| < My y |ua(z,t)| < Ma, lamamos M = max{M;, M>}. La funcién
v = uy — ug verifica el problema
vi—Av=0 zeRY, t>0
v(z,0)=0, =R
La idea es aplicar a v el principio del mdximo como en el corolario (6.2.2). Directa-

mente esto no es posible dado que el dominio es todo R¥; para soslayar esta dificultad
consideramos para cada R > 0 la bola |z| < R y la funcién

2NM |z|?
S

wr(w,t) = ReR,

que como hemos visto verifica la ecuacion del calor, en particular en |z| < R, ¢ > 0.
Ademas

wr(z,0) > [v(z,0)[ =0,y wr(y,t) =22M > |v(y,t)|, si |y/=R, t>0

Aplicando el principio del méximo en el cilindro |y| < R, t€[0,T]av—wgrya
wgr — v, resulta que

(6.2.3) —wg(z,t) <v(z,t) <wg(z,t),
para cada (x,t) talque |z|< R, 0<t<T
Fijo (xz,t), la desigualdad (6.2.3) es vélida si R > |z|. Entonces tomando limite

para R — oo se tiene
v(z,t) =0

Como (z,t) es arbitrario se concluye que
v=0

como queriamos demostrar. []

Como consecuencia inmediata podemos formular el importante resultado que sigue.
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6.2.4. Corolario.
La tnica solucién acotada del problema (6.1.1) con dato acotado, es dada por la

formula (6.1.3).

En la seccién 6.4 estudiaremos otros resultados de unicidad, concretamente, los
teoremas 6.4.1 y 6.4.5.

6.3.-El problema de Cauchy no homogéneo.

Nos vamos a ocupar del problema

up — Au=F(z,t), z€RY, t>0
(6.3.1)

u(x,O) = f(x)a T e RNa

donde la regularidad de los datos F'y f la suponemos, por el momento, suficiente para
que sean ciertos los calculos que vamos a realizar. Mas tarde se estudiaran cuales son
las condiciones de regularidad suficientes.

Como en el caso de la ecuacién de Laplace un papel importante lo jugard la solucién
fundamental. Ahora vamos a escribir la solucién fundamental con la singularidad
desplazada, es decir, consideramos v(z,t,y, s) = K;—s(z — y), es decir,

1 |z —y|?

(6.3.2) v(x,t,y,s) = ( exp(—

Are(t — 5))N/2

Por calculo directo, o bien, por los argumentos en la seccién 6.1 se tiene el siguiente
resultado.

6.3.1. Lema.

Sea v definida por (6.3.2), entonces,
i) vy —Ayw=0sit>s.
i) ve+Ayv=0sit>s.

El apartado i) podemos traducirlo diciendo que fuera de la singularidad la solucidén
fundamental verifica la ecuacién del calor respecto a t y a y, mientras que el apartado
ii) establece que la funcién v verifica la ecuacién del calor "retrégrada” como funcién
de s, y, lo cual es claro por tener s el signo contrario a t. Obsérvese, por ultimo, que
el laplaciano se puede tomar también con respecto a x y se sigue verificando el lema.

Un cambio de coordenadas y lo visto en la seccién 6.1. permiten escribir la siguiente
propiedad importante de la funcién v.
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6.3.2. Lema.
Sea v definida por (6.53.2), entonces

/ v(x,t,y,s)dy =1, para cada z€RN y t>s.

RN

6.3.3. Lema.
Sea v definida por (6.5.2) y @ C RN un dominio, entonces

V(z,t —s) = /v(x,t,y,s)dy,
Q

verifica
1, z€Q

0, z¢qQ.

t—s—

limoV(:U,t —s5) = {
( Basta aplicar el teorema (6.1.1) a la funcién caracteristica de ).
Supongamos ahora que u es una solucién regular del problema (6.3.1) y sea Bg C
RY la bola de centro el origen y radio R.
Observemos que llamando (y, s) las variables de espacio y tiempo respectivamente,
se tiene
(6.3.3) (uv)s = usv + vsu = VAU — uAv
de acuerdo con el apartado ii) del lema 6.3.1.

Teniendo en cuenta (6.3.3), integrando en Bg X (0,t) y utilizando la férmula de
Green (5.1.2) en la integral de espacio, obtenemos la siguiente identidad

/Ot /BR vFdyds = /Ot /BR(u(vs + Av) — v(Au — uy))dyds =

t
ou ov
lim uvdy — lim uvdy —|—/ / v— —u—)do(y)ds
Br 0 8BR( 877, 671) ( )

s—t~ JBp s—0t

(6.3.4)

donde n es la normal exterior a Br y do(y) el elemento de superficie sobre 0Bg.

. . v .
Si se supone, por ejemplo, que u es acotada, como v y I decaen exponencialmente

cuando R — oo, pasando al limite en (6.3.4) se obtiene

t
(6.3.5) // vFdyds = lim uvdy — lim uvdy.
0 JBg

s—=t~ /g s—0t Br
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Observamos ahora que segun el teorema 6.1.1

(6.3.6) lim u(y, s)v(z,t,y, s)dy = u(z,t),

s—t— Br

y también, por el mismo resultado,

(6.3.7)
lim u(y, s)v(z,t,y,s)dy =/ u(y, 0)v(z,t,y,0)dy = fy)v(x,t,y,0)dy,
s—0t Jp, Br Br

sustituyendo (6.3.6) y (6.3.7) en (6.3.5) obtenemos:
Siu es solucidon regular del problema (6.3.1), entonces

¢
(6.3.8) u(z,t) = / / v(x,t,y, s)F(y,s)dyds + f(yv(z,t,y,0)dy.
0 Br Br

Sustituyendo el valor de v tenemos,

_ [ 1 o —y?
u(x,t) —/0 /BR (Ar(t—s)V72 exp(—4(t — ) VF(y, s)dyds+

(6.3.9)

Una vez hecha la conjetura de céomo escribir la solucién sélo falta un resultado
de regularidad en funcién de la regularidad de F'y f que nos permita concluir que
la funcién u definida por (6.3.9) es solucién cldsica del problema (6.3.1). A ello
dedicamos el resto de esta seccién.

Usaremos el siguiente resultado de regularidad de funciones definidas por una in-
tegral

6.3.4. Lema.
Sean Q1 y Qo abiertos de RY.
A) Sea f: Q1 x Qs C RY x RN — R werificando:
i) Para cada x € Q1, la funcidn y — f(x,y) es integrable.
it) Para cada y € Qa, la funcion © — f(z,y) es continua.
iii) Existe una funcidn no negativa g integrable en Qs tal que | f(z,y)| < g(y) para cada
Y € Qg.
Entonces
hz)= [ [flz,y)dy
Qo
es continua.
B) Si ademds f wverifica,
i) Paray € Qo, la funcidn x — f(x,y) tiene derivadas primeras continuas respecto
axiy, t=1,..,N.
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v) Existe una funcién no negativa g integrable en Qo tal que |V f(z,y)| < g(y) para
cada y € Q.
FEntonces,
hz) = | flz,y)dy
Qo
tiene derivadas primeras continuas que ademds se calculan por la férmula
oh af

(6.3.10) a—xl(x) = o, a—xi(amy)dy, i=1,..N

Demostracion.
A) Sea xp € Q1 y {zk }ren tal que limg_, o 2 = 9. Entonces consideramos

h(zr) = | f(or,y)dy.
Q2

Por la hipdtesis de continuidad de f, la sucesién de funciones {gx(y) = f(k, y) treN
verifica que

klingo gr(y) = f(xo0,y)

y por iii) |gx(y)| < g(y), por consiguiente podemos aplicar el teorema de conver-
gencia dominada de Lebesgue para concluir que

lim h(zg) = f(wo,y)dy,
k—o0 Qs

y como es para cualquier sucesion la funcién h es continua.
B) Sea {t;}ren una sucesién de nimeros reales tendiendo a cero.
Sea{e; | i=1,...,N} la base canénica de RY y consideremos

h(l‘ + tkei) — h(l‘) . 1 ‘ e
- [ tste o) S

Por el teorema del valor medio se tiene

h(z +tre;) —h(z) / Of (x + m(y)ei, y)
ty B Qo Ox;

dy,

donde 0 < 71 (y) < 1. Por la hipdtesis sobre la continuidad de las derivadas parciales
de f y la condicién v), se verifica

lim h(z + tye;) — h(zx) :/ of (z,y)
Q2

———=d
azi Y,

k—o00 tr
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cualquiera que sea la sucesién. Por tanto,

lim h(z + tye;) — h(zx) :/ 8f(x,y)dy’
Q2

k—o0 tk asz

es decir,

Oh(x) _ [ 0f(x,y)
3l‘i _/Q 81‘1 dy7

como querfamos demostrar. La continuidad de las derivadas parciales se obtiene del
apartado A) del Teorema. O

El resultado que se presenta a continuacién da condiciones suficientes para la existen-
cia de solucidn clésica del problema no homogéneo (6.3.1). Al igual que ocurre en la
ecuacién de Laplace la sola continuidad del segundo miembro de la ecuaciéon no es su-
ficiente para que la solucién tenga derivadas segundas. Este extremo lo discutiremos
en detalle despues de establecer el resultado de regularidad que venimos anunciando
y que pasamos a detallar.

Recordamos que la solucién fundamental para la ecuacion del calor es

1 [z

Ki(z) = Wexp( i —),

t>0.

6.3.5. Teorema.

OF (z,t)
8.Z’i ’

funciones continuas y acotadas en RN x (0,T), para algin T > 0.
Entonces la funcion u(z,t) definida para (x,t) € RN x [0,T) por

Sea f(z) funcién continua y acotada en RN y sean F(x,t) y i1=1,..N

(6.3.11) u(x,t) /Kt (x—y )dy+/ /K(t sz —y)F(y,s)dyds,

verifica
(1) ue CRN x [0,7))
ou N 82

(3) w es la unica solucion acotada del problema (6.5.1).

ui(x,t) = / Ki(z —y)f(y)dy
RN

- € C(RN x(0,7)), 4,5=1,..N

Demostracion.
Llamamos
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y

(6.3.12) us(x,t) :/0 /K(t_s)(xfy)F(y,s)dyds.
RN

Por el teorema 6.1.1. la funcién u; verifica 1) y 2). En particular, de 1) resulta que
ui(x,0) = f(x), y por tanto u; es solucién del problema homogéneo,

uw—Au=0, zeRY, t>0,
u(x,0) = f(x), =<cRN.
Basta entonces demostrar que ug verifica 1), 2) y es solucién del problema

up — Au=F(z,t), 2R, t>0
u(z,0) =0, zeRN '

Haciendo el cambio de variables espaciales = z en la integral (6.3.12), resulta

r—y
2t —s
ua(,t) = / [ Ko ta = 0P, 5)dyds =
(6.3.13) . RY
/ / Ky (2)F(x 4 22Vt — s, 8)dzds.

0

RN

El integrando, h(x,z,t,s) = K;(2)F(z + 22/t — s,5), es continuo en z,z € RV y
0 < s < t verificando ademds que V h(x, z,t, s) es continuo y que
(6.3.14)

|h(x, 2,t,5)| = [K1(2) F(z + 22Vt — 5, 8)| < N/Qe“z‘2 sup |F(y, 7)l,
™ (y,7)ERN x[0,T)
siendo también
1 L
(6.3.15) Vah(w,2,t9)] < olele™™  sup  |F(y, 7)),

(y,7)ERN x[0,T")

donde se ha sustituido el valor de K;(z). Es decir, tanto h como su gradiente respecto
a x estan mayorados por funciones integrables. Por consiguiente aplicando el lema
(6.3.4) a la funcién

(6.3.16) g(z,t,8) = / Ki(2)F(x 4 22/t — s, 8)dz,
RN
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resulta que es continua y acotada en R x [0,T), mds concretamente,

lg(z,t,s)] < M = sup [F(y, 7).
(y,7)ERN x[0,T")

Ademés aplicando el teorema 6.1.1 para s — t, resulta g(z,t,t) = F(x,t).
Por consiguiente se tiene,
i) up € CRN x [0,7))
ii) ug(z,0)=0
iii) La funcién usy es acotada, siendo

sup lug(z,t)] < MT
(z,6)€RN x[0,T)

Aplicando ahora la segunda parte del lema 6.3.4 se tiene que la funcién us tiene
derivadas primeras continuas verificindose

K2

auQ _ 1 ¢ _‘Z‘Q 8F
8—%(337?5) = W/o / e o (x4 22Vt — 5, 5)dzds,
RN

integrando por partes resulta

A
?91;2, (@.1) = 5572 / i / e P (@ + 22VE =5, 5)dzds.
I 0 -

RN

(6.3.17)

Por (6.3.15) se puede aplicar el lema (6.3.4) a (6.3.17) obteniéndose que ug tiene
derivadas segundas respecto a x continuas en RY x (0,T) y en particular se verifica

1 t 1 2 OF
_ o =z,
(6318) AUQ(xvt) - aN/2 /O /T — SdS / ¢ zi o0x;

RN

(x + 22Vt — s,5)dzds.

Por otro lado, para calcular la derivada con respecto al tiempo ¢ escribimos

us(x,t + k) —us(x,t)
k

t+k t _
%/ g(w,t+k,s)ds+/ g(x’Hk’s; 9@ 8) 1o — 1 k) + o (B).
t 0

Por el teorema fundamental del célculo,

(6.3.19) lim 11 (k) = g(a,t,1) = F(z,1).
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Por el lema (6.3.4), la funcién g(x,t,s) tiene derivada respecto a t ya que F tiene
derivadas parciales respecto a x; ademas

F
—lz[? -
ge(x,t,8) = N/Q\/_ / Zig . (x + 22Vt —s,s)dz

¥y, por tanto, por (6.3.15) se concluye que

—0

(6320 Jim B(k) = — 5 / =T ol (gg+2,z\/t , 8)dzds.

De las igualdades (6.3.18), (6.3.19) y (6.3.20), se concluye que ug verifica la ecuacién
del calor no homogénea, es decir,

ou
8t2 = Aus + F,

como queriamos demostrar. [

En la seccién 5.6, se estudié céomo la continuidad del segundo miembro en la
ecuacion de Poisson no es suficiente para tener solucidn cldsica, es decir con derivadas
segundas continuas.

El mismo ejemplo que se considerd alli nos servird para hacer el andlisis en la
ecuacién del calor no homogénea. Asi pues consideremos la funcién

uo(w) = (27 — 23)(~log [z)'/?,  |a| <1
que tiene derivadas primeras continuas pero no derivadas segundas. Sin embargo se vio
en §5.6 que tiene laplaciano continuo; lo que ocurre es que se producen cancelaciones
entre las derivadas segundas, incluso en z = 0. Consideremos la extensiéon por cero
de up a todo RY, y una funcién de corte, ¢(|z|), ¢ € C*(RY), tal que ¢(|z|) =1 si

lz] < = L 5 Y o(Jz]) = 0 si |z] > § Definimos f(z) = ¢(|z|)uo(z) y F(z) = Af(x). Asi

ambas funciones son contlnuab y acotadas en RY y en R x (0, 00) respectivamente.
Es obvio que la funcién u(z, t) = f(x) es solucién acotada, no cldsica, del problema
de Cauchy

u— Au=F(z), z€RN, t>0
(6.3.21)

u(z,0) = f(z), z€RM.

Que u es solucion se entiende como que se verifica la ecuacién punto a punto. Sin
embargo como se vio en la seccién §5.6. u no tiene derivadas segundas en el origen.
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Hemos de demostrar que (6.3.21) no tiene solucidn cldsica.
Supongamos, por el contrario, que existiese 7' > 0 y g solucién clésica de (6.3.21)
en RN x (0,T). En esta hipétesis se tiene que

w=u—g=f(z)—g

verifica:
)weclC?en0<|z|<1,0<t<T

3 <t < Ty es solucion de

6.3.92 wy — Aw =0,
(6:3:22) {w(m,O)zO.

ii) weClen |z <1,

Probaremos que w es necesariamente C? en |x| <1, T >t > T/2, con lo cual, por
ser g € C2, resultaria v € C?, lo cual es una contradiccion.

Para probar que w tiene derivadas segundas continuas, fijemos (z,t) con |z| < 1
yT/2 <t <Tyseac>0tal quee € (0,t — (T/2)). Sea v(z,y,t,s) definida por
(6.3.2). Como se verifica

N

(w(y78) € yat S S +Z vyl €z y7t S) yi(y75)v($ayat73))yi =
i=1

v(ws — Aw) — w(vs + Av) =0,

(6.3.23)

integrando sobre el dominio Q@ = {(y, )]0 < |y| < 1,T/2<s<t—e} con 0 < § < |z]
y aplicando las férmulas de Green, obtenemos

/ ] 1’w(y7t—5)v(x7y’t_€7t)dy:

/< ‘<1w(y’T/Q)”(xay,T/Q,t)dy,

/ / (w Yy, t,s) — gw (y, s)v(z,y,t, s)]do(y)ds—
lyl= 1 "

ol s) = 5t =
lyl= ;o "ty

Ty

Lis+ 1.+ I3,a,5~

Pasando al limite para ¢ — 0 se tiene

lim w(y,t —e)v(z,y,t —e, t)dy =
e—0 §<y|<1

= lim w(y,t — €)Xs<|y|-1(W)v(x,y,t — &, t)dy = w(z,1),
e—0 RN
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por el lema (6.3.3) y el teorema (6.1.1). El resto de los términos son inmediatos por el
teorema de convergencia de Lebesgue. Pasando al limite ahora para § — 0 concluimos
que

w(a,t) = / w(y, /2o, y. 1, T/2)dy—
ly]<1

_ ow

‘ ov
ds/ w(y,s)=— (x,y,t,s ,s)v(x,y,t, s)|do(y)ds,
/T/2 |y|:1[ < )3ny( y;t,9) an, (y, s)v(z,y,t, s)|do(y)

que implica que w € C? siguiendo la misma argumentacién que en la demostracion
del teorema 6.3.5.

6.4.- Temperaturas positivas.

Esta secciéon esta dedicada a un resultado muy interesante por razones matematicas
y por su significado fisico.

Una de las consecuencias del Sequndo Principio de la Termodindmica es que la
temperatura absoluta es siempre positiva. Este hecho sugiere que la condicién natu-
ral a verificar por las soluciones de la ecuaciéon del calor es la condiciéon unilateral,
u > 0. Evidentemente es lo mismo suponer u > H, pues el cambio en la escala de
temperaturas v = u — H, conduce al caso v > 0.

Sugerimos al lector recordar las leyes de la termodindmica, para lo cual una hermosa
referencia puede ser el celebérrimo curso de R.P. Feynman.

(Véase la versién en espanol, R.P. Feynman "Fisica” Volumen I, Capitulo 44,
Addison Wesley Iberoamericana 1987).

Presentaremos un resultado obtenido en 1944 por D. Widder, profesor de Harvard.
Widder prueba que con la condicién fisicamente natural de que la temperatura sea
positiva, el problema de Cauchy para la ecuacién del calor tiene una tnica solucién.
Desde el punto de vista matematico este resultado es muy interesante, dado que se
establece la unicidad con una condicién unilateral solamente, es decir, u(z,t) > 0.

En realidad, D. Widder probé maés cosas, por ejemplo, que una solucién de la
ecuacién del calor que sea positiva y continua, se puede expresar en un tiempo ¢ por
la integral de la solucién fundamental por el valor de dicha soluciéon en un tiempo
anterior. Es decir, la férmula (6.1.3) caracteriza las soluciones positivas.

Precisaremos estos enunciados en su momento. Antes de nada diremos que la
referencia que seguiremos es el trabajo del propio Widder, que se recoge en el libro:

D. Widder, ” The heat equation”, Academic Press, 1975.

Empezamos estableciendo otro resultado de unicidad, que tiene interés por si mismo
al recoger una hipédtesis natural de crecimiento del dato y la solucién, y que se usard
a continuacién. Dicho resultado estd en el espiritu del teorema 6.2.3. cambiando la
acotacién por la ley de crecimiento |u(z, t)| < Ae®!®I*. Este crecimiento es el natural,
teniendo en cuenta el decaimiento en el infinito de la solucién fundamental.

Mas precisamente se tiene el siguiente enunciado.
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6.4.1. Teorema.
Sea u € C(RN x (0,T), verificando el problema
(6.4.1)
uy — Au=0, (x,t)e RN x(0,7)

lu(z, t)] < Me“‘“”lg7 para ciertas constantes positivas M, a, (z,t) € RY x (0,T)
u(z,0) =0, zecRN.

Entonces u(x,t) = 0 para todo (z,t) € RN x (0,T).

Demostracion.
La demostracién se hace iterando el resultado sobre intervalos del tiempo de lon-
gitud convenientemente pequena. Para empezar elegimos A tal que A >ay A > %.
Consideramos la funciéon

I S e
'U(Z‘,t)— (1—4At)N/2e )
que como se observa es precisamente
(6.4.2) v(z,t) = (4m) V2K (14520 (Az), donde A = iv/4A

y Ki(x) es la solucién fundamental de la ecuacién del calor como se obtuvo en la
seccién 6.1. Simplemente la regla de la cadena y la expresion (6.4.2) demuestran que
v(z,t) es solucién de la ecuacién del calor en RY x (0, 7). Ademds, como para cada
x € RY, v(z,t) es una funcién creciente en ¢, se concluye que

(6.4.3) o, 1) = v(e,0) = A, (2,1) € RV x (0, ).

Fijado un punto (7o, to) en la banda RY x (0, ﬁ

miltiplo de la funcién v. Exactamente tomamos

), elegimos R > |xo| y tomamos un

(6.4.4) w(z,t) = Me @D (1),

Sea ahora el cilindro D = {(z,t)||z] < R, 0 <t < %} y comparemos las funciones
|u(z,t)| y w(z,t) sobre la frontera parabdlica de D, es decir, sobre los puntos (z,0),
con |z| < Ry los puntos (z,t), con |z = Ry 0 <t < ﬁ. Sobre los primeros, es
decir, la base, se tiene

(6.4.5) u(z,0)| = 0 < w(z,0) = Me@e= AR All’

y sobre la superficie lateral
(6.4.6)

lu(z,t)] < Me®™ < Me @D y(z,0) < M@ DB y(2,¢) = w(x,t), si |z|=R.
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Por tanto, aplicando el principio del maximo, teorema 6.2.1, se concluye que
—w(z,t) <ulx,t) <w(z,t), en(z,t)eD.

En particular,

(6.4.7) lu(zo, to)] < Mel @™ y(2q, t),

que se verifica para todo R > |z|. Tomando limites en (6.4.7) cuando R — oo,
obtenemos,
1

u(zo,t9) =0, cualquiera que sea (xg,ty) € RY x (0, H)’

va que hemos elegido A > a. Para acabar, repetimos el argumento anterior a la

funcién w(z,t 4+ 7), con 0 < 7 < ; de esta forma concluimos que u(z,t) = 0 en

4A
2

R x (0, ﬁ) Repitiendo el argumento una cantidad finita de veces, concluimos la

prueba. O

En la demostracién que haremos del resultado de Widder, se utiliza la siguiente
observacion de célculo.

6.4.2. Lema.
Sea u(z,t) solucion de la ecuacion del calor tal que u(z,0) = 0, entonces

oz, t) = /Otu(x, 5)ds

es solucion de la ecuacion del calor. Ademds si u es positiva v es creciente en t para
T fijo y v es subarmonica como funcion de x para t fijo.

Demostracion.
En efecto, en primer lugar, v; = u en virtud del teorema fundamental del cédlculo.
En segundo lugar,

Av(z,t) = /Ot Au(z, s)ds = /Ot us(z, 8)ds = u(z, 1),

por tanto, vy = Aw, es decir, v satisface la ecuacién del calor.
Siu > 0 se tiene v; = u = Awv > 0, por tanto tenemos las propiedades anunciadas
parav. [

Necesitaremos el siguiente lema, que viene a establecer que entre todas las posibles
soluciones positivas de la ecuacién del calor, la mas pequena es la que da la formula
integral (6.1.3). Este resultado serd crucial para probar el resultado de unicidad, y
como consecuencia, el teorema de representacion de soluciones positivas de Widder.
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6.4.3. Lema.
Sea u € C(RYN x [0,7)), tal que, us, g2, € C(RY x (0,T)).
Supongamos que
(1) uy—Au=0 en RN x [0,T)
(2) u(z,t) >0 en RN x [0,7).

Entonces se verifica

(6.4.8) / Ki(z — y)u(y, 0)dy < u(x,t).
RN

Demostracion.

Con las hipotesis que tenemos, lo primero que no esté claro es que la integral en
(6.4.8) sea finita. Por simplicidad llamaremos f(z) = u(x,0) y consideraremos una
funcién de corte regular, precisamente, ¢ € C5°(RY) verificando,

1, s |Jz|<(R-1)
or(x) = R—|z|, si (R—1)<|z|<R
0, si R>|x|

Si se define ahora

(6.4.9) op(a,t) = / Ki(x — ) ()ér(y)dy,

es finita pues f¢ es continua y con soporte en una bola. El teorema 6.1.1 establece
que la funcién vg definida por (6.4.9) verifica el problema

ag—tRfA”URZO, (l’,t)GRNX(OvT)
(6.4.10) vp(z,t) >0, (z,t) e RN x (0,T)

UR(x,O) = f(x)¢R(x)a zeRY.

Sea Mg = max f(y) y sea |z| > R, entonces,
<R

lyl
0 <wvp(z,t) <M K(z—y,t)dy <
lyl<R
(6.4.11) M ! dy < M 1 du <
4. S s Yy > T o N >
N2 Jiyi<r 2 —ylN ™2 Jy<r |2l = [RIV
MRNCN

< 0 N
=l = [RIIV
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sV *

pues se tiene que |s|Ne I*I" < 1y |z —y| > ||z| — R| cuando x estd en el exterior de
la bola de radio R. Por consiguiente, dado € > 0,

(6.4.12) 0 <wg(z,t) <e, si |z| > p(M, R,n).

En particular, tenemos

i) 0 <wg(z,t) <e4ulx,t)si|z] =p, 0 <t <T,ya que por hipStesis u es positiva
en toda la banda.

ii) vr(x,0) < f(z) = u(x,0) < ulx,0) +esi |z| < p.
Entonces, i) y ii) junto con el principio del méximo, implican que

vr(z,t) <wu(z,t)+e, sijz|<p, 0 <t <T.
Ademds de (6.4.12) y ser u > 0 se concluye que para todo £ > 0,
vr(z,t) < u(z,t) + ¢, para todo (z,t) € RN x (0,T).

Si observamos que vg(z,t) < vp(z,t) v ¢pr(x) < ¢ (z) si R < R en todo punto
xy para 0 < t < T, podemos pasar al limite aplicando el teorema de convergencia
monotona, es decir, se tiene,

0< o) = fim_ve(at) = [ Kife ) f(5)dy < u(w,)
RN

que prueba que la integral es finita y, de paso, el lema. [

La siguiente consecuencia consiste en hacer una traslacién en el tiempo, pero es
1til tenerla escrita con precision.

6.4.4. Corolario.
Sea u en las hipdtesis del lema 6.4.3. Sit; € (0,T), entonces

/Kt(x—y)u(y,tl)dy§u(x,t—|—t1), si 0<t<T -t
RN

La etapa decisiva de los resultados de Widder viene a continuacién.

6.4.5. Teorema.
Seauw € C(RN x [0,7)), tal que, us, Ug,o; € C(RN x (0,T)). Supongamos que
(1) ug —Au=0 en RN x [0,T)
(2) u(z,t) >0 en RN x [0,7).
(3) u(x,0) =0 en RN.
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Entonces, u(z,t) =0 si (z,t) € RY x (0,7).

Demostracion.
Por el lema 6.4.2. se tiene que

v(z,t) = /Ot u(z, s)ds

es solucién de la ecuacién del calor y al ser u > 0, v; > 0y Av > 0. Observamos que
si se prueba que, v(z,t) = 0, se tiene u(x,t) = 0. Por tanto suponemos, sin que ello
suponga restriccién, que u ademas verifica

ii) Au >0, es decir, u es subdrmonica como funcién de x para ¢ fijo.

Fijamos t1, 0 <t;1 <T y 0 <ty <T —t;. Por el corolario 6.4.4 se tiene que

(6.4.13) M = (47t N/Q/K u(y, t1)dy < (4to) N/ ?u(0,tg + t1) < oo

Es claro que si |y| < 2|z]| se tiene
B
(6.4.14) (Arto) V2K (y) = e 4o >e to .

De otra parte, como u es subarmonica se tiene la desigualdad de la media para bolas
(5.5.6%), es decir,

1 1
0415) et < e [y < e [ty
[Bill2lN Jia—yi<af | Bul|z[N Jjy <ola)

pues se tiene que la bola de centro x y radio |z| estd contenida en la bola de centro
el origen y radio 2|z|. Como consecuencia de (6.4.15) y usando también (6.4.14),
concluimos que,

1212

|x|N u(x,ty)e” Fo <
v |
At ty)dy <
|B1| |<2|r| uly fa)dy <
—4tN/2/K t1)dy = —=—M = M.
|B|(Tr0 t() (y7 l)y |Bl| 1
Es decir, hemos demostrado que
*mz le|?
to .
0 S u(x,tl) < M1 < ]\4167T7

|| N
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si || > 1. Como u(z,t;) es continua para |z| < 1, estd acotada en la bola unidad.
Por consiguiente, para una constante conveniente, Ma, se tiene

|=|2

(6.4.16) 0 <wu(z,t1) < Mge™ %o, paratodo z € RY.

Si ahora se tiene en cuenta que u; > 0, concluimos,

=2

0 <wu(x,t) <u(x,ty) < Mye %o, paratodo (x,t) € RN x (0,t1).

Aplicando el teorema 6.4.1 resulta u(x,t) = 0 en la banda R x (0,#;). Como tanto
to y t1 son arbitrarios se prueba el teorema. [

Para finalizar este apartado obtendremos una consecuencia importante del teorema
6.4.5 que mejora el lema 6.4.3, estableciendose la representacién de las soluciones
positivas de la ecuacion del calor como la integral de Gauss del valor inicial.

6.4.6. Teorema.
Sea u € C(RN x [0,T)), tal que, Ugy Ug,z; € C(RYN x (0,7)). Supongamos que
(1) ug —Au=0 en RN x [0,T)
(2) u(z,t) >0 en RN x [0,7).

Entonces se verifica

(6.4.17) / Ki(z — y)uly, 0)dy = u(x,t).
RN

Demostracion.
En el lema (6.4.3) se estableci6 la desigualdad

/ Ki(z — y)u(y,0)dy < u(x,t).

Por otra parte ambos miembros de la desigualdad son solucién de la ecuacién del
calor, por tanto,

w(z, t) = ulz, 1) — / K\ (x — y)uly, 0)dy > 0,
RN

verifica las hip6tesis del teorema 6.4.5. Consecuentemente w(x,t) = 0 que es lo que
querfamos demostrar. [

EJERCICIOS DEL CAPITULO 6
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1. Sea la funcién f : [0,1] — R definida por
f(z) =1 — cos(2mx).
Se considera el problema
U —Uge =0, t>0, z€(0,1)
(P) u(0,t) =0=wu(l,t), t>0
u(z,0) = f(z), x€(0,1).
a) Demuéstrese que (P) tiene una solucién regular y que es tnica.

b) Determinese lim;_, o, u(z,t)
c) Determinese el médximo de u(z,t) en [0,1] x [0, 00).

2. Sea la funcién f : [0,1] — R definida por
1 > co k:mc
3 ie
Pruébese que f € C2((0,1)).
Se considera el problema
Up — Uy =0, t>0, z€(0,1)
(P) ug(0,8) =0=wu,(1,¢), t>0
u(z,0) = f(z), =z € (0,1).
a) Demuéstrese que (P) tiene una solucién regular.

1rl,2

b) Considerando la energia E(t) = 5 |,

nada en a) es tnica.
c¢) Determinese lim;_, o u(x,t)

(z,t)dzx, concliyase si la solucién determi-

3. Sea f funcién continua y acotada en RY. Para cada k € N, sea B, C R" la bola
de centro el origen y radio k. Sea uy la solucién del problema

u—Au=0, x€B, T>t>0
{u(x,())zf(x), x € By,
up € C(Bg x [0,T]). Supongamos que existe M > 0, independiente de k, tal que

|ug(x,t)| < M en el cilindro By x [0, T]. Demostrar que sobre cada cilindro D x [0, 7],
donde D € RY es un dominio acotado,

(Pr)

lim wg(x,t) = u(x, t),

k—oo
donde la convergencia es uniforme y u es la unica solucién acotada del problema de
Cauchy
{w—AUZQ zeRY, T>t>0
(

u(x,0) = f(x), =ecRN.
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4. Resolver los problemas siguientes:
a) ur — duy, =0, u(z,0) = 2.

b) u; — uye =0, u(z,0) = e

¢) Ut — Ugy =0, u(x,0) = senzx.

5. Sea el problema

Ut*uzm:(l I>0, t>0
(P) u(z,0) = f(z), x>0,
U(O,t) = 0’ t > Oa

donde se supone que f es continua y acotada en 0 < & < co y f(0) = 0. Demostrar
que (P) tiene una unica solucién acotada. Obténgase la férmula de representacién de
la solucién.

Indicacion.- Hagase una extension impar de f a todo R y apliquese lo estudiado.

6. Probar andlogo resultado al del problema 5), cuando se sustituye la hipdtesis de
acotacién por la hipétesis de crecimiento |u(z,t)| < Meoe’.

7. Demostrar que el problema

Up — Uge = Fx,t), >0, t>0
(P) u(z,0) =0, x>0,
u(0,t) =0, t>0,

donde se supone que F tiene derivadas primeras continuas y |F(z,t)| < M, tiene una
dnica solucién acotada. Escribase una formula explicita para u.

8. Resolver los problemas:

Ut — Uge =0, >0, t>0
(a) u(z,0) =z, x>0,
—uz(0,t) =0, t>0,

Ut — Uge =0, >0, t>0
(b) u(z,0)=0, x>0,
—ug(0,t) =¢>0, t>0.
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9. Sea el problema
Up — Uge =0, I >x>0, t>0
(P) u(z,0) =up(x), I>z>0,
u(0,t) =0=wu(l,t), t>0,

Se llama funcién de Green de (P) a una funcién G(z,&,t) que verifica:
i) Gesregularsit >0y x # £ y verifica Gy = Gy si x # &.
G(0,¢,t) = G(L,&,t) =0, es decir, verifica los datos de contorno.

ii)
iii lim G(z,&,t) =0.
i) m (,61) =
) hm Hé G(z,& t)dx = 1.
(En este sentzdo se trata de la solucion de un problema con dato singular, concre-
tamente una 6 de Dirac, como se vid en el capitulo 3.)
Constriiyase la funcién de Green para (P), usando la solucién fundamental.

iv

10. Resolver el problema

Ut — Ugy = F(x,t), 1>2>0, t>0
(P) u(z,0) =up(x), I>z>0,
u(0,t) = ¢(t), wu(l,t)=0, t>0,

mediante la funcién de Green hallada en el Problema 9).

11. Resolver los problemas
a) Uy = dugy +tet, u(x,0) = 2.
b) up = uge + ¢ senz, u(z,0) = senwx.

a) duy = gy, u(z,0) = 202",

12. Resolver los siguientes problemas de Cauchy en el plano

uy — Au=e', (z,y) €R?* t>0
u(z,y,0) = cosz seny, (x,y) € R?,

2u; — Au=0, (z,y)€R? t>0
u(z,y,0) = cos(zy), (z,y) € R
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13. Resolver los siguientes problemas de Cauchy en R?

(P) up—Au=0, (x,9,2) R’ t>0
u(x;y»Z,O) = 'LI,O(:L',y,Z), (zvyjz) c ]:'{37

para,

3‘) UQ(l‘,y,Z) CO ($+y+2)

b) ’U,()((E,y7z) —e (w +y +z2).

¢) uo(x,y,2) = (x +y + z)e~ @+ +=0)

d) wo(z,y,2z) = sen(x+y+ z)e (22492 +22)

14. Sea © ¢ RY un dominio acotado y consideremos u solucién del problema,

—Au+u=0, z€Q, t>0
(P) u(z,0) =up(z), €
u(z,0) =0, x€ N

Supongamos que ug(z) < 0 en 2, jse puede concluir que u(z,t) < 07
Demostrar que si u(x,t) es una solucién de (P), se verifica

w(z,t) < sup(max{0,up(z)}).
€N

15. Dada la ecuacién uy — a®ugy — bu, — cu = F(z,t), a,b,c € R, a # 0, demostrar
que se reduce a la ecuacién del calor con el cambio de variables

r=y—0bt, t=t, v(yt)=e “uly—>btt).

Aplicar el resultado anterior para calcular la solucién acotada de los problemas que

siguen.

(P) U — % Upy — buy —cu = F(z,t), z€R, t>0
u(z,0) = up(z), =z €R.

siendo,

a) ug(z) =1, F(x,t) =1, azl b=0,c=1.

b) ug(x) = cosx, F(x,t) = et azl,b:2,c:1.

¢) ug(x) =cosz, F(z,t) =€, a=2,b=0,c=2.

d) uo(z) =1, F(z,t) = tsen:c a=1,b=0,c=1.

)

up(x) = e F(z,t) =0, a =1, by c arbitrarios.
Escribir la férmula de la solucién acotada, para F' derivable, ug continua y acotada.
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16. Sea el problema de Cauchy
u—Au=0, zeRY, ¢t>0
u(x,0) = up(z), =cRN.

(P)

Supongamos uy € C(R™) tal que para algiin § > 0 verifica

(©) ()| < Mye?l*T",
demostrar que entonces,
1 _lz—y?
u(.’t,t) = At % /6 at uo(y)dy,
(0% J,
1
es solucién del problema (P) en la banda R™ x (0, E) Determinar una clase de

funciones donde u sea la solucién tnica.
Demostrar que si se supone que se verifica la condicién (C) para todo § > 0,
entonces u(x,t) estd bien definida y es solucién de (P) en RY x (0, 00).

17. Sea ) . 5
cos 2x
D= ,t —rld<zx<m/4, t<-=log(= .
(@0l —w/fa<a<n/a 1< log(s 22
Compruébese que la funcion
u(z,t) = e 'cosx — 56_4t cos 2,

verifica uy — uz; = 0 en D y se anula en la parte de frontera de D dada por la curva
1 1 cos2x
t = - log(

3 )
;,Qué se puede decir del Principio del Maximo en un caso como este?
Este ejemplo de no unicidad es debido a Bieberbach.

2 cosx

18. Sea el problema

Ut — Uz = F(x,t), x€]0,]], t>0,F €C([0,]] x[0,00))
(P) w(z,0) = uo(x), x€][0,1], up € C([0,1])

ug(0,8) =0 =wuy(l,t)

Estudiar:
a) Si el problema tiene solucién unica.

o . ) . !
Indicacidn: Siu yv son soluciones, sea w = u—v. Derivese E(t) = [) |w(x,t)]*dx
y utilicese la ecuacion.

b) Si F =0, limy_, o0 u(z,t).
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