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Notaciones generales

Simbolo
x=(T1,Z2,.., TN)

r=|z|=(2? + 23+ .. +x?\,)1/2

Vu = Ju  Ou ou

8—117 8—1327“" IS
Apu = div (|VuP~2Vu)
p/

p* = Np/(N —p)

Qc RY

o0
|A]
XA
Il 1s

Il 1le
Br
Br(zo)
Cn

El

()

Oz

Ti(s) = { B2

5]

D, (k) =|{z € Q: |u(z)
c.t.p.

iV

V-

Significado
Elemento de R
Moédulo de z

Gradiente de u

p-Laplaciano de u

Exponente conjugado de p, 1/p+1/p' =1
Exponente critico de Sobolev

Dominio acotado con frontera lisa

Frontera de €2

Medida de Lebesgue de A ¢ RN

Funcidn caracteristica del conjunto A

Norma en el espacio L*(2)

Norma en el espacio F

Bola en IRY de radio R centrada en el origen
Bola en RY de radio R centrada en zy € RY
Medida de la esfera unidad en R™

Espacio dual de F

Producto escalar en IRY / dualidad E, E’
Delta de Dirac soportada en z € RN

Funcién truncamiento

Funcién de distribucién de u
Casi todo punto

Parte positiva de la funcién V,
ie. VT =méax(V,0)

Parte negativa de la funcién V,
ie. V7 =mix(—V,0)
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Espacios funcionales

Simbolo
C()
Co(Q2)
CO%(Q)
CH(Q)
ChA(Q)
CH(Q)
()

Significado
Funciones continuas en 2
Funciones continuas en 2 con soporte compacto
Funciones Hoélder continuas en 2
Funciones de clase k en 2
Funciones Holder continuas de clase k en €
Funciones de C*(Q) con soporte compacto
Funciones indefinidamente diferenciables en €2
Funciones de C*(£2) con soporte compacto
Funciones de D(€2) no negativas
Espacio dual de C§°(€2) o espacio de las distribuciones
{u:Q — RJu medible, [|ulf <oo}, 1 <p< oo

Q

{u : @ — R|u medible, 3C tal que |u(z)| < C ct.p. 2 €Q }
Espacio dual de L?(Q)

Espacio de Sobolev

Espacio de Sobolev con traza cero

Espacio dual de W,?(Q)

{u: Q@ — R|u medible, [{|u(z)| > h}| < C1h™%}

Espacio de las medidas de Radon en €2

{u medible en Q, Tpu € WHN(Q)}

{u medible en Q, Tru € W™ ()}
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Capitulo 1

Meétodos directos del calculo de
variaciones

1.1. Introducciéon

A menudo, en las aplicaciones de los métodos matematicos a los problemas geométricos, fisicos
o técnicos, se trata de buscar la solucién como minimo de una determinada magnitud: longitud, érea,
energia, carga, coste, etc.

Algunos ejemplos importantes son los siguientes.

La braquistocrona. En 1696 J. Bernouilli propuso el problema de cual seria entre todas las curvas
que unen dos puntos dados, aquella por la que un peso descenderia mas rapidamente. Dicho de otro
modo, si llamamos v a la velocidad, s al espacio recorrido, a a la altura del punto A respecto a B
y u(x) a la altura perdida en x € (0,1), tenemos que la velocidad en z, es v(z) = \/2g(a — u(z)) y
§'(z) = /1 4+ (v (x))?; pero el tiempo es espacio dividido por velocidad, es decir, el tiempo asociado
a una funcién de descenso u viene dado por,

1+ (u'(2))?
29(a — u(z))

Entonces queremos encontrar u(x) tal que

T(u) = infyer T(v)

I'={v:[0,1] — R*[v(0) = A, v(1) = B} .
Este es un problema variacional.

El principio de Fermat. El hecho de que los caminos de luz viajan por el camino de minimo tiempo,
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también es un problema de minimizacién de un funcional. En este caso el funcional a minimizar es

T(u) = /I1 n(z,u)yv/1+ (v(x))?dz

o

Al fin este problema y el anterior son matematicamente muy similares.

El principio de Dirichlet. Cuando se pretende resolver el problema de Dirichlet con datos suficiente-
mente regulares la solucién viene caracterizada por ser el minimo del funcional

E(u):/ |Vul?da
Q

sobre el espacio de Sobolev W12,

Las superficies minimas. Otro ejemplo clésico de problema variacional es el de las superficies minimas.
Dado §2 un abierto conexo de IR" y g una funcién definida sobre 992 buscamos una funcién u definida
sobre todo 2 que tome los valores de g en el borde y cuyo grafo tenga drea minima. El planteamiento
variacional es como sigue.

De todas las funciones v : 2 — IR encontrar una que minimice el funcional de area

I(u) = /Q(l + |Vul?)2da

Todos los problemas anteriores sugieren inmediatamente el estudio de un problema ma&s general.
Dados 2 un dominio de IR" y h: Q x IR x IR" — IR suficientemente regulares, encontrar u : £ — IR en
una determinada clase de funciones, que cambiara de acuerdo al problema, tal que

I(v):/gh(x,v,Vv)dx (1.1)

sea minimo en esa clase. De forma abstracta podemos considerar la siguiente clase de problemas:
Sea X un espacio de Banach reflexivo y sea

I:X — R
una funcion. El problema que nos planteamos es encontrar u € X tal que

Jg’( I(v) = I(u).

Un problema de minimizacién plantea tres cuestiones fundamentalmente
1) La existencia de soluciones en algiin espacio de funciones X.
i1) La unicidad o multiplicidad de soluciones en X'.

1i1) La regularidad, es decir, la pertenencia de la solucién a un espacio més pequenio Xy C X.



Cuando tenemos suficiente regularidad en los datos de (1.1), (tanto en el funcional I como en la
funcién h y en el dominio ©2) podemos resolver el problema con la condicién clédsica de minimo, esto es
I'(u) = 0. Este desarrollo da origen a la teorfa cldsica que estudia la ecuacidn de Euler-Lagrange del
funcional que se obtiene como sigue.

Sea p € C°(N) ye>0

I(u+ep)—I(u) = [ {h(z,u+ep,Vu+eVe) - h(z,u, Vu)}de

oh
= fg{w% +e(VpV,h) tdz

entonces, integrando por partes, la condicién de minimo, I’(u) = 0, se traduce en que para toda ¢ € C3°(£2)

0= Iim LUFE0) = 10w _ /Q{go (% — div (vph)) Yz,

e—0 £

es decir,

0= (8_/1 —div (Vph)>
ou

Nosotros en este curso estaremos en general interesados en el camino inverso, es decir, dada una
ecuacion en derivadas parciales encontrar un funcional del cual sea su ecuacién de Euler-Lagrange y
obtener los minimos del funcional por métodos directos. Estos métodos son especialmente de interés
cuando, o no es posible calcular la ecuacién de Euler-Lagrange por falta de regularidad, o cuando, ain
conociéndola, no es posible resolverla por métodos de Ecuaciones en Derivadas Parciales.

Por ejemplo en el caso elemental de dimensién finita se tiene la situacion siguiente.

Supongamos que

I:QCcR"— R

es acotado inferiormente y sea o = inf,eq I(x).
Para obtener una solucién al problema, es decir, x € Q tal que I(x) = « procedemos en varias
etapas.

= Hallamos una sucesion minizante, esto es, una sucesién
{zr}rew tal que lim I(zg) = a.
k—o0
= Tratamos de probar que existe C' > 0 verificando ||z|| < C para todo k. Si tenemos éxito, por el
teorema de Bolzano-Weierstrass se obtiene que existe una subsucesién convergente.

= Si [ es una funcién continua, obtenemos

I(z) = lim I(zy) =«

k—oo

Como se ve incluso en el caso de dimensién finita el problema no es trivial y necesitamos hipotesis para
que I sea acotado inferiormente, una sucesién minimizante sea acotada y para poder pasar al limite.
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La primera observacién que cabe hacer al planteamiento anterior es que podemos suponer algo
menos que continuidad. Basta suponer que I sea semicontinuo inferiormente (s.i.), es decir, basta con
tener que si xx — xg entonces

liminf I'(xg) > I(xo).
k—oo

En los ejemplos del comienzo se tiene siempre un funcional definido sobre un espacio de funciones
de dimensién no finita.

Si bien el programa en el caso infinito dimensional es el mismo, vamos a encontrar las siguientes
dificultades anadidas:

= Los compactos en la topologia fuerte son pocos, por ello se considerara la topologia débil.

= [ deberd ser semicontinuo inferiormente en la topologia débil, es decir, debilmente semicontinuo
inferiormente (d.s.c.i.).

Este capitulo estd dedicado a la teoria abstracta de los métodos variacionales y a algunas aplica-
ciones.

1.2. Teoria abstracta

Sea X un espacio de Banach reflexivo y sea I : X — IR un funcional, en general no lineal.
Suponemos que I estd acotado inferiormente, es decir, suponemos que existe una constante M tal que
I(z) > M para todo = € X.

Segun el caso de dimensién finita, necesitamos sucesiones minimizantes convergentes, o bien, aco-
tadas mas algin argumento de compacidad, y alguna propiedad de semicontinuidad inferior en la topologia
adecuada que permita realizar el minimo.

Para resolver el primer problema se toma X espacio de Banach reflexivo dotado con la topologia
débil para que todo acotado sea relativamente compacto. Para poder pasar al limite supondremos que [
es débilmente semicontinuo inferiormente en el sentido de la siguiente definicion.

Definicién 1.2.1. Sea X un espacio de Banach reflexivo y sea I : X — IR. Decimos que I es débilmente
semicontinuo inferiormente (d.s.c.i) si y solo si

liminf I'(u,) > I(u)

v—00
siempre que u, — u débilmente en X.
Es facil probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. fesds.c.i.
2. El conjunto By = {z € X|f(z) < A} es débilmente cerrado en X, para todo A real.
3. Si f es s.c.i. alcanza minimos sobre compactos.

Puesto que queremos hallar un minimo de I supondremos siempre que I es propio es decir que para
todo u € X se tiene —oo < I(u) y I(u) # oo.



11

Definicién 1.2.2. El funcional I : X — IR se dice que es coercivo si y solo si existen dos constantes
a> 0,08 € R tales que

I(u) > a|lu||x + 8 para cada u € X

Es evidente que si I es coercivo es acotado inferiormente y toda sucesiéon minimizante es acotada.
Estos hechos se detallan en la prueba del siguiente resultado de minimizacién.

Teorema 1.2.3. Sea X un espacio de Banach reflexivo y sea I : X — IR un funcional propio, débilmente
semicontinuo inferiormente y coercivo. Entonces, existe al menos un ug € X tal que

I(ug) = a=inf{I(u)|ue X}

DEMOSTRACION. Sea {uy} una sucesién minimizante, I(uy) — «. La coercividad de I implica que existe
un M € R" tal que |lux|| < M como X es reflexivo tiene que existir una subsucesién {uy,} C {us}
verificando ug; — ug débilmente en X pero como I es d.s.c.i. se tiene

a = liminf(I(ug,;)) > I(uo) > a.

Corolario 1.2.4. En las hipdtesis del teorema anterior si M C X es débilmente cerrado, entonces eziste
uy € M tal que

I(uy) = inf{I(u)|u € M}.

Corolario 1.2.5. En las hipdtesis del teorema anterior se obtienen las mismas conclusiones del Corolario
1.2.4 si M C X es convexo y cerrado.

Recordamos el siguientes resultado que es una aplicacién del Teorema Hahn-Banach.

Proposiciéon 1.2.6. Sea X espacio de Banach reflexivo. Si C C X es un convezro cerrado, entonces C'
es débilmente cerrado.

(Ver [8] pag. 38).
El siguiente ejemplo pone de manifiesto que la reflexividad es fundamental.

1/2 1
M = {u e C(][o, 1])|/0 u(t)dt — /1/2u(t)dt = 1}.

Claramente M es un convexo de C([0,1]). Si consideramos I(u) = ||ullco vemos que infycpa I(u) no se
alcanza. En efecto, para u € M tenemos

Ejemplo 1.2.7. Sea

1 1/2 1
I(u) = ||ul|eo > /0 |u(z)|de > /0 u(x)dx — /1/2 u(x)dx =1
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entonces infyecpq I(u) = 1 ya que las siguientes funciones continuas son minimizantes

1 1
1, si0<er < - ——
2 n
. ) 1 1 1
Uy = lineal, si — — — <z < -+ —
1 21 n 2 n
1, si—-+—-—<z<1
2 n

Ahora si se alcanzara en u tendriamos
1 1/2 1
e = / lu(a)|da = / w(z)dz —/ w(@)dz = 1
0 0 1/2
pero la primera igualdad da uw = 1 y entonces las siguientes dan una contradiccion.
En el siguiente ejemplo vemos que la coercividad también es fundamental.

Ejemplo 1.2.8. Consideramos X = W12([0,1]) C C([0,1]) el espacio de las funciones hélder-continuas.
Sea M el subconjunto convero y cerrado siguiente

M={ue X|u(0)=1,u(l) =0}.
Se trata de resolver el problema de minimizacion sobre M del funcional
1
I(u) = / z[u' (x)]2dx.
0
En primer lugar se tiene que inf pq I(u) = 0. Es bastante claro que inf g I(u) > 0, pero ademds tomando

1 0<z<1/n,

un(w) = —logz I/n<z<l1,
logn
se tiene que un(r) € M y que
1 1
d 1
) = [ wttote =~ [ B togall, 0, a5 oc,
0 1/n xlog’n log™n

es decir, inf pq u = 0. Por otro lado podemos comprobar que tal infimo no se alcanza en ningin elemento
de M. En efecto si suponemos que existe un u de M en el que se alcance el minimo tenemos

1
= x[u (z)]?dx
0‘/0 [ ()2

entonces u'(x) = 0 en casi todo punto y como u(0) = 1, u no puede ser continua. Contradiccion.

Una vez visto que tanto la coercividad como la reflexividad son imprescindibles el siguiente paso
serd, naturalmente, obtener criterios de s.c.d.i. para los funcionales, ya que comprobarlo directamente no
es, en general, facil.
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Definicién 1.2.9. Dada f : X — IR se dice que es convexa si y solo si para todo par x,y € X y para
todo A\ € [0,1] se tiene que
M)+ (=N f(y) = fAz + (1= Ay)

Si f es convexa, propia y f(x) < « para ||z — zg|]| < r entonces f es continua en zg. En efecto,
supongamos para simplificar la notacién que g = 0 y que f(0) = 0 y supongamos ademds que f(x) < «

cuando [|z|| < r . Dado & > 0 elegimos 6 = —. La convexidad de f asegura que
a

flw) = FO5 + (1= 0)0) < 3f(5) + (1= 9)£(0) = 6(3)

> 8
> 8

€
ahora basta tomar ||z|| < dr = —r para obtener f(z) < e. Por otro lado
a

x 6 —x 1 1) —x
Uff(o)*f(m+m7) < mf($)+mf(7)
es decir = f(=%) < f(x) para el mismo ¢ y si [[z|| < dr se tiene —e < f(x). Luego si [|z|| < X tenemos
|f(z)] < € es decir, f es continua en zg = 0.
Antes de dar los teoremas que usaremos hacemos un resumen de las propiedades de las funciones
convexas.
Sea F: X — IR una funcién. Dados' u* € X* y o € IR definimos la funcién afin

Alu) = {u,u*) — a.

De esta forma
A(u) < F(u) siy solosi (u,u*) — F(u) < a.

Dado u* definimos la funcién
F*(u") = sup {(u,u*) — F(u)}
ueX

la cual es la funcién afin mas grande posible que minora F. La funcién F* : X* — IR definida como la
envolvente superior de las funciones afines que minoran F' se llama la funcion conjugada de F. Del mismo
modo podemos definir la funcién biconjugada de F' como

Fru) = sup {{u,u’) — F7(u)}

y la envolvente convexa por
C=sup{g<F| gesconvexa }.

Se tiene el siguiente resultado.
Proposicién 1.2.10. Sea f : X — IR. Entonces:

1. f* es convexa y semicontinua inferiormente.

1Los asteriscos denotan el espacio dual o un elemento en el espacio dual.
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2. Si f es convexa y semicontinua inferiormente, f* es propia.

3. Se verifica f** < C(f) < f. Ysi [ es convexa y semicontinua inferiormente f** = C(f) = f. En
particular si f toma solo valores finitos f** = C(f).

Para las demostraciones de estos hechos consultar ([10], o [17]).
Dado X un espacio de Banach y f : X — IR definimos la derivada de f en = en la direccién de y
como el limite siguiente, si existe,

Y t—0 t

Definicién 1.2.11. Decimos que f es derivable Gateauzr en x € X si se verifica que
a) FEzisten las derivadas direccionales para todo y € X.

b) Existe f'(x) € X* tal que
fo(@) =y, f' (@),

donde (-,-) denota el producto de dualidad.
Teorema 1.2.12. Sea f: X — IR diferenciable Gateauz. Entonces:

(I) Son equivalentes:
i) [ es convezxa.

i) Ve,yeX fy) = flx) +{y—x, /()
i) (y—=, f'(y) = f'(x)) = 0.
(II) Si f es convexa entonces f(x) + f*(f'(z)) = (=, f'(x)) Ve X.

DEMOSTRACION. (I)

Sea 0 < A < 1, la convexidad de f implica que
flaz+ Ay —2)) — f(z) = flz(1 =X+ y) - f(z) <
(L=Nf(x) +Af(y) — flx) =Afy) — f(z))
entonces

—~

tomando limite cuando A — 0 y usando la hipdtesis de que el limite existe tenemos

(y— =, f'(x)) < fly) - f(2).

ii) = 9)
Podemos escribir la desigualdad en ii) para z,y en relacién a Az + (1 — \)y, es decir,

f(@) > fAr+ (1= Ny)+ (z— Az + (1 =Ny), f Az + (1= Ny)
fy) > fAr+ 1 -=Ny)+ (y—Az+1-=Ny), f(Az+ (1= N)y)



multiplicando la primera desigualdad por A y la segunda por (1 — \) y sumando resulta

M(@)+ 1 =Nf(y) = fAz+ (1= Ny),
es decir, f es convexa.
Tomando la desigualdad en 7).

fly) > f(x) +(y—=, f(x))
fl@) = fly) +{@—y, f'(y)
se tiene,
(y—a, f'(z) < fly) = fla) <y -z, f'(y))
entonces
0<(y—a, f(y) - f(x).

Para A positivo sea ¢(y) = f(xz + A(y — x)), observamos que

¢
¢'(A) = ¢'(0) =(y—= fle+ Ay —2)) - f'(x)) =
@Ay —2) —z, fr+ Ay —2) - f(z)) >0

por hipétesis. Entonces
$(A) = 6(0) + A¢'(0)
y poniendo z = z + A(y — z) resulta
f(2) = f(z) + (z — @, f'(2)) .

(I1)
Queremos probar que para todo x € X se verifica

f@) + £ (f'(x)) = (x, f'(x))

En primer lugar la definicién de f* implica que

f(f'(=@) = (&, (@) = f ().

De otra parte por I) y la convexidad de f se tiene,

fy) > f(@)+{y—=, f(z)) V,yeX,
es decir,
fy) = f(2) + (y, f'(2)) — (@, f(z)),

o bien,

(z, f'(x)) = f(x) > (y, f'(x)) = fly) Vo,yeX

15
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tomando el supremo en y obtenemos

f (@) < o, f1(2) = fl).

Una extension del teorema anterior que es 1til por no hacer hipdtesis de diferenciabilidad es la
siguiente.

Teorema 1.2.13. Sea f: X — IR continua y conveza. Para cada v € X existe un z* € X* tal que
fy) = f@)+{y—=z,2") VyeX
Ademds
fa)+ f7(@") = (z,27).
La demostracién puede ser encontrada en el libro de Dacorogna [10], pag.41.

Nota 1.2.14. Un x* € X* wverificando la desigualdad del Teorema se llama un subgradiente para f en
reX.

Ciertamente si f es diferenciable Gateaux en x, x* es tnico y coincide con f’(z). Se suele llamar
subdiferencial de f en x a todos los vectores subgradiente de f en .

Ejemplo 1.2.15. Consideremos la funcién f(x) = |z| en IR. Todos los vectores unitarios salvo el cuad-

rante (25, Z) son la subdiferencial de f en z = 0. m

Vamos a enunciar un lema que usaremos después.

Lema 1.2.16. (Mazur) Sea X un espacio de Banach y sea xy, — x debilmente en X. Entonces para cada

n(e)
€ >0 eristen n(e) € IN y ai(e),...,ane)(e) > 0 tales que Y a; = 1 y verificandose,
i=1
n(e)
xr — Z ;T <e.
i=1

X

(Ver [44].)
Un teorema que sera 1til es el siguiente.

Teorema 1.2.17. Sea X un espacio de Banach y sea I : X — IR convexo y semicontinuo inferiormente,
entonces I es d.s.c.i.

DEMOSTRACION. Usaremos el anterior lema de Mazur. Hemos de probar que si ur — u debilmente en

X entonces
L= h;minfl(uk) > I(u).

Extrayendo una subsucesién podemos sustituir ese limite inferior por

L= ka I(ug).
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Ademds podemos suponer que ese limite es finito ya que en otro caso el resultado es inmediato. Como [
es convexo y S.i., existen a € IR y u* € X* tales que
I(u) > (u,u"y +a YueX

y como uy — u, ||uk|| < K luego
I(ug) > o — [lu[[[Jug || > —o0

luego L > —o0. Dado € > 0, entonces existe N = N(¢) tal que

I(ug) < L+e Vk> N(e). (1.2)
Por el lema de Mazur existen n(e) y a;(¢) >0 con i = N,...,n(e) + N verificando
n(e)+N N+n(e

)
Z a;=1y Ju— Z augl| <€
N i=N

la convexidad de I unida a la desigualdad (1.2) implica

N+n(e) N+n(e) N+n(e)
I Z aug | < Z a;I(ug) < Z a; | (L+e)=L+e
i=N i=N i=N

como I es s.i. se tiene

NJr’I’L(Ek)
I(u) < heTi%f I ;\, iU, < elklglo(L +ep)=1L

Para muchos problemas son ttiles los resultados siguientes:
Proposicion 1.2.18. La norma en todo espacio de Banach es débilmente semicontinua inferiormente.

DEMOSTRACION. El teorema de Banach-Steinhauss permite concluir que siempre que tengamos una
sucesion uy, verificando que converge debilmente, uy — u, entonces la sucesion uy, estd acotada. Ademads
si f € X* tenemos
| {u, f) | = Hm [(ug, f) | < Hminf [Jug || x][|f]| x-
k—o0 k—oo
como

lullx = sup  |{u, [)]
fexjfl<1

resulta
llu]lx < liminf ||ugl x.
k—o0

En la prueba del siguiente teorema juega un papel importante el lema que se detalla a continuacién
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Lema 1.2.19. Sea F': C C X — IR un funcional definido sobre un subconjunto convezo y cerrado C de
un espacio de Banach X. Si F' es diferenciable Gateauz, entonces son equivalentes

a) F  es conveza.
b) F': X — X* es un operador mondtono, es decir

<’LL1 — ’UJQ,F/(’LLl) - F’(U2)> Z 0.
DEMOSTRACION. a) = b)

Como F' es convexa se tiene

por tanto tenemos
(u1 — ug, F'(uz)) < F(u1) — F(uz) < (u1 — ug, F'(u1))

es decir,
(ur — u2,F’(u1) - F/(U2)> >0

b) = a)
Supongamos que F’ es un operador mondtono. Sean u,v € X fijos y sea t > 0. La funcién ¢(¢) dada por
¢(t) = F(u+t(v —u)) es derivable y

&' (t) = (v—u, F'(u+t(v—u))).

Ahora bien )
¢ (t) = n (u+t(v—u)—u, F'(u+t(v—u)))
F(0) = (0=, F () = 5 (-t 10 — ) =, F(w)
entonces

F(0) ~ 9'(0) = Hlut to—u) —w F'(ut to — ) — F'(u)) >0

es decir, ¢'(t) > ¢'(0), reescalando en t = (s — sg) se obtiene que ¢'(t) es mondtona y por tanto ¢(t)
convexa. Pero entonces

o(t) < te(1) + (1 —1)9(0),

o bien,
Flu+t(v—u)) <tF(v)+ (1 —1t)F(u),

es decir, F' es convexa ]
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Teorema 1.2.20. Sea X un espacio de Banach reflexivo y sea C' C X un subconjunto convexo, cerrado
y no vacio. Sea F': C C X — IR una aplicacion semicontinua inferiormente, convexa y diferenciable
Gateauz. Entonces, si u € C' son equivalentes:

i) F(u) = inf,cc F(v).
i1) (F'(u)yv—u) >0 YweC.
i4i) (F'(v),v—u) >0 YvedC.

DEMOSTRACION.
i) = i1) Si u realiza el minimo, tenemos

Flu) <F(1=MNu+Xv) YveC, Ae(0,1)

por tanto
% {F(1=MNu+X)—F(u)} >0

es decir,
(F'(u),v—u) >0 YveC.

i1) => i) Para cada v € C'y cada X\ € (0,1) se tiene por convexidad
1
F(v) = Fu) 2 T {F((1 = Au+ o) = F(u)}

y tomando limites y por hipétesis
F(v) > F(u).

i1) = #ii) Como F es convexa, F’ es un operador mondtono, es decir,
(F'(v) = F'(u),v—u) >0 Yu,veC
y si w verifica (F’(u), (v — u)) > 0 sumando se tiene
(F'(v),v—u) >0 Yvecl.
i11) = i) Dado w € C basta tomar v = (1 — X\)u + Aw y sustituir en 4ii) para obtener

0 < (F'(v),v—u) (1 =Nu+ Aw), (1 —Nu+ Aw — u)

= {
= MF'(u+ Mw —u)),w—u).
Si consideramos la funcién g(A) = F(u 4+ A(w — u)) su derivada es

g\ = (F'(u+ MNw—u)),w —u)

y tomando limite para A — 0,
(F'(u),w —u) > 0.
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1.3. Aplicacion a problemas elipticos no lineales
El operador p-Laplaciano se escribe como
Apu = div (|VulP2Vau), oo>p>1

y aparece en muchos contextos y para nosotros en este curso de la manera mas natural posible: resulta
como la parte principal de la ecuacién de Euler cuando tratamos de minimizar la norma L? del gradiente.
Por otra parte es el prototipo de operador eliptico quasilineal degenerado por lo que resulta ser un ejemplo
muy interesante.

Es evidente que si p = 2, se trata del operador Laplaciano clasico.

Aparece también como aproximacion de modelos de difusién no lineal en contextos aplicados diver-
SOS.

Se trata de resolver el problema

{ —Apu = —div (|VuP~2Vu) = f(z), siz € Q, (1.3)

ulaq =0,

donde © c RN es un dominio acotado y f € W—1#' () siendo p’ el conjugado de p, es decir p’ = p/(p—1).

Teorema 1.3.1. Si Q es un dominio acotado y f € W1 (Q), el problema (1.3) tiene una solucién
u e WyP(Q), en el sentido siguiente

/ {IVuP2Vu, Vo) — foldr =0, VYo CP(Q). (1.4)
DEMOSTRACION. Consideramos el funcional
1
J(u) = -/ |VulPdx —/ f(@)udz, ue W, ()
pPJa Q

y observamos que su derivada Gateaux en la direccién de ¢ viene dada por (1.4). Entonces el problema
(1.3) se puede resolver variacionalmente minimizando el funcional aplicando el teorema abstracto. Lo
dnico que tenemos que hacer es verificar las hipétesis del teorema.

i) J es coercivo pues

1
J(u) = 5||VU||£ = w10 @ [IVullp

1 /
p
> oIl = Ay oy

11) J es d.s.c.d ya que el primer sumando es la norma en Wol’p(Q), y el segundo si tenemos up — u en
Wg’p(Q) por la definicién de convergencia débil tenemos [urf — [uf.

Luego podemos aplicar el teorema y concluir que J(u) alcanza un minimo. ]
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Nota 1.3.2. 1) Dada g € W)"*(Q) el problema,
—Dpu=f(z), (u—yg)€ W()l)p(Q)7
se resuelve minimizando en G = {g+u | we WyP(Q)} el mismo funcional.

2) El problema de Neumann natural es

2
P72 o

%*ga

ou

7Apu:f(x)a ‘%

v normal exterior a OS2, con la condicion de compatibilidad

/Qf(x) dx:—/an(x) do ().

Para estudiar las propiedades del operador inverso de —A, estableceremos el siguiente resultado de
célculo.

Lema 1.3.3. Sean z,y € RY y sea (-,-) el producto escalar candnico en IRY . Entonces

9 5 C‘J}—y|p7 2Si p227
(lx[P~2z — [ylP 2y, z —y) > |z — y]

CW ,81 1<p<2

DEMOSTRACION. Por homogeneidad podemos suponer que |z| = 1y que |y| < 1. Ademas si nos referimos
al plano generado por z e y podemos escribir z = (1,0,...,0) , y = (y1,92,0,...,0) y Vy7 +v3 < 1.
CAso 1. 1 < p < 2. Establecer esa desigualdad es equivalente a establecer que

{(1_—y1 )(1—y1>+ v }(H'ylw) el (15)
( (

2—p 2—p _ 2 2 =
Y2+ y2) 2 Y2+ y2) 2 (1 =1)* + v

pero como

Y1 .
- S pona- 0<uy <1,
Y1 — Z { |y1‘2,p - (p )( yl) S1 S >

VN _
(x/y% +y§) l—y>(p@—-1)1—-y) si y <0,

resulta que (1.5) mayora a

1—

2—p
1_|_ 2+ 2\ 2
( yl 2y2> 5 prl.
(I—wy1)*+y3

(p—D{A—wy1)*+43}

CAso 2..
p =2
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La desigualdad es equivalente a

p—2 -2

L=y (i +93) = | (A—w)+v3 (wi+v3) =

5 >C
(Q=y1)2+y3)2

si llamamos t = M _ (@)

ys=
|| |z[ly|

tenemos que lo que hay que demostrar es que la funcién

1— (P L+ t)s+tP
(1—2ts+12)2

flt,s) =

estd acotada inferiormente.
Calculando para t fijo dénde se verifica 9f/9s = 0 resulta

P2 41
L— (P +t)s+ 1t = 4(1 — 2ts +1?)
entonces en los puntos criticos s de f se tiene
P2 41 1
flts) = -2
P (1—2ts+12) 2
L2241 _ 1 tN=241 _ 1

— ml/nogtg 1

2T s - - .
Tp+1)P2 " p t+1 ~— 2p

Proposicién 1.3.4. Sea Q ¢ RY un dominio acotado.
A) A, WyP(Q) — WS (Q) es uniformemente continuo sobre conjuntos acotados.
B) Euiste (=A,)~' : W12 (Q) — W, P(Q) y es continuo.

’ N
C) El operador extendido (—A,) ™" : W12 (Q) — WyP(Q) — LI(Q) es compacto si 1 < q < ]\f

DEMOSTRACION. Demostracién de A).
Sea C C Wol’p(ﬂ) un conjunto acotado, y sea M tal que

||’LL||W01,:D(Q) < M Si u e C
Si u,v € C se tiene

| — Apu— (_APU)HW*LP’(Q) = SuPjg|,, =1 fQ (Apu — Ay, Vo) dz <

1,
0P (@)

10y o (IVulP=2 + |Vo|P=2) [Vu — Vo||Vo|dz, p>2
1Cq JoIVu—=VoulP | Velde, 1<p<2

supjg)

1, =
0P

SuP|g¢|l,,,

1, =
o P
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p—2 1

1
entonces si p > 2 y aplicando la desigualdad de Holder ( + —+ - =1) resulta
p

= Ap = (=0l (@) < Co (Joo (TP~ + V0P =2)77 ) 7 V(=)

< 2C,MP72||Vu — Vo,

Demostracién de B). Para demostrar la existencia de (—A,)~! basta con probar la unicidad. Sean
Uy, Uy € Wol’p(Q) dos soluciones de los problemas —Aju; = f1, —Apus = fo entonces

/ [=Apur = (=Apug)] (ur — uz)dr = (f1 — fa,ur — ug)
Q
pero por el lema anterior tenemos

Jo [=0pu1 — (= Apuz)] (ur — up)dz = [, {|[Vur|P~2Vuy — [Vug|P~2Vug, V(uy — ug)) do >

Cp oIV (u1 —ug)[Pdz si p>2

Y

X 1 p
: U1 | ' u'2|)

entonces si p > 2
Jo V(1 = u2)Pdx < ¢l f1 = follw -1 [V (1 — w2l

”v(ul 7u2)||13 SCa”fl f2|W Lo/ (Q)

en particular si fi = fo se tiene u; = us.
Sil < p<2se tiene

|V (u1 — uz)|?
dz < C, - —1,p’ Uy — u P
/(|Vu1|+|vu2|)2—p < Gpllfir = fallw 10 (o[l 2||W01 @

y de otra parte usando la desigualdad de Hélder,
[V (u1 —ug) |

p(2 p)

(IVur| + [Vug|) =

p(2—p)
Jo IV (u1 — ug)Pdx = [, (IVui| + |Vuz|) 2z do

V(up —u 2 5 2-p
(f“ ol o™ d””) (o (9] + [V )

es decir,

3 |

(fQ |V (up — u2)|pdx)

(et + Nzl

Asi tenemos la unicidad y la continuidad del operador inverso.
Por tltimo, C) es consecuencia de B) y de la inclusién de Sobolev. (]

5 < Gollfi = fellw—10(0)-
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1.3.1. Un problema semilineal en todo R"

Otro tipo de problema a resolver es el siguiente

“Au+u+G'u)=f zecRY
{ feLA(RY), ueL*(R") (1.6)
donde se verifican las hipdtesis
(G1) G : IR — IR es convexa y 1no negativa.
(G2) G’ se supone regular y G(0) =0

Para resolver (1.6) consideramos el funcional

1 1
F(u) = §/RN |Vu|2dx+§/BN |u\2d;v+/lRN G(u)dx — . fudz

evidentemente F'(u) < 400 si u € K siendo
K=WY2R )N u: / G(u)dzr < 400
RN

Necesitamos el siguiente resultado
Lema 1.3.5. Si G(u) es convezxa y si definimos
G(u) = G(u)dx
RN

tenemos que G(u) es semicontinua inferiormente sobre LP(IR™) con 1 < p < oo. Ademds como G es
conveza, es débilmente semicontinua inferiormente.

DEMOSTRACION. Sea {ur} C LP una sucesién tal que up — u en LP. Entonces existe una subsucesién
que converge puntualmente. Por el lema de Fatou y puesto que G es continua se concluye

Gu) < h;cm inf G(ug).

Para resolver el problema observamos que
F(u) > Lol - > Lz - 2
(w) 2 5 llullz = I Fll2llullz = 7 [lullz — el Fll2
La coercividad implica que C = {u € L?>(IRY) : F(u) < R} es un conjunto acotado y no vacio de L(IRY).
Como F es convexa y es d.s.c.i. existe ug € L2(IRY) tal que

) = i, P

que es solucién débil de nuestro problema.
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1.4. El problema del plasma

En las condiciones de presion y temperatura de la corteza terrestre e incluso en las condiciones
que somos capaces de crear en un laboratorio convencional, la materia sélo puede presentarse en los tres
estados clasicos, sélido, liquido y gaseoso, que se caracterizan por que los atomos conservan determinada
estructura y los ntcleos se mantienen separados unos de otros. Pero a las grandes presiones del interior
de algunos planetas y a las elevadisimas temperaturas de las estrellas la materia presenta estructuras mas
complejas que deben considerarse como estados distintos de los tres anteriores.

Sometida a presiones crecientes, la corteza electréonica de los dtomos terminara por colapsarse. No
podrad ya hablarse de atomos, si no de una amalgama comprimida de electrones y ntcleos, de gran
densidad, que habra perdido la rigidez del estado sdlido o liquido, pero que la gran movilidad de los
electrones libres haran que este estado conserve muchas de las propiedades de los gases muy densos.

Cuando la materia se somete a temperaturas suficientemente altas, los dtomos que la componen
comienzan a disociarse, siendo esta disociacién casi completa a temperaturas del orden de 10® °K. Como
consecuencia de ese proceso el conjunto de electrones y nicleos constituye otro nuevo estado de la materia
denominado plasma.

La produccién de plasmas en nuestro planeta exige, por tanto, el calentamiento de gases hasta
temperaturas muy elevadas. En ese sentido los plasmas de hidrégeno, especialmente los de deuterio,
han merecido una atencién preferente en los ultimos anos con motivo de los intentos de produccién de
reacciones termonucleares controladas, orientadas a la produccion de energia.

Entre los muchos problemas tedricos y técnicos que se plantean ante el estudio de los plasmas est4 la
evidente imposibilidad de construir un recipiente que soporte esas temperaturas. Aunque se consiguiera
un material que las soportase el plasma desapareceria por enfriamiento al contacto con las paredes de
éste. Esa es la razén de la aparicién de métodos donde el plasma es obligado a permanecer en una regién
determinada del espacio bajo la accién de un campo magnético producido por induccién, es lo que se
llama confinamiento magnético. Una vez confinado el combustible, deuterio, en esa regién se le imprime
una gran cantidad de energia de forma que se obtengan muchas colisiones, que a su vez calentardn maés
el plasma y producirdan mas energia.

Las reacciones de fusién que se observan con més frecuencia son :

Hi +n— H? +2,226MeV

H{ + Hl — H{+e"+v+1,350MeV
H{ + H} — H} + et +v+4,600MeV
H? + H} — Hj +v+17,60MeV

dénde H{ es hidrégeno, H? es deuterio, Hy es helio, 1 es un neutrén , v es un neutrino, et es un positrén
y las cantidades numéricas son energias.

1.4.1. El modelo de Grad-Shafranov

Consideramos una regién toroidal del espacio parcialmente ocupada por plasma. Llamaremos (2 a
una seccion vertical del toro, 2, C € sera la parte ocupada por el plasma, mientras que €, sera la parte
vacia. Denotaremos por I' la frontera de Q y por I', la de Q,,. Evidentemente €, = Q\ 2, y mientras que
la frontera de €2 es un conjunto determinado desde el principio, la de €, sélo es conocida inicialmente.
A medida que el plasma va ocupando la regién vacia el conjunto I, va cambiando, es decir, I', es otra
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incdognita del problema , es lo que se llama una frontera libre. Por tanto en la regién dénde hay plasma
se induce una corriente y las ecuaciones de Maxwell se expresan:

divB=0 en
rot B=0 en £,
rot B=J en Q,
Vp=JAB

donde B es el campo magnético, J es el campo eléctrico y, si denotamos por 7 la normal exterior a €,
las condiciones de contorno naturales del problema se escriben

(B,n)=0 en TUT,
Jo=0 en I',UQ,
Jog>0 en

por ultimo se prescribe la corriente eléctrica longitudinal por la férmula

IZ/ Jodx >0
Q

p

para obtener las ecuaciones que gobiernan nuestro sistema.

La primera aproximacién consiste en suponer que para tiempos pequenos la regién €2, no varia
mucho. La segunda simplificacién del problema consiste en suponer cierta simetria, més precisamente, en
una posicién de equilibrio se supone que B, J y la presién p no dependen de @, esta hipdtesis permite usar
coordenadas cilindricas (r, 0, z). En este sistema de coordenadas el campo magnético total se escribe:

B = B,e, + Byey + B.e,

y el eléctrico
J=J.e. + Jpeg+ J,e,.

Para obtener la expresion definitiva de las ecuaciones que gobiernan el sistema pasamos a coordenadas
cilindricas

. 1[0 0By 0 _
leB: ; E(T’BT)-FW—F&(TBZ) =0
y como no depende de 6, se tiene B(r, z) satisfaciendo
10 0
= o (rB;) + 9z (B:) (1.7)

o dicho de otro modo el campo (rB,.,rB,) tiene divergencia nula en IR? y por tanto existe un potencial
u tal que

@:TBZ y %:7TBT
or

ahora bien, como

10B B, B B 1 B
rotB:(—a z—&>er+<a T—a Z)ee-i—;(%(rBe)—a T>ez (1.8)

r 00 0z 0z or
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llamando f(r,z) = rBy y L[u]

[1 8%u 0 (1 3u>}
- + = , resulta,

vo2 T \rar
Liu] =0, en Q,
y en €, la ecuacién rot B = J implica
10f 10f
———e,+1L -—e,=J.
razer—i— [u]eg—krarez J

La ecuacién Vp =J A B = (rot B) A B en Q, se transforma en

op 1 ou 1 0f?
A g =g —gE s

B o 0 _ L (udf 0fou
00 r2\9z0r 9zO0r
ap 1 ou 1 0f?

R e R i =

la segunda ecuacién implica que f = ¢(u), o bien f2 = go(u) y asi Vf2 = g(u)Vu. Por otro lado de A)
y C) resulta

Vo= |11l - 5304 T

es decir, los vectores Vp y Vu son paralelos, o lo que es lo mismo existe una funcién ¢; tal que p = g (u)
y de ahi Vp = g} (u)Vu donde

1 1
g1(u) = ~L[u] Wﬂ()(u) en .
Es decir,
— 1 / /
p = { o0 (5 g @) e o,
0 en £,
Por otra parte las condiciones de contorno se traducen en
(B,n)=0=
0 —10u n 10u —10u
= — —Uyp _—U, = — —
r 0z roz r Ot

siendo 7 el vector tangente a I', y I'. Asi tenemos © = cte en I' UI', como u es un potencial por adicién
de una constante se puede poner,

u= 0 en I

u= [ en TI.

I:/ Jgdx:/L[u]dx:/ 1%da
Q, Q a0 T On

P

Por ultimo
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por consiguiente el modelo de Grad-Shafranov queda descrito por:

Llu] = g(r,u) en €

u=0 en T
10u
I—fr;a—ndg
doénde _
g:OxR— IR

_ g(z,u), uw<0
(x,u)ﬂg(x,u){ 07 UZO

Simplificaremos atin méas este modelo y estudiaremos el problema con g(x,u) = Adu_ con A > 0.

Nota 1.4.1. a) Cuando se toma Llu] = —Au y la funcidn

g9(z,u) = g ({y € Qu(z) <uly) <0})

se tiene el modelo de Grad-Mercier.

b) Cuando se toma L[u] = —Au y la funcidn g(x,u) = o [(u — /\)+]% se tiene el modelo de Thomas-Fermi

para dtomos intermedios.

1.4.2. Modelo del plasma simplificado

Seguimos la exposicién de Friedman en [19]. Sea 2 un dominio acotado de RN, N > 3, con frontera
regular, I' € C%>® y A un ntimero real positivo. Consideramos el problema

Au—du_ =0 en
(P) u=c sobre I'=0Q

ou
I:fFa_nd">0

(1.9)

las incdgnitas son (u, ¢) (o bien (u,T',)) v  denota la normal exterior a la frontera del dominio. Se definen
los conjuntos

Q, ={zeQu(z)<0}

Q, ={z e Qu(z)>0}

I, =09, lafrontera libre.

El primer paso para la resolucién del problema es la determinacién de ¢, que como veremos depende de
la posicion relativa de A respecto a Ap, primer autovalor del laplaciano con datos Dirichlet en (2.

Sea A1 el primer autovalor del laplaciano en €2 y v; la autofuncién positiva asociada. La féormula de
Green permite escribir para cualquier subconjunto regular G de (2

(1 Au — ulAvy) de = / (Ul% - u%> do. (1.10)
oG

G n on

=3 vu  x o = |
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CaAso 1 Si A > Aq, entonces se tiene que ¢ > 0; en efecto, supongamos que A > A\; y tomemos en (1.10),

G = Q, entonces

0
0< / {(A=A)u_vy + Mvjug pde = —c ﬂda
Q a0 On

0
y como por el lema de Hopf % < 0, se tiene ¢ > 0.
n
CASO 2 Si A < A1, entonces ¢ < 0. Si fuese ¢ > 0, tomando en (1.10) G = Q,, se tiene

0 >/ (A= A)vnu_dz :/ vl@da
Qp a0y, on

ou
an
Tampoco puede ser que A < A1 y ¢ = 0; obtenemos una contradicciéon de nuevo tomando §2 = €,
pues de (1.10) y ¢ = 0 se infiere que X = ;.
El segundo paso es establecer la formulacion variacional. Tomamos

como u < 0 en €, por el lema de Hopf resulta >0, y v1 > 0 en 082, obtenemos una contradiccién.

K:{peLZ(Q)IpZO a.e. /Qp(x)dle}

K es un subconjunto convexo cerrado y no vacio de L?(9). Sea G(z,y) la funcién de Green para el
problema de Dirichlet para el laplaciano en 2 y definamos

10) = 55 [ =5 [ [ Glaotapto)dady.

De esta forma se obtiene

J'(p) = %p(x)—/Q/QG(wvy)p(y)dy-

Nota 1.4.2. Observamos que si ponemos p = Au_ tenemos

u(r) = — A G(z,y)p(y)dy + ¢

y formalmente

J(p) = F(u) = a/guu_ f%/u_Audx.

Q
Ou
/ p(x)dx = Audo(x) = / —dr =1
Q oQ o on

Consideramos el problema variacional de hallar p € IC tal que

J(p) =r<n€i,rclJ(C)-

Ademds

Para poder usar los resultados abstractos del apartado anterior tendremos que verificar que J es d.s.c.i.
y que es coercivo en K.
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C
Teniendo en cuenta que N > 3, tenemos 0 < G(z,y) < W y entonces

r—=y

1 1 1

g +-=14+ ;

[ Glawptwdy| <cloll, s Py
Q r 1<s<
N -2

( Véase por ejemplo [23]). Para p =2y r > 2, se tiene que tomando ' el conjugado

< Cllpllllpll,

/ny Vp(z)dydx

resulta,

1
s

lollr = (Jur da)” = (Jop? 00" az)’

T

< or' R e R (1-6)
< | (Uqrdz)™ (Jqr*dz) = llpll7 )Hp||L2(Q)

Es decir, por la desigualdad de Young,

[SIES

1—
<crl|p|zf?=cr’ (/ ,02dx)
Q
Vi ﬁ 1-¢ @
SC#(/p2d{E> §5/p2d:c+(gla>
c1-4 Q Q €

J(p)za/pzd:ﬂ—(l
Q

es decir, es coercivo y, en particular, es acotado inferiormente en K. Ahora basta observar que como la
norma es d.c.s.i si pr, — p débilmente en L? el primer sumando de la expresién anterior es d.s.c.i. , pero
usando la compacidad del operador de Green obtenemos G(py) — G(p) fuertemente en L? por tanto

//Gwypk Y)pi(x dydwﬁ//ny )p(z) dydz

y como consecuencia podemos aplicar el teorema abstracto para concluir que existe un p € I tal que

/Gmy )p(x) dydx

y como consecuencia

J(p) = inf J(n
() = inf J(n).
No obstante no podemos concluir la unicidad directamente por que el funcional J no es, es general,
convexo.

Sea p la solucion del problema variacional. Queremos ver en que sentido hemos resuelto el problema
(P). Si p es una solucién del problema variacional:
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1) p >0 en un conjunto de medida positiva, ya que
/ plx)dx =1>0.
Q

i) Fijo §p > 0 de forma que E5, = {z : p(x) > o} verifique |Es,| > 0 , elegimos 19 con soporte en Ej,
de forma que
/ nodx = 1.
Q

Dados § > 0y n € L%(Q) NC%(Q) verificando n(z) > 0 si z € {z : p(z) < &} consideramos

pi(x) = p(x) + 1 (n - </Q n> no)

para t suficientemente pequeno tenemos que p; € K por tanto

pero entonces
0< (J'(p),n—(fn)mo) = JoJ'(p) (n— ([ n)m0) dz =
Jo T (e)n = Jo, 7' (p)no Jon = Jo (I'(p) = Jo ' (p)0 dy) 1 dac
como J y 7 son arbitrarios, tomando ¢ = — [ J'(p)no dz tenemos:
a) J'(p) =2 —cenp=0(n>0).

b) J'(p) =—-cenp>0.

¢) Si hacemos u(x) = — fQ y) dy + ¢ como tenemos J'(p) = — fQ y) dy + p entonces

A

J(p) =u(z) — c+ §p

( Véase [5] para mds detalles).
1
Por b), en p > 0 sabemos que J'(p) = —c, entonces u(z) — ¢+ Xp(x) = —c es decir, u(z) = Xp(x)
si p > 0. Escribiendo Au_ = p y aplicando A en c) resulta en sentido débil,
{ Au(z) = Au_(z)
Uy = ¢

y con esto hemos resuelto el problema simplificado del plasma.
Ademas probaremos el siguiente resultado de unicidad.
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Teorema 1.4.3. Siendo Ay el sequndo autovalor del laplaciano, si A < Aa, entonces (P) tiene solucion
unica.
DEMOSTRACION. Supongamos que existan dos soluciones (u1,c1) y (uz2,c2) de (1.9). Como el signo de

¢; sblo depende de la ordenacién entre A y Ay y A es fijo, tenemos sign ¢; = sign c¢p. Podemos suponer
Uy

sin pérdida de generalidad que A > A; ( o equivalentemente que c1,co > 0) Consideremos U; = —y
definamos '
0 si U1 = U2
h(z) = (U1)- — (Uz)- :
—_— Uy # U-
U, — Uy S1 17 Us

Se tiene claramente que 0 < h(z) < 1. La funcién U = U; — Us verifica el problema

{ —AU = M(z)U
U|8Q =0

Asf tenemos que U € C1%(€2) al menos.
Probaremos que el signo de U es constante en 2. Si no fuera asi consideramos los conjuntos

= {z€Q:U>0}
QW= {2€Q:U<0}

Ambos son abiertos (por continuidad). Sea v la autofuncién positiva del primer autovalor para el lapla-

ciano en ). Existe un v > 0 tal que
"}// ’U1U+/ UlU =0
Ql QQ

o equivalentemente, la funciéon

- ~yU en
U= 0 en () — (Ql U Q2)
U en QQ

se anula en las fronteras de Q; y Qq y verifica U € Wy*(Q) y U Lvy en L*(Q). Por definicién del segundo

autovalor ) ., .,
Jo IV dx<fQ|VU| dw _ Jo IVU|” da

Ao = _inf < — < — (1.11)
WA (@) fon =0 JovPdw J Tl de [ h(@)T" de
Ahora s
Ao, WU dz = 2 Jo, \WUU dz = —? Jo, UAU dx
2 —2
=72 Jo, VU dae = [, |VU|" dz
analogamente

/\/ hUde:/ IVT|* da
92 Q2
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Por tanto .,
N Jo, VU™ dx
Ja, h(ac)U2 dx
que sustituyendo en (1.11) da que A > A2 en contradiccién con la hipétesis Ao > A.
Entonces podemos suponer, por ejemplo,que Uy > Us. Si fuese Uy # Us, poniendo Dy = {x €

QUL (x) < 0}, Dy = {z € QUa(z) < 0}, se tiene D; C D5 en sentido estricto ( en caso contrario
podriamos tomar los subconjuntos donde son positivas). De esta forma se tiene que

—AUl = >\U1, en Dl, Ul‘BDl =0

—AUQ = )\UQ, en DQ, U2|8D2 = 0,

Es decir, siendo Dy y D> dominios estrictamente ordenados, el problema de Dirichlet tendria como

autovalor principal
A(D1) = A= X(Do),

en contradiccién con el hecho de que debe ser A;(D1) > A1(D2). Esta contradiccién muestra el resultado
de unicidad. (]
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Capitulo 2

Semicontinuidad inferior débil y
convexidad

En las aplicaciones de los Métodos Directos del Cdlculo de Variaciones la dificultad que aparece
en primer término es probar la semicontinuidad inferior débil. Salvo los casos de funcionales convexos
estudiados en el marco abstracto esta tarea no suele ser inmediata.

En este capitulo vamos a estudiar funcionales del tipo

I(u) = Qf(a:,u(x),Vu(x))dx.

Las hipotesis con las que trabajaremos son las siguientes.

(F1) © c R" es un dominio abierto acotado con frontera regular (serd suficiente que 9 sea lipschitz,
pero el lector puede comenzar pensando en fronteras indefinidamentes diferenciables).

(F2) u: Q2 — R
(F'3) f es una funcion de Caratheodory, es decir,
f:OxRxRY — R
1. f es continua en (u,p) € IR x R en casi todo x € Q
2. f es medible como funcién de z en todo (u,p) € R x RN

(F4) |f(z,u,p)| < a(z,|ul,|p|) donde a es creciente en |u|, |p| y localmente integrable en x para |ul, |p|
en conjuntos acotados.

Dada f en las hipdtesis anteriores consideramos el funcional asociado

I(u) = /f(m,u(z),Vu(a:))dx, ue Wy™(Q).
Q
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El espacio donde se define I depende del crecimiento de f para |u| y |p| grandes.
A la vista de las hipdtesis queda claro que no se estudiard mas que el caso escalar. Para una
introduccién al caso vectorial, es decir, u con valores en IR™, véase [10].

Hay algunas observaciones inmediatas que hacer:

1) Si f(x,u,p) = f(z,p) y es convexa respecto a p, entonces el funcional I(u) es convexo en Wy ().
2) Si f depende también de la funcion, u, entonces la convexidad de f respecto a p no implica la

1
convexidad de I(u), por ejemplo, considérese f(x,u,p) = §|p|2 —u?

3) Si I(u) estd definido en Wy (Q) y es debilmente inferiormente semicontinuo en Wy (Q), p > 1,
entonces es debilmente-* inferiormente semicontinuo en W(}’OO(Q). (Si up — w debilmente-* en
Wy > (Q) entonces converge debilmente en W, *(£2).)

En este capitulo estudiamos condiciones necesarias para la semicontinuidad inferior débil y el teorema
clasico de Tonelli-De Giorgi que da condiciones suficientes.

2.1. Condicién necesaria para la semicontinuidad inferior débil

El resultado fundamental de esta seccion es el teorema siguiente.

Teorema 2.1.1. Supongamos que se cumplen (F1), (F2), (F3), (F4). Sea

I(u):/f(x,u,Vu)dx
Q

0 . . ) . 1
débilmente semicontinuo inferiormente en Wy ().
Entonces f(x,u,e) es conveza.

Para demostrar el teorema anterior necesitaremos los lemas siguientes.

Lema 2.1.2. (Riemann-Lebesque) Sea Q@ = [0, TN un cubo en R" y sea f funcién T-periédica en R™
tal que f € LP(Q) para algin 1 < p < co.
Se define fn(x) = f(nx). Entonces

loc

- 1
fo—f= @/ f(x)dz, débilmente en LP (IRN), cuando n — oo
Q

DEMOSTRACION. Es claro que como se trata de un resultado local basta considerar la convergencia débil
en {2 = mQ@, es decir, una dilatacién del cubo bésico.

Establecemos la estimacién fundamental; sea f € LP(Q) y n € IR" entonces con un cambio de
variable y la periodicidad de f

[Vfula)Pde = [ | )Pz =
(™ o WPy < (0% (bmn] + 1)¥1Q 5 o Py <
1

C(ma Na Q)@ fQ |f(y)|pdy7
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donde [z] denota la parte entera de x. Elegimos un polinomio trigonométrico z(z) tal que

1 1
0] Jo fy)dy = al Jo 2(y)dy

QI
1

2 g Ja ) —2)irdy <o,

tal polinomio existe por el Teorema de Fejer y la densidad de las funciones continuas en LP.
Entonces para n > 1 se tiene

/Q F(ny) — =(ny) Pdy < c(m, N, Q)3

y el resultado se concluye ya que para los polinomios trigonométricos se verifica el resultado clasico de
Riemann-Lebesgue. [

Lema 2.1.3. (Mc Shane) Sea X espacio normado y sea Y C X. Supongamos que
h:Y — IR
es una funcion lipschitz sobre Y con constante k. Entonces existe
H: X — R
tal que: i) H es una extension de h, H|y = h; i1) H es lipschitz con la misma constante k.

DEMOSTRACION. Para z € X definimos

H(z) = sup{f(y) — sllz -yl : y €Y}

Es claro que H verifica i). Probamos ii) dados 1,22 € X, supongamos sin pérdida de generalidad que
0 < H(x1) — H(x2), entonces,

OSH(QH)—H(!L‘Q):
sup{h y; —&llzr =yl y € Y} —sup{h(y) —wllza —yl| - y €Y} <

(
sup{h(y) — kllz1 —yl| — (h(y) — Kllza —yl|) : y €Y} =
sup{||ze — yl| — Kllzr —yl| : vy € Y} < kl[wa — 24|

Lema 2.1.4. Si Q, f e I satisfacen las hipdtesis del Teorema 2.1.1, entonces

b L o+ Vo) > S0, ) 24

para todo D C Q cubo, para todo (xq,ug, po) € Q x IR x RN y para todo ¢ € Wol’p(D)
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DEMOSTRACION. Haremos la demostracién en el caso en que f no depende de z ni u, el caso general
puede verse por ejemplo en el citado libro de Dacorogna, [10], pag. 69.

Sea D C Q un cubo y sea py € IRYN. Sea ¢ € Wol’p(D). Extendemos ¢ periédicamente a RY y
consideramos

¢gmzéwmyk>L

Por el Lemma de Riemann-Lebesgue se tiene que : a) ¢ — 0 débilmente en LP y b) V¢ — 0 débilmente
en LP, pues

/ V¢ =0, por ser ¢ € Wy ™(D).
D
Definimos la funcién afin us (2) = (po, x) y

_ Uoo(X), TEQ—D
Uk = Uoo (2) + g (x), x €D

de forma que

. po, t€Q—D
w%_{ po + Vo(kz), z € D

Entonces es claro que up — uy débilmente en I/VO1 "P(Q). Por periodicidad se tiene,

I(uy) = s{f(Vuk)dm = fQ_D f(po) + fD f(po + Vo(kz))dx =

1

f(po)|2 = D[ + N Jop fPo + Vo(x))da =

f(po)|Q—D|+ [, f(po+ V(z))dz.

Como por hipétesis I es débilmente inferiormente semicontinuo en WO1 P(Q),

k—oo

Mminf I(ug) = f(po)|2 — D| + /D f(po+ Vo(x))da > I(us) = f(po)|-

Despejando en la anterior desigualdad se tiene,

7 [ £+ Vo) = Fia)

Nota 2.1.5. La condicién (2.1) se conoce en la literatura como quasiconvezidad y juega un papel esencial
en el estudio de problemas con valores vectoriales

DEMOSTRACION DEL TEOREMA.-
Queremos probar que si (o, ug, @), (2o, up, 3) € Q x IR x R™, para todo 0 < \ < 1 se verifica que

f(zo,u0, A+ (1 = N)B) < Af(zo,uo, @) + (1 = A) f(20, uo, B)-

La idea es considerar en el Lema 2.1.4 funciones ¢ cuyo gradiente valga esencialmente o y S.
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ETaPA 1.- Consideramos D = (a,b)N € Q, k€ IN y 0 < A < 1. Dividimos el intervalo (a,b) en 2%

2k -
Cada intervalo J; lo subdividimos a su vez en dos subintervalos,

subintervalos iguales, {J;};—1  or, de longitud

b—a
k

J}, de longitud AlJ;| = A 5

y

b—a

JZ, de longitud (1 — \)|J;] = (1 = X) ok

Llamando
2k 2k
= =7
i=1 i=1

se tiene que
il = Ab—a) y |I}] = (1= XN)(b—a).

Tomamos 1 1
Dk:Il Zp-Z N-1

1 k X(a+k’ k)

1 1
D5 =12 ——

2 k X(a+k7 k)

Fijado k € IN definimos
¢:Df| JD5 — R
como sigue:
i) ¢ continua, ¢(a,z2,..xx) =0 = ¢(b, 2, ..xxN)
i)
vow ={ UG i

De esta forma ¢ es lipschitz en D¥|J D5 con constante L < |o — 3|, es decir acotada superiormente

independientemente de k; ademads |¢(z)| < 2% si # € DY¥|JDE. Definimos ahora ¢(x) = 0 si x € D

con lo que ¢ resulta lipschitz sobre D¥|JD.(JOD con costante L. Aplicando el Lema de Mc Shane
extendemos ¢ a todo D con la misma constante L. De esta forma obtenemos ¢ € WOI’OO(D) tal que

[IVo||oo < L, independientemente de k.

Obsérvese que

ot (1= N(a—B), size Db,y [DF = Ab—a)b—a— )N+
€Tr) =
“Ma—p), size D, y D =Ab-a)b—a— )N
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ETAPA 2 .- Por el lema 2.1.4 tenemos
1
Tl [ #0020+ (1= N5+ Vo(@)do = Flao,uo a+ (1= 2)9) (2.2)
D

Pero
Ip f(@o,up, A+ (1 = X) B + Vo(x))de =

Jor f(@o,u0, A+ (1= X)3 + (1= A)(a — B))dz+
S (o, w0, Ao+ (1= X)B = Ao = §))da+
Jo—(prups) (@0, u0, A+ (1 = X)B + V(z))da =
f(xo,u0,@)|DY| + f (w0, uo, B)| D5 |+

Jo—(prups) F(@o 1o, Aa+ (1= \)B + Vé(x))da.

Por consiguiente

k—oo

lfm /D F(2o, 10, Av + (1 — N)B + V(x))dz = [ DM (z0, up, @) + |D|(1 — ) f (zo, o, B)

que junto a (2.2) da el resultado.

2.2. Condicién suficiente para la semicontinuidad inferior débil

En esta seccién presentamos el resultado cldsico que en una dimensién establecié Tonelli, [42], y
fue extendido a mas dimensiones por De Giorgi, [11]. Otras contribuciones son debidas a Serrin, Morrey,
Ekeland-Teman entre otros muchos.

La demostracién que sigue es la dada por De Giorgi. Pasamos a enunciar el resultado.

Teorema 2.2.1. Sea Q C RY dominio acotado. Sean p>1,q¢>1y
f:OxRxRY — R
funcion de Caratheodory satisfaciendo:

(f1) f(z,u,e) es conveza.

| =

(f2) Ezisten a € [LY ()N, -+ = =1, ybe L'() tales que

/

Q| =
(=)

f(a,u,€) > (a(x), &) +b(z), para casi todo (u,§) € R x RY
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Considerando el funcional asociado a f,

J(u,€) = / (@, £(x))da,

Q
entonces st
(a) up — us fuertemente LP(RQ).
(b) & — Eoo débilmente en [L1(Q)]V,
se verifica
lm inf J(u, &) 2> J (oo, €oo)
Nota 2.2.2. 1. El resultado es cierto también en el caso de ser u: Q — IR™.

2. En las aplicaciones al Cdlculo de Variaciones &€ = Vu. En este caso se obtiene semicontinuidad
débil en Wy (Q) para

I(u) = J(u,Vu) = /f(:z:,u,Vu)d:c.
Q

Ademds en este caso, siendo el dominio acotado y suponiendo convergencia débil en Wol’p(Q), la
convergencia de {ur} se obtiene mediante el teorema de compacidad de Rellich.

La demostraciéon utiliza los lemas siguientes.

Lema 2.2.3. (Scorza-Dragoni) Sea 2 un conjunto medible con medida finita, |Q| < oo, sea S C IRP y
sea

h:QxS— IR,

tal que; i) h(e,y) es medible para todo y € S; ii) h(x,e) es uniformemente continua para casi todo x € ).
Entonces, para todo § > 0, existe un compacto K C Q con |2 — K| < 0 y tal que la restriccion de h
a K xS es continua.

DEMOSTRACION. Para n € IN consideramos

wn(z) = sup |h(x,y1) — h(z,y2)]
Y1,42€S, ly1—y2|< L

por hipétesis lim w,(z) = 0 para casi todo = € §; aplicando el Teorema de Egorov existe un compacto
n—oo

)
K, CQ|Q-K| < 2¥ tal que {wy,} converge uniformemente en K. Como consecuencia h(z,e) es una

familia equicontinua cuando nos restringimos a K.

Sea 3 C S un subconjunto denso y numerable; escribamos ¥ = {y; } jew y consideremos una sucesién
de ntimeros reales positivos {d;}jemn tal que 372, 8; = /2.

Por el Teorema de Luzin para cada j existe un compacto C; C Q tal que |2 — C;| < J; y h(e,y;) es
continua en Cj.
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Ponemos K = N32,Cj, entonces h(e,y;) es continua en Ky para todo j € IN y [ — Ka| < §/2.
Definiendo K = K1 N K, sea una sucesion {(zx,yr)} C K x Stal que z, —» z € K, yp, — y € S.
Entonces

(h(@r, yx) — W@, y)| < [h(@e, y) — h(@e, y)| + [(ze,y) — h(z,y)],
el primer sumando tiende a cero pues las funciones h(z,e) son equicontinuas en K. Para el segundo
sumando observamos que dada la equicontinuidad h(z, e), podemos elegir z € ¥ de forma que para todo
x €K, |h(z,y) — h(z,2)| < %; entonces

(k. y) = bz, y)| < Wy, y) = b2k, 2)| + Az, 2) = bz, 2)| + [h(z, 2) = h(z,y)|.

m

Se tiene, |h(xg,y) — h(zk, 2)| < 2 |h(z,z) — h(x,y)| < 5 Y hm |h(zk, z) — h(x, z)| = 0. Como conclusién

lim sup |h(zk, yr) — h(z,y)| < e

k—o0
y se sigue la conclusién. =

(Véase [11].) Obsérvese que se trata de una extensién del Teorema de Luzin.

Lema 2.2.4. En las hipotesis del Teorema 2.2.1 sea una subsucesion (uy, &) tal que
L= h;cm inf J(ug, &).
Si L < 0o, entonces dado € > 0:

1. Eziste Q. C Q) tal que, |1 — Q| <e

2. Euiste v(e) y una subsucesion, {k;}, tal que si kj > v(e),
/Q (@, ug, (), E; () = £ (@, uoo (), &k, (2))|da < e[

DEMOSTRACION. Puesto que

U — Uoo, fuertemente en LP ()
& — &5, débilmente en LI(Q),

dado A > 0, tenemos las desigualdades,

. w5
Hr € Q : Juk(z)| > A} < IR
. [[woo| 5
Hr € Q¢ Juse(z)| > A} < VI
||£k”q

{x e Q: |&(z)| > M} < —+
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Entonces dado € > 0 existe M. > 0 tal que si,
Koy ={r e Jup(z)] > Me, |uso(z)| > M}

KZp={r€Q: |&(@) > M.}

se verifica - .
KL, < 5’ |K2,| < 5
Tomando
Qa p=82- (Kal,k U Kik)
se tiene

Q-0 <.
Qb <

Por el Lema de Scorza-Dragoni existe QQ % C QE &> compacto, |Q; — 92 k| < —7 y tal que si |u| < M.y

€] < M., f(o,u,§) es continua en Q2 ;.
Fijado €, sea § = d(¢) > 0 tal que si |u(z) — v(x)| < § entonces

|f(a:,u(x),£) - f(l',v(x),f” <¢g, para todo x € Qa kY |u‘7 |U‘7 |§| < ME'
Fijado 6 > 0 y puesto que ur — u~ en LP, existe v(e) tal que si
Q) = {z € Q: up() — uoo(2)| < 8}

entonces
Q-3 k< 3, para k > v(e).

: — 03 2
Definiendo €2 p = Q2 ; N€QZ ;. tenemos,

|2 — Qe k| <e, pues

2 €
2= Qerl < 12 Q2,1+1Q - Q8,1 < T+ 5,

Jo £ (@), €6(2)) = (@, uno (@), &6 (@) Idar < 2]

. ., . € . .,
Haciendo la construccién anterior para €; = g; tomando el correspondiente v;, una subsucesién con

ki >v;y ka k; = oo y si definimos
— 00

%)
= m Qs,kj )
j=1

tenemos

12— Q| <3072

Jj= 12126’

Jo. f (@, ur (@), & (@) = f (2, uo0 (2), &(2))da < €]Q]
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como queriamos probar. ]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA.-

Reemplazando si es preciso f(z,u,&) por f(x,u,&) — (a(z),&) — b(x), podemos suponer que f > 0.
(Obsérvese que {(a(z), &) — b(z) es débilmente continuo por hipdtesis.)

SiL= h;fn—1>ic>lolf J(ug, &) entonces L > 0 pues f > 0. Supondremos que L < co pues en otro caso no

hay nada que probar. Elegimos una subsucesién {(ux, &)} tal que L = kh’m J(ug, &). Por el Lema 2.2.4

dado € > 0 existen Q. C , v(e) € IN y una subsucesién {k;}, k; > v(e), tales que

12— Q. <e,
{ Jo 1y, (), €0, (@) — F(3 100 (), €, (2)) | da < ]2, 23)

Sea x:(z) la funcién caracteristica de Q. y sea g(x,&) = x(2) f (2, us(x),£). De esta forma
g:OxRY — R

es una funcién de Caratheodory y g(x, e) es convexa para casi todo x € .
Tenemos entonces que

G(e) = / o(z,£(x))de

Q

es convexa y semicontinua inferiormente en [L4(Q)]Y, pues si & — ¢ fuertemente en [L9(Q)]Y para
alguna subsucesion se tiene convergencia puntual, por lo que basta aplicar el teorema de Fatou. Como
consecuencia, en virtud de los resultados del Capitulo 1, G es débilmente semicontinua inferiormente, es
decir, si &, — & débilmente en [L9(Q)]V,

lim infj, oo G(&k,) = lim infkjﬁoo({Xs(x)f(:auoo(x),fkj (2))dz >
S{Xe(ﬂﬁ)f(%uoo(x)foo(x))dﬂf = G(80)-

Utilizando (2.3) y la positividad de f, resulta:

S{f(xa Uk, (x)7£kj ((E))dx >

I xe(@) f (@, ur,; (), &, (x))dz >

Q
({xs(x)f(x, Uoo (2), &, (w))dz — sj)’ Xe ()| (2, uny (), (1) = f (2, voo (), &, (@) | >
S{Xs(x)f(f&uoo(x)»ﬁkj (x))dz — €[],

es decir,

/f(%% (), &, (2))dz > /Xe(x)f(wyuoo(x),ikj (x))dx — €.
Q

Q
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Entonces,

= hmmf/f x,uy, (), (z))dr > /Xg(x)f(x,uoo(x),fkj ())dz — ]9

Q

y haciendo tender ¢ — 0 y teniendo en cuenta que |2 — Q.| — 0 el teorema de convergencia dominada
da que

L> / F(@ 100 (2), € ()t
Q

2.3. Aplicaciones

Los resultados obtenidos anteriormente permiten establecer el siguiente resultado de minimizacién
que tiene aplicaciones inmediatas para resolver problemas de contorno de ecuaciones en derivadas par-
ciales.

Teorema 2.3.1. Sea Q C IRY dominio acotado con frontera lisa (lipschitz). Sea
f:OxRxRY — R
funcion de Caratheodory satisfaciendo,
f(z,u,€) > a(z) + blE|P, para todo (z,u,&) € Q x R x RY

donde a € L*(Q2), b> 0 y p > 1. Supongamos que f(x,u,e) es convera.
Sea

J(u) = /f(:c,u(x),Vu(x))dm y ug € WHP(Q).

Q

Si para algin uy € ug + WyP(Q) se verifica J(uy) < 400, entonces existe @ € ug + Wy ¥ () tal que
J (@) = min{J(v) |v € ug + Wy*(Q)}

DEMOSTRACION. Como f(z,u,e) es convexa en virtud del Teorema 2.2.1 se tiene que J es débilmente
inferiormente semicontinuo. Probaremos que J es coercivo sobre WO1 P(Q), con lo cual podemos aplicar
la teoria abstracta para concluir. Si u € ug + W P(Q), por hipdtesis tenemos que

() 2 / a(z)dz +b / VulPde, siu€ug+ Wy (Q)
Q
Por la desigualdad de Poincaré (u — ug € WOLP(Q))7 se tiene

[lu = uolly < ClIV(u—uo)lly < K([[Vul[] +1),
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donde K = K (up) no depende de u. Es decir,
[l < K1 (Va2 + 1), si u € u + WEP(9),

y por tanto,
J) = B+ Vullyr g a >0,

es decir J es coercivo. [
Nota 2.3.2. La hipdtesis J(u1) < oo se obtiene si por ejemplo
f(@,u, ) < an(x) + ba(ful? + [€7),
1 Np . . .
conay € LY (), >0yl<qg< N3 sip < N yq cualquiera sip > N.
—-p

Se tiene la siguiente condicién necesaria de minimo.

Lema 2.3.3. En las hipdtesis del Teorema 2.53.1 si ademds f es derivable respecto a u y € y si uy €
(up + Wolp(Q)) NC? es un minimo de J en ug + Wy P(Q), entonces se verifica

{ —div(Ve f(z,ur(x), Vur (x))) + fulz,ui(x), Vui (z)) =0, z € Q

u = ug sobre Of)

La prueba es inmediata y la omitimos. La hipétesis u; € C? no es ni mucho menos natural por lo
que el Lema debe verse como un resultado formal.

Para establecer un resultado 1til consideramos la siguientes hipétesis sobre f.
Sea f € CL.

(H1) Sip> N. Para cada R € IR, R > 0 se satisfacen

Ve f| < ar(z) +b(1+ [P~
| ful < az(z) +b(1+ [£P)

para todo u tal que |u| < R, siendo a; € LP/®*=1)(Q), ay € L' y b > 0.
(H2) Sip=N,
Ve f] < ar(x) + b(|ul™ +[£]P~1))
| ful < az(z) + b(|ul™ +[£]™)),
siendo a; € LP/*=1(Q), ay € L*, s > 1, q1,r1 > 1, 1 <ro <py b>0.
(H3) Sil<p<N,
[Vefl < ai(@) +b(lul™ + [€[P~1))
[ful < az(z) + b(|ul™ +[£]™)),
Np N(p—1)

siendo a1 € Lp/(pfl)(ﬂ), as € L°, s = N—_p—N—I—p, 1<q < N SN,

1§r2<(p—1)+%yb>0.



Teorema 2.3.4. En cualquiera de las hipétesis (Hi), 1 = 1,2,3 se verifica que si

J(u):/f(x,u,Vu)dJ;,

Q

(J'(u),d) = /((ng(x,u, Vu), V) + fu(z,u, Vu)d) dz
Q

para toda ¢ € Wol’p(Q). Ademds si uy verifica que
J(ur) = min{J (u)|u € ug + Wy P(Q)}
entonces J'(uy) € W17 (Q) y

(J'(ur), ¢) = 0, para toda ¢ € W, ()
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DEMOSTRACION. Es sencillamente una laboriosa aplicacién de la desigualdad de Holder y Sobolev, por

lo que dejamos al cuidado del lector todos los detalles.
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Capitulo 3

Regularidad: estimaciones L y
continuidad Holder

La teoria de regularidad de minimos de funcionales, o de soluciones de energia finita de ecuaciones
elipticas en forma divergencia, es uno de los capitulos més brillantes del desarrollo de las Matemaéticas del
Siglo XX. El trabajo pionero de De Giorgi en 1957, [12], fue casi simultaneo al de Nash en 1958, [34], mucho
mas dificil de leer por lo que ha tenido menos relieve. Un poco mas tarde aparecen los articulos de Moser
[32] ¥ [33] con demostraciones diferentes a las de De Giorgi. Hablando de manera simplificada, De Giorgi
mide conjuntos de nivel, en tanto que Moser utiliza convenientes funciones test no lineales. Extensiones
importantes son debidas a Stampacchia (véase la lista de articulos en [41]), Ladyzhenskaya-Ural’tseva,
[27], y Serrin, [40].

Para describir la teoria de regularidad en este contexto variacional, podemos decir que se parte de
una solucién en el sentido de los espacios de Sobolev, a partir de ella se estudia:

= Hipotesis generales sobre la ecuacion y los datos bajo las cuales tal solucién sea localmente acotada.
= Hipoétesis generales para que una soluciéon acotada sea Holder continua.

= Hipdtesis para saber cuando ademads una solucion es Lipschitz o, al menos, si es derivable en algin
sentido débil mejor que el que da la propia estimacion de energia.

= Estudio de la diferenciabilidad clasica y propiedades de las derivadas.

Obviamente a medida que se avanza en el programa anterior las condiciones en la ecuacién y en los datos
son cada vez mads restrictivas.

Vamos a seguir el resultado de Giaquinta y Giusti en [22] que es valido para minimos locales
de funcionales y, por tanto, como veremos, para soluciones débiles de ecuaciones elipticas en forma de
divergencia. Observamos que los resultados son vélidos para ecuaciones no lineales en forma de divergencia
con algunas condiciones naturales de crecimiento. La extensién de los resultados de De Giorgi-Nash-Moser
debidos a Giaquinta y Giusti no son extensiones gratuitas, estan dirigidos a unificar la teoria de regularidad

49
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para una amplisima clase de problemas, incluyendo también, por ejemplo, los problemas de obstaculo
estudiados por De Giorgi y Stampacchia.

Vamos a centrarnos en la estimacién L™ y en la hélderianidad de soluciones débiles.! La diferen-
ciabilidad y otros resultados pueden verse en los libros [23] y [27].

Definicién 3.0.5. Sea el funcional

I(u):/f(x,u,Vu)dx
Q

definido sobre WP(Q). Siu € W-P(Q) definimos para K CC Q

loc
I(U,K)E/ f(z,u, Vu)dx.
K

Dado u € Wlif(Q) diremos que es un minimo local de I si para toda ¢ € WP(Q) con K = sop ¢ CC 12,
se tiene

1w, K) < I(u+ ¢, K) (3.1)
Diremos que u es un Q-minimo, @ > 1, para I si (3.1) es sustituido por
Iu, K) < QI(u+ ¢, K) (3.2)

De acuerdo con la anterior definicion un minimo local es un 1-minimo. Los resultados que se van a
obtener son validos para (Q-minimos, pero, por simplicidad de escritura haremos las pruebas para minimos
locales. Véase [24] para mds detalles sobre estos extremos.

En las secciones siguientes se usaran los siguientes resultados de caracter numérico.

Lema 3.0.6. Sea Z : [p, R] — [0, M] una funcidn. Supongamos que si p <t < s < R se verifica
Z(t) <0Z(s)+[A(s —t) "+ B(s —t) P + (]

con A,B,C >0,a>0(>0y0<80<1. Entonces,
Z(p) < e(, O)[A(R—p) "+ B(R—p) "+ C

DEMOSTRACION. Sea {t;} la sucesién definida por tg = p, tp11 —tp = (1 — N)A¥(R—p) donde A € (0,1)
sera elegido de manera conveniente. Por induccién sobre k£ se concluye que

A . B
) (R=p)*  (1=A)(R—p)’

k—1
Z(p) < 0°2(te) + (Q_ A7 +C]

Si tomamos A™“f < 1 y pasamos al limite obtenemos

A, B
(R—p)=  (R—p)’

con c(a,0) = (1 —=X)"%(1 —0A=2)"1, ya que a > 3. m

Z(p) < c(a, 0)] +0]

1En el seminario veremos algiin resultado de estimaciones LP para el gradiente.
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Lema 3.0.7. Sea o > 0 y sea {x1} una sucesién verificando

Thy1 < C'ka§€1+a), con C >0, B> 1.

. 1 1
Entonces, si xg < C~a B~ a2, resulta

A
zr < B axg
y en particular lim zp = 0.
k—o0
DEMOSTRACION. Por induccién. Para k = 0 es obvio que se verifica la igualdad. Si suponemos cierto el

resultado para k, se tiene

k 1 k41 k41
Tpp1 < CB*2 ™ < CB¥(B~ax0)™ = (CB=)ayB™ « g < B~ « x

por la hipétesis en . ]

Lema 3.0.8. Sea ¢ : [0,00) — [0,00) funcidn creciente y supongamos que existe 6, 0 < 6 < 1 tal que
para todo R > Ry
(OR) < 0°4(R) + BR’, con0< 3 < 4. (3.3)

Entonces existe C = C(0,6,8) tal que para todo p < R > Ry se verifica,
st <c{(8) om + 5.
DEMOSTRACION. De (3.3) y por induccién se obtiene
H(6FF1R) < 5(k+1) (R) + BRPAYrS Z?:o 9i6-8) <
0>+ p(R) 4 C1 (6, 3,5) BRPFP

Tomando ahora k € IN tal que **1 < % < 0% se concluye el resultado. [

3.1. Estimaciones L*° para minimos locales de funcionales

Vamos a ocuparnos como en secciones anteriores de minimos de funcionales de la forma

I(u)z/f(x,u,Vu)dm
Q

sobre un dominio Q c RY.

Nota 3.1.1. Obsérvese que si u € Wol’p(Q) es un mintmo local y p > N, por el teorema de Morrey
se tiene que u es localmente acotada (de hecho holderiana). Nos limitaremos entonces al caso no trivial
1<p<N.
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Empezamos por establecer las hipotesis para f que se requieren para obtener las estimaciones L,

(F1) f:Qx R x RY — IR es una funcién de Caratheodory, es decir, medible en z para (u,¢) fijos y
continua en (u,§) para casi todo x € €.

(F2) Existe una constantes A > 1 tal que
1§17 = (@) |ul]” — a(z) < fx,u,8) < AEP + b(x)|u]” + a(z)

donde a(z),b(z) >0y

*

b

*

P =

N
1. Sil<p<N,1§7<Np

N
=p*,acLl’(Q)cons>—ybe L cono>
p p
2. Sip= N,y > 1 arbitrario y a,b € L*(Q2) con s > 1.

Todos los resultados de esta seccién son validos para Q-minimos, pero por simplicidad de escritura
trabajaremos siempre sobre minimos locales.

Varias observaciones seran ttiles.

En primer lugar, si u es un mimimo local de I en el sentido de la definicién 3.0.5 y f satisface (F'1)
y (F'2) se tiene,

f(z,u, Vu)dx < flx,u+ &, Vu+ Vo)dr,
sopp sopp

para las funciones test correspondientes, de donde,
Soows VP = [0y D@l = [, al)dz <
AISOW |V (u+ ¢)|P + fsopd) b(x)|lu+ o + fsop(¢) a(x)dz.
Precisamos la notaciéon que usaremos para designar los conjuntos de nivel de las funciones.
(A) Qg designara un cubo de lado R con lados paralelos a los ejes fijados.
(B) Ay ={z € Qlu(z) > k},y A(k,R) = A NQr
(C) B ={z € Qlu(z) < k}, y B(k,R) = Bx N Qr, asi se verifica

|A(k, R)| = |Qr| — |B(k, R)|.

Consideraremos solo el caso 1 < p < N. El caso p = N es mucho més sencillo. (Véase [24]). En este
sentido definimos,

e
N

en ambos casos € > 0.
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Lema 3.1.2. Sea f verificando (F1),(F2) y sea u € WyP(Q) un minimo local del funcional

I(u):/f(x,u,Vu)dz. (3.5)
Q

Entonces existe Ry = Ro(||bl|s, [|ullp+) > 0 tal que, para todo xzo € Q, para todo par p,R, con 0 < p <
R < min(Ro, d(zg,00)), y para todo k > 0 se tiene,

fA(k’p) |VulPdr <
¢

s a0 = B e (lall,+ RPRN) Ak R e

(3.6)

(Aqui se supone que Q, C Qr son cubos concéntricos centrados en xg).

DEMOSTRACION. Sea 1 € C§° (Qr) una funcién corte, es decir, tal que 0 < n(z) <1, n(z) =1len Q, y

|Vn| < . Sea w(z) = (u— k)T = max{(u — k), 0}, y tomamos como funcién test en la definicién

_2
(R=p)
de minimo local a —n(z)w(z) € WHP(QRr), es decir, si consideramos v(z) = u(x) — n(z)w(z), tenemos,
I(u, A(k,R)) < I(v, A(k, R)),

o bien, usando las hipétesis (F'1), (F2),

/ VulPds < / IVo[Pda +/ Gl + o) + a)da. (3.7)
A(k,R) A R)

) s

Observemos que si z € A(k, R) entonces, w = u — k, es decir, podemos escribir
u=w+k=u(l—n)+n(w+k), obien, v=(1—n)u+ kn.
Un célculo elemental implica que,

Vo= (1-n)Vu-—(u—Ek)Vn,

y por tanto,
[VolP < co(p) (1= n)?[Vul? + ((u — k)P|Vn|)?) <
u— k)P
< c(p <1— PIVulP + —+%=
) (= Ival 4 (5=
y también,

ul” 4 [o|" < e(y) ((w)” + [ul"(L=n)" +77k7).

Sumando a ambos miembros de (3.7)

/ blu|"dx
A(k,R)
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y sustituyendo las estimaciones anteriores, se tiene
fA(k,R)(|vu|p + blul?)dx <
c
cfA(k,R)(l —n)P(|Vul? + blu|")dz + T fA(k,R) wPdat (58)
¢ f .y (b(7w)Y + bk + a)da.

Aplicando la desigualdad de Hélder y de Sobolev tenemos que

fA(k,R) b(nw)dx < (IA(k,R) b(nw)p*dac)p/p* (fQR[b(nw)(v—p)]N/pdx)p/N <
c (fA(k,R) IVnwl”dw) (IQR [b(nw)(”’p)]N/pdx)p/N < (3.9)

wP

_ p/N
e (e 1907+ Ly G5 ) (Jalbm) )

Llamando

v = ( [ R[b(nwﬂwnN/pdx)p/N

*

p

—————— y su conjugado, resulta,
(v —p)(N/p)

y por la desigualdad de Hélder para r =

p/N
I(R) < (fQR |b|N/p|u|(N/p)(w—p>dx) <
. (v=p)/p"
(IQR lul? dx) (fQR b

1-(v/p")
(/ |bP*/(p*—’Y)dx) < IQR|E</ |b‘adl‘)1/g,
Qr Qr

T(R) < [[ul|X|bl]4|Qrl%,

por lo que teniendo en cuenta que n =1 en (), y tomando R < Ry suficiente pequeno, (3.8) se convierte
en particular en

p*/(P*_‘Y)dx) 1—(v/p")

y como

obtenemos

Sy IVUl? +blu|7)dz <
c
cfA(k7R)_A(k7p)(|Vu|p + b|u|7)dx + m fA(k,R) wPdz+ (310)
¢ Jagnr) (K" + a)dz.
Sumando en los dos miembros de (3.10) cfA(k p)(\Vu|p + blu|7)dz resulta,
Sy IVl + blul")dz <
c c
(c+—1) Sagwmy IVl + bu]")dz + B San.py wPda+ (3.11)
cfA(hR)(ka + a)dm) :
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Aplicando el Lema 3.0.6 a (3.11) obtenemos,

Sty (9 - Blul ) < -
Cm fA(k,R) wPdx+ CfA(k,R)(bk’y 4 a)dm. .

Observamos que

o kAR, R)| < [, [ulP” da
_1 1 v .
= k7 fA(k,R) bdx < k7||b||a‘A(kvR)|1 oy como 1 — p = I? + € se tiene,

kY(b]] | A(k, R)[' == = [|b]] (k*"

A(k,R)|)7 7 =
Bl (k2" |ACK, B)I) = R7IA(K, B =

1Bl (kP | Ak, R)|) 7" kP| Ak, R)['~ % +< <

[6llo [l 27 |QR I RN k| Ak, R)[1~ % +< <
R™NEP|A(k, R)|\ -~ te

ya que tomando R suficientemente pequenio podemos conseguir que sea
1Bl [ul[3- 7 |QrI" < 1.

= Por ultimo
/ ade < lalls|A(k, R)' 7 < [lalls|A(k, R)['~ %+,
A(k,R)

1 p
1-—=1——+4e¢.
ya que N €

Sustituyendo en (3.12) concluimos en particular que,

fA(k,p) |VulPdr <
¢

(R—p)» Sate.ry (@ = F)Pdz + c(|[al|s + R=NEP)[A(K, R)|'~ ~ ¥

Nota 3.1.3. La desigualdad (3.6) es un caso particular de la desigualdad de Cacciopoli. De Giorgi
observd que esta desigualdad esa la clave para probar la acotacion de las soluciones de ecuaciones elipticas

en forma de divergencia. La estimacion anterior se combina con la desigualdad de Sobolev, de forma que
se pueden estimar los distintos conjuntos de nivel.

Teniendo en cuenta la Nota precedente establecemos la definicion siguiente.

Definicién 3.1.4. Definimos la clase de De Giorgi con constantes (H, x, e, Ry, ko) por

DG;)Ir ={uc Wli’f|u satisfaciendo (5.13)}
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donde (3.13)significa que:
Para todo par de cubos concéntricos Q, C Qr con R < Ry y para todo k > kg > 0 se verifica
fA(k,p) |VulPde <

" (3.13)

R Satery (@ = F)Pde + H (X + kPR™N) |A(k, R)|' -~ ¥
Definimos igualmente

DG, ={ueW,?|—ue DG}}
Llamaremos DG, = DG, N DG}

N
Es obvio que si se toma v = u+ YR? con 3= —¢, v € Wli’f y ademas esta en la clase de De Giorgi
p

con otras constantes. Mas precisamente, obtenemos,

fA(h’p) |Vu|Pdy <

H _ _r
T pp Jacm (v = WY dy + HRPR™ME|A(h, R) <.
Adema&s con una homotecia podemos reducirnos al caso R = 1. En efecto, si s < r < R, partiendo de
(3.14) para tales valores, hacemos y = Rz y consideramos

(3.14)

w(z) =v(y), (asi Dyv = %Dzw), r= R1, s = Ro,

resultan
|A(h, )|}~ & +e = RN=P+Ne| A, 1)\ R +e

/ |[VolPdy = RN*”/ |[Vw|Pdx.
A(h,s) A(h,o)

Tras verificar el cambio por esta homotecia (3.14) se transforma en,
fA(h,a) |[VwPdz <

H

(r—o)P fA(h,T) (w — h)Pdx + HhP7=Ne|A(h, 7)1~ % Te.

. 1
y suponiendo 7 > 3 en,

fA(h’U) |[Vw|Pdx <

= (3.15)

oy a0 = W+ HRP|AG, P

Con estas observaciones podemos probar el resultado de De Giorgi.
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Teorema 3.1.5. Sea u € DG;;, entonces u es localmente superiormente acotada. Ademds si xo € Q y
R < min{Ry, d(z,00)}, se verifica

1
1 B p
sup u < ¢ (— ui) + Ko + xR TN TE (3.16)
Qry2 |QR| Qr

DEMOSTRACION. Sea pB3 = Ne. Haciendo las transformaciones previas, es decir, pasando a escala R = 1
y suponiendo h > hy = kg + xR”, podemos suponer que w(z) = u(Rx) + xR verifica

fA(hJ) |[Vw|Pdx <

o (3.17)

<o<rT1 < seanECﬁO(QaTﬁ)talquen(x)zlenQUy|V77| <

Janry(w = h)Pdx + HRP|A(h,7)[' =5 <.

4
( y Consideremos
T—0

¥ =n(w — k)4 para k > h. Entonces
fA(k 0)(w — k)l de < [yPde <

P

Ak, 7)|"7 5" < ([ |V|Pda)|Alk, )| <

(3.18)
c (wi3 ) |Vw\1’dx+ fA (=) (W — k‘)%lm) |A(k, )| %
Usando ahora la hipétesis (3.17), se obtiene

fA(k,o) (w— k)l de < [yPde <

1 P
c <fQ - \Vwl|Pdz + o S ey (w = k)pdx> Ak, )| % <

(3.19)

1 p
¢ (ﬁ Jagery (@ = k)Pdz + HEP| Ak, 7)['~ % Fe

0—21-7' ))p

1

— k)P *
fA(H,("T*"))(w k) da:) |A(k, )|~
es decir, concluimos que se verifica la desigualdad

fA(k,a)(w — k)i de <
(3.20)
Alk

c (L i 10— B + 4191408 7))

(r—o)p

Observamos que si k > h,
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. fA(hJ)(w — h)Pdx > (k — h)P|A(k, )|
' fA(k’T)(w —k)Pdz < fA(k,T)(w — h)Pdx fA(h,T)(w — h)Pdz,

de forma que sustituyendo en (3.20), teniendo en cuenta que € < % y que |A(k,7)| < |Q1], obtenemos,

fA(kJ)(w — k)Pdx <

g 1te 1 1 P (3.21)
(fA(hv”)(w —h) x) (k — h)pe |:(T —o)P + (k—h)r|"
Sea d un numero positivo que fijaremos mas adelante. Consideramos las sucesiones
k; = 2d(1 L _ 1 1 L ,=0,1,2 22
i = (_W)’yal_i( +§),Z—O,,... (3 )
. ; . 1 .
es decir, kg =d, og =1, llm k; =2d y lim o; = 3 Definimos
‘I)i = dip/ (w - kz)pdl‘ 1= O7 1, 2... (323)
A(ki,o'i)
Por (3.21) tenemos
(I)H‘l =d" fA(ki+1,0’i+1)(w - kH'l)pdx <
I+e 1 1 K?
d—P — k)Pd ) dre o+l < 3.24
( Jaion (w0 = k)P da (Kit1 — ki)pe |:(0'i —0iy1)? i (ki1 — k)P | — (324

623+s¢}+62pi(1+s) = CBi(I)lH_E

(C = 2%t B = 2r(1+e)),
Si elegimos

d=ho+C (/ wf;dx)p

se tiene d > hg, con lo que las iteraciones anteriores son validas, y si tomamos d grande de forma que
Py < - 1/e) g=(1/e?)
estamos en las hipétesis del Lema 3.0.7, por consiguiente,

11— 00

es decir,
1
A(2d, )] =0,
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por tanto,
1
P
supw < 2d = 20, (/ wf_daz) + 2hy.
Ql 1
2
La estimacion final se obtiene deshaciendo el cambio de variables. n

La siguientes consecuencias no son dificiles de obtener.
Corolario 3.1.6. En las hipdtesis del Teorema 3.1.5, si 0 <t < 1 se tiene

1
1 i p
supu<cd | ——— ub |+ ko +xRUTNTE (3.25)
Qin <(1 =N Qr| Ju—ton +>

Corolario 3.1.7. En las hipdtesis del Teorema 3.1.5, si 0 < q se tiene que existe una constante c(q) tal

que
1
1 q
sgpugc{(i(R_p)N/Q ui) +ﬁo+xR1%+s} (3.26)
P R

para todo 0 < p < R < min{Ry, d(zo,00N)}.

Es obvio que un resultado anélogo se obtiene para DG, cambiando acotacién superior por acotacién
inferior. Es decir, para DG, se obtiene estimacién L>°. Como pone de manifiesto el Lema 3.1.2 los minimos
locales del funcional (3.5) estdn en una clase de De Giorgi para constantes que dependen de los datos.
En consecuencia, el Lema 3.1.2, el Teorema 3.1.5 y el Corolario 3.1.7 nos permiten formular el resultado
fundamental de esta seccion.

Teorema 3.1.8. Sea u € WP un minimo local del funcional (3.5) verificando las hipdtesis estructurales
(F1) y (F2). Entonces u € L$.(Q). Ademds, para ¢ > 0 eziste una constante ¢ = c(q, ||b||, ||u|\W3,p(Q)

loc

tal que si 0 < p < R < min{ Ry, d(zo, )},

sup ju| < ¢ (%/ uzr)q n Ha||§/pR1_%+E
Qp (R=p)N Jon

3.2. Continuidad Holder para minimos locales de funcionales

En esta seccién demostramos la holderianidad de los minimos locales de funcionales, los mismos
para los cuales se ha demostrado la acotacién anterior. Con la acotacién de u como hipdtesis podemos
sustituir la condicién (F'2) por la siguiente.

(F2') Sea M > sup |u|. Existen A(M) > 1y a(x, M), a(e, M) € L*, s > N/p, crecientes en M, tales que

§P — a(x, M) < f(x,u,§) < AM)[E] + a(z, M)
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Dado un cubo Qg usaremos la siguiente notacién

M(R) =supu, m(R) =inf, y w(u,R) = M(R) —m(r).
Qr Qr
Esta notacion se refiere siempre a cubos centrados en un mismo punto.
El objetivo de esta seccién es, entonces, establecer que la oscilacién w(u, R) es de tipo potencia, es
decir que u tiene un médulo de continuidad de la forma w(u, R) ~ R®, 0 < 3 < 1.
Fijemos M = 2sup |ul. Si se repiten los argumentos de la demostracién del Lema 3.6 con la hipétesis
(F'2') se obtienen las siguientes desigualdades de tipo Cacciopoli,

fA(k,p) |VulPde <

H . (3.27)
(R—p) Jage,my(w = k)Pdz + HxP|A(k, R)[' N <
y
fB(k’p) |Vul|Pde <
H . (3.28)
&' )7 Js0em (k= WP de + HXP|B(k, R)ITAE.

Ademés las constantes son uniformes en k si k + sup |u| < M.

La idea es que la independencia de (F2') de u hace que en las desigualdades anteriores no aparezca el
término en h. Con las desigualdades anteriores podemos formular el primer resultado previo a establecer
la holderianidad.

Lema 3.2.1. Sea u € L™ wverificando (3.27) para todo k € IR. Entonces si ko + sup |u| < M se verifica

1/p o/
1 | A(ko, R)|\ ™" 5
supu<c| == / (u — ko)Pdz (— + ko + xR (3.29)
QRry2 (RN A(ko,R) RN

donde pB=Ne ya?+a=¢, a>0.

DEMOSTRACION. Por simplicidad de escritura tomamos ky = 0. Por (3.27), repitiendo la prueba del
Teorema 3.1.5, se obtiene la estimacién siguiente

Alk.r)|P/N
/ (u — k)Pdx < c% / (u — k)Pdx + exP|A(k,r)|* e, (3.30)
A(k,p) (r=p)"  Jagn
para todo 0 < p < r < R. Si h < k para todo p < r tenemos
1
Akl < Gy [ (we b, (3.31)
(h=K)P Janr

Llamando U (k,t) = fA(k " (u — k)Pdx, de las desigualdades(3.30), (3.31) implican
Uk, p) < c(r = p)PU (h, )| A(h, 1) [P/N + ex?(h = k) PU (k, r)| Ak, 1) <

. 5 (3.32)
|+ ] v

r—p k—
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Elevando (3.31) a o y multiplicando miembro a miembro por (3.32) se tiene

T XTﬂ r—Ne

Utk pIAG DI < e | (P + G P |

U (h,r)|A(h,7)|® (3.33)

Como a > 0y a? + o = ¢, poniendo
o(k,t) = U(k, )| A(k, )|,

p<r<Ryh<k, setiene

y¢3 —Ne
ohn) |+ G0 | e

¢ (h, ).

Ne
Tomamos d = YR + CR_7P¢(1)/ P con C una constante a elegir. Tomamos las sucesiones,

1 1

,=0,1,2...
91 ) )77/ ) L

Llamando ¢; = ¢(k;,7;) la desigualdad anterior implica,
pip1 < cdPagpita)ip=Negltae i — 192,

Eligiendo C suficientemente grande ¢q verifica la hipdtesis del Lema 3.0.7 por lo que,

R
lim ¢ = 0, es decir, ¢(d, 5) =0.

1— 00

1/p o/
1 [A0, R)[\ ™" 3
sup u < ¢ —/ uPdz <4 + xR
Qrye <RN A(0.R) RY

El teorema resulta sustituyendo u por u — k. ]

Por tanto, tenemos

Ahora necesitamos estimar u cerca del maximo en un cubo para ello necesitamos el siguiente Lema.

Lema 3.2.2. Sea u € L*> wverificando (3.27) con p > 1 y para todo k € IR. Sea 2ky = M(2R) + m(2R).
Supongamos que para algin v, 0 <y < 1, se verifica

|A(ko, R)| <7|Qrl-

Entonces, si existe n € IN tal que
w(u,2R) > 2"\ RE,

para k, = M(2R) — 2=+t (u, 2R) se verifica,

|A(kn, R)| < en” 7%1 [ Q.
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DEMOSTRACION. Para kg < h < k definimos la funcién truncamiento

k—h, sis>k,
G(s) = u—h, sih<s<k,
0 siu<h

Asi G(u) = 0 en Qr — A(ko, R) y por hipétesis |Qr — A(ko, R)| > (1 — 7)|Qr|. Por la desigualdad de
Sobolev se tiene,

< c/ VG (w)|dz = c/ IVl dz
R A(h,R)—A(k,R)
Llamando A(h, k) = A(h, R) — A(k, R), se tiene

¥da) T < AR (Va)?

(k= WAk, )% < (G(u)
Por otra parte por (3.27) se tiene tomando R y 2R como lados de los cubos,

fA(h7R) [VulPdr <

C jd
Rp Jagnary(w—h)Pdz + exP|A(k, 2R)["- v e <

cRN=P(M(2R) — h)P + cx? RN-P+Ne,

Perosi h < k,, se tiene M (2R)—h > M(2R)—k, > xRP, entonces de la desigualdad anterior y recordando
que p@ = Ne se concluye que,

fA(h,R) [VulPdr <
cRN"P(M(2R) — h)P + cxPRN—PtNe < ORN=P(M(2R) — h)P.

Por tanto,
P

5 (M(2R) — h). (3.34)

(k— B)A(k, R)I'"% < C|A(h, k)| * R
Tomamos los niveles

k; = M(2R) — u,2R),

gt
entonces (3.34) aplicado a h = k;_1, k = k; implica que

1 N—p w(u,2R)

< C|A(ki—17ki)|17;R 9i+1

. w(u,2R)
A i 1_WW(U,,
| (kl7R)| 2

y asi,
Ak, R)|FG < |A(ks, B) 670 < c|A(kioy, k)| R3F
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Sumando en ¢ hasta i = n se tiene
p(N=1) Nop N-p p(N=1)
nA(kn, R)[ N0 < cRv1 Y [A(kio1, ki)| < eR»1 |A(ko, R)| < cR =D

i=1
de donde,
_Np-1)
|A(kn, R)| < Cn” 70 |QRg|
n
Podemos demostrar el Teorema fundamental de esta seccién que es una extensién del clasico de De
Giorgi.
Teorema 3.2.3. Sea u € L wverificando (3.27) y (3.28) con p > 1 para todo k € IR. Entonces u €

C%%(Q), es decir, es localmente hélderiana en €.

, 1
DEMOSTRACION. Sea como antes kg = M (2R) +m(2R). Se puede suponer que |A(kg, R)| < §|QR\ pues
1
en caso contrario serfa |B(ko, R)| < §|QR| y bastaria argumentar sobre —u.

1
Tomamos k, = M(2R) — Ww(u, 2R), de forma que se tiene, k, > kq. Usando (3.29) para k, en

vez de kg, se tiene,

1 YAk, B 7
SUPQ,, , (u—ky,) <c (R—N fA(ka)(u - k;n)de> <R+) +yRP <
(3.35)
a+1
Alkn, R)|\ 7
csupQR(u L (|(R—N)> + xRP
_N(-1) 1 .
Tomamos n de manera que cn~ PIN-1) < ok Por el Lema 3.2.2, si
w(u,2R) > 2"\ RP,
entonces
N(p-1)
|A(kn, R)| < ecn?®™=D|QR|.
Por tanto de (3.35) se obtiene
R 1 3
(M(E) - kn) < §(M(2R) - kn) + CXR ’
. . R
y restando de ambos miembros m(E) se concluye que
R 8
w(u, 5) <w(u,2R)(1 — m) + cxR”. (3.36)
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Es decir, o bien
w(u,2R) < 2"\ RP,

o bien
w(u,2R) > 2"\ RP,

y entonces se satisface (3.36). En todo caso tenemos,

R 1 .

1
Aplicamos el Lema 3.0.8 con 6 = 17 0 = logy(1 ) (podemos suponer siempre 3 < d pues por

- 2n+2
tratase de un resultados local podemos limitarnos a considerar R < 1). Entonces

wu,p) <C ((%)Bw(w R) + Xpﬁ) , para todo p < R < min{ Ry, d(xq,00)}

La localidad de la propiedad demostrada viene del hecho que 8 no depende del centro de los cubos,
pero, sin embargo, si calculamos la norma de u en C%#(¥) para ¥ subconjunto compacto de 2, no tenemos
control de ella cuando ¥ se aproxima a §). Para tener estimaciones globales se deben requerir hipotesis
extra.



Capitulo 4

Funcionales coercivos relacionados
con una desigualdad de Hardy

4.1. Introduccion

En este Capitulo analizamos un problema relacionado con un funcional asociado a una funcién
convexa en el gradiente, pero que queda fuera de las aplicaciones del teorema de De Giorgi para establecer
la semicontinuidad inferior débil estudiado en el Capitulo 2. Mas precisamente comenzaremos con la
ecuacién de Euler asociada a dicho funcional,

A
Lauw=—Apju — ——|ulP~2u.
A D |{I?|p | |
y, en general, estudiaremos ecuaciones de la forma Lyu = F(z,u) bajo hipétesis de regularidad y crec-
imiento para F'. Podemos mirar este tipo de problemas como un caso limite de un problema de autovalores,

N
es decir, el caso en que el potencial pertenece a L” si y solo si r < —, que es el caso que satisface _W
x
y es el complementario al estudiado cldsicamente. ( Véase [27].)
Aplicaciones y el estudio del caso parabdlico pueden verse en [21].
De una forma vaga podemos decir que todos los problemas aparecen por la falta de compacidad en

la desigualdad de Hardy que estudiamos en la seccién siguiente.

4.2. Desigualdad de Hardy

El principal objetivo de esta seccion es discutir el siguiente resultado clasico, esencialmente debido
a Hardy. ( Véase [26]).
Para conveniencia del lector incluimos la demostracién.

Lema 4.2.1. Sea 1 < p < N, entonces si u € Wl’p(RN).

65
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u
1. — e LP(IRY).
Ed

2. (Hardy Inequality)

/: Ipdm<CN’p/|Vu|pdm

RN RN

with Cy, = (Np_p)p.

3. La constante Cn ) es optima.
DEMOSTRACION.

PAso 1. Un argumento de densidad permite considerar solamente funciones u € C§° (IRN ). En esta
hipotesis tenemos la siguiente identidad

P_ _ Ooiu z)|Pd) = — oouff’*1 x){z, Vu(Az
)l == [ SOoPdr = —p [ w7 ) e TuOw)ar,

Por la desigualdad de Holder, se sigue que

o, e 70 0 )
i (y)""" duly) P u(y)? ! duly)
) - <
pfl AN fB |y|p ! 87“ dy N _prN -t or dy <
N f |u y)P—1/p f | )|pd )e,
p

Por tanto,

[ st [ s

RN RN

PAso 2. OPTIMALIDAD DE LA CONSTANTE . Siguiendo las ideas de Hardy para el caso unidimen-
sional probamos que la mejor constante es Cy , = (Npr)p .

Dado € > 0, consideramos la funcién radial

Anpe st re|0,1],
U(r) = T e 4.1
") { AN,p,erppN s> 1, (1)

donde Ay, =p/(N —p+ pe), y cuya derivada es

0, si rel0,1]
U’ - D 4.2
(r) { —r % si or>1. (4.2)
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Calculando se obtiene

p p p
/ v (x)da:z/ v (x)dx—I—/ U (x)dxz
o~ |z [P B |zl? BmN-p |TP

1 o)
= AN p N (/ PN Ry +/ r‘“*”E)dT) =
0 1

1
:A;;)V,p,ewN/(; PN AR / VU (x)Pdz,
RN

donde wy es la medida de la esfera (N — 1)-dimensional. Haciendo tender € — 0 se obtiene la conclusién.
L]

Corolario 4.2.2. El mismo resultado se cumple en W'P(B), donde B es la bola unidad en R" .

DEMOSTRACION. La demostracién del primer paso es la misma. La optimalidad de la constante se obtiene
por un argumento de aproximacién.

En primer lugar, nétese que por la invariancia por dilataciones la constante es independiente del
radio de la bola. En segundo lugar, sea Bp la bola de radio R con R suficientemente grande. Tomemos
como funcién test v(z) = ¥ (z)U(x) donde U es uno de los optimizantes dados explicitamente explicitly
antes y 1 € C5°(Bg) es una funcién corte que es identicamente 1 en Br_1 y tal que |V¢| < m. Es fcil
ver que si R > 1 la influencia de 9 en los célculos del Paso 2 es despreciable. [

Nota 4.2.3. En alguna literatura se refiere la desigualdad de Hardy para p = 2 como principio de
incertidumbre, véase [18].

Podemos interpretar la desigualdad de Hardy diciendo que la inclusion de lep(lRN) en LP con
respecto al peso |x| 7P, es continua. Trabajando con los minimizantes usados en la prueba del teorema, no
es dificil probar que, sin embargo, la inclusion no es compacta. Este hecho ocasionard muchas dificultades.

De ahora en adelante denotaremos Ay, = C’;,’lp.
El resultado siguiente compara la mejor constante de la desigualdad de Hardy con problemas de
autovalores aproximados.

Teorema 4.2.4. Sea A\i(n) el primer autovalor del problema

{ —Apr = AW, (@)1 [P, w € @ C RY,

P1(x) =0, € 9. (4.3)

donde W, (x) = min{|z| "7, n}.

Entonces \1(n) > Anp, y ademds nlin;o A(n) =Anyp.
DEMOSTRACION. La primera desigualdad es consecuencia inmediata de la definicién del primer autovalor
por el cociente de Rayleigh.

También es facil ver que {A\1(n)} es una sucesién no creciente; entonces hemos de probar que el
limite no puede ser mayor que Ay . Por contradiccién, suponemos que nlirr;o Ai(n) =Anp +p.
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Entonces, podemos elegir ¢ € Wol’p(Q) tal que

JIVo|Pdx

Q

Jolefvdn <ot

Q

JIVo|Pdx
Pero entonces Aj(n) < W, que es una contradicciéon porque la tltima expresiéon ha de ser
nlZ)axr
Q

menor que Ay, + p para n grande. ]

4.3. El Principio Variacional de Ekeland

En esta seccién estudiamos un principio general debido a Ekeland y del cual se obtienen multiples
resultados variacionales.

La idea del e-principio variacional de Ekeland es la siguiente: Supongamos f una funcién real,
semicontinua inferiormente, definida en el espacio métrico (M, d) y tal que f(x) > 8 para todo = € M.
El principio consiste en la construccién de sucesiones minimizantes con algin control, mas precisamente,
dado € > 0 construir sucesiones verificando

Jf {f(@)} +e> flae),

fly) > f(xe) —ed(ze,y).

El significado geométrico del principio de Ekeland puede entenderse diciendo que para todo € > 0 podemos
encontrar x. en el cual el valor del funcional esté cerca del infimo en menos de ¢ y el grafo de f estd encima
del cono de abertura €. Véase el articulo original [16]; aqui seguimos la demostracién en [30].

Teorema 4.3.1. Sea M espacio métrico completo y sea
¢ M — (—00, 0]
una funcion propia tal que,
i) oly) = B,
i1) ¢ inferiormente semicontinua.

Dado e >0 yue M tal que
d(u) < infp+¢,

entonces existe v € M tal que:

1. ¢(u) = ¢(v),
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2. d(u,v) <1,
3. Siv#we M entonces p(w) > ¢p(v) — ed(v,w).
DEMOSTRACION. Fijo € > 0, definimos la siguiente relacién de orden sobre M, decimos que
w<wv, siysolosi ¢(w)+edw,v) < d(v).
Consideremos ug = u y por recurrencia definimos la sucesién {u,}, como sigue: para n € IN tomamos
Sy ={weM:w<u,},

eligiendo u,41 € 5, tal que
1

P(upy1) < félnf{qs} + Tl—-i-l7

obtenemos que up4+1 < Up ¥ Spt1 C Sp. La semicontinuidad inferior de ¢ implica que S, es un cerrado.
Ahora, si w € Sp41, tenemos w < up+1 < Uy, y entonces,

1

1
e, un41) < Blugn) = G(w) < O} + —— — {6} = — .

Es decir, llamando didmetro(Sy+1) = nt1, (dnt1) < , por tanto, lfm,, ., d,+1 = 0. Como M

e(n+1)
es completo, N2, S,, = {v} para algin v € M. Pero, en particular, v € Sy, luego v < ug = u, es decir,

¢(v) < ¢(u) + ed(u,v) < ¢(u) y

< = MinH{o} += — nf{o}) = 1.

entonces, d(u,v) < 1.
Para obtener 3), supongamos que w < v. Entonces para todo n € IN, w < u,, es decir,

wE NS5y
y asi w = v.
Por tanto concluimos que si w # v entonces ¢(w) > ¢(v) — ed(v, w). m

Los resultados que exponemos a continuacién son algunas de las aplicaciones del principio variacional
de Ekeland para hallar puntos criticos de funcionales.

Corolario 4.3.2. Sea X un espacio de Banach y ¢ : X — IR una funcion diferenciable e inferiormente
acotada en X. Entonces para todo € > 0 y para todo u € X tal que

< inf
p(u) <infe+e

existe v € X verificando
p(v) < p(u),
lu—vllx <e

' (@)l < 172,

1/2
b
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DEMOSTRACION. En el Teorema 4.3.1 tomamos M =X, ¢ = p, e >0, A = 61%, y d = -||. Obtenemos
v € X tal que
p(v) < p(u)
lu —vfla < &'/
y para todo w # v
p(w) > p(v) =2 (v —w)l.
Tomando en particular w = v +th cont >0y h € X, |h|| = 1, entonces

o(v +th) — p(v) > —'/?t

que implica —e'/2 < (¢’ (v), h) para todo h € X, ||h|| = 1, luego

l' (W)l s < /2.

Corolario 4.3.3. Si X y ¢ son como en el Corolario 4.3.2, entonces, para toda sucesion minimizante
de o, {ur} C X existe una sucesion minimizante {vg} C X tal que

p(vr) < p(ur)
lug —vgllx = 0 k— o0
¢ (vr) [l — 0k — o0

DEMOSTRACION. Si ¢(ug) — ¢ = Infx ¢ consideremos €, = @(ug) — ¢ si es positivo, y ep = z si
p(ug) = c. Para g tomamos la correspondiente vy que da el Corolario 4.3.2. =

En el sentido del Corolario previo hallamos casi minimo para . El problema ahora es hallar casi
puntos criticos de diferentes tipos, por ejemplo de tipo paso de la montaria en el sentido de [3]. Este es el
contenido de la préxima seccién.

Queremos hacer énfasis en como el principio variacional de Ekeland separa el aspecto geométrico

del problema de hallar puntos criticos de funcionales, del aspecto topolégico o analitico del problema, el
cual, en general, necesitard ademéds alguna propiedad de compacidad.

4.4. El Teorema del Paso de la Montana

En esta seccion damos una demostracion basada en el principio variacional de Ekeland del clasico
Teorema del Paso de la Montania de Ambrosetti y Rabinowitz. (Véase [3]).
Precisaremos la notacién.

(H1) X es un espacio de Banach, K C IRY un espacio métrico compacto, y Ko C K un cerrado.

(H2)
x:Kg— X

funcién continua.



71

(H3) Definimos
M={geC(K,X):qg(s) =x(s),s € Ko}

Llamamos subdifferential de la norma en X a
Ooll = {p € X" : [lxoll — llz]| < plao — z), Vo € X'}

donde X’ es el espacio dual X.
Usaremos el resultado siguiente

Lema 4.4.1. Sea X un espacio de Banach, entonces para la norma,
-1 X — IR,

tenemos
Alwoll = {p € X" : p(wo) = llzo|; [Pl 2 = 1}

DEMOSTRACION. Dado zg € X, por el teorema de Hahn-Banach, existe p € X’ tal que p(zo) = ||xo||
and ||p||x» = 1. Para tal p tenemos

(& — 20) = p(z) ~ plao) < Il — ol <l — ol
asi ||zol| — ||z]] < p(xo — x), por tanto, p € J||xo||. Reciprocamente si p € J||zo||, obtenemos
|zoll = |z]| < p(xo —x) Voe X.
Y en particular para = Azg, A > 0, encontramos ||zo|[(1—X) < (1—=X)p(zo), por tanto (p(zo)—||zo|)(1—

A) > 0 para todo A € IR". Entonces p(zo) = ||zo]|. Ademds ||zo|| — ||z]| < p(zo) — p(x) < ||zo|| — p(z)
implica p(x) < ||z|| y entonces ||p||x < 1; puesto que p(xo) = ||zol, l|pl|lxr = 1. n

Corolario 4.4.2. Sea C(K,IR) con la norma del supremo. Denotemos por M(K) las medidas de Radon
en K. Entonces

O flleo = {1 € M(K) - >0, /,< dp =1, sop(p) € {t: £(t) = fllso}}-

DEMOSTRACION. Por el Lema 4.4.1 tenemos

i) Si las condiciones se satisfacen entonces ||ul| =1y

du = foe) dp = 0y
/Kf(x) =1 / w= 111

it) Si flull = Ly fio f(@)dp = || loe entonces u> 0, y

sop(u) C {s[ f(s) = |[flloc }-
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Teorema 4.4.3. Consideremos X, IC, Ko y M como en (H1), (H2) y (H3). Sea u : X — IR un funcional
verificando:

1) u es continuo,

2) u es diferenciable Gateauzr y, ademds,
i X — X

es continuo de la topologia fuerte a la débil-x.

o  =infoepm méxgex u(p(s))
Q1 = MAX, (k) Us

y se verifica que « > «ay, entonces para todo € > 0 y para todo ¢ € M tal que méxsexc u(p(s)) < a+e
existe v, € X tal que

a—e < u(v:) < midxeex u(p(s))
d(ve, p(K)) < €2
o/ (ve)l| < e/2.

DEMOSTRACION. Podemos suponer que 0 < € < a — a1. Sea ¢ € M verificando

) - .
méxu(p(s)) < a+e

Definamos
I-M— R, por Ic)= mz%é(u(c(s))
sE

para ¢ € M. Por hipétesis a = inf.capq I(c) > a1. Ademds I es inferiormente semicontinuo, porque si
ek — ¢]loc — O tenemos
I(c) = u(e(so)) = lm u(ck(sp)) < lim I(e).
k—o0 k—o0

Por el principio variacional de Ekeland aplicadoa I : M — IR, dadose > 0y ¢ € M tales que I(y) < a+e
existe c. € M tal que

(i) I(ce) < I(p) < a+e.
(ii) I(c) > I(c.) — e'/?||c — cel|oo Si ¢ € M.
(i) fle= — plloe < /2.

Consideremos v : K — X tal que v(Kp) = 0. Para h # 0, h € IR por (ii) concluimos que I (c.+vh)—1(c.) >
—e2|R)||7|lo0, €s decir,

1
(e T o) = I(ee) 2 —&"? [l o-

Por definicién de I,

I(ce +7vh) — I(c.) = méxu(ce +vh) — méxu(ce)
= méxsex{u(cz(s)) + h{u'(ce(s)),7(s)) + o(h)} — méxsexc u(ce(s)).
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Por simplicidad de escritura, ponemos

f(s) =ule=(s)) v g(s) = (u'(ce(s)),7(s))-
Tenemos por hipétesis que f € C(K, IR); también g € C(K, IR) porque,
a) Por el Teorema de Banach-Alaoglu, 9|/ f|| es débil-* compacto.

b) Por hip6tesis, si v, — v en X entonces
(W' (vn),y) — (u'(v),9)
para todo y € X.
¢) Si v (v,) — ' (v) débil-x en X’ y y,, — y en X, entonces
(U (vp),yn) — (v (v),y), cuando n — oo.
Las desigualdades anteriores pueden expresarse como sigue,
—61/2||7||oo < limpo {I(Ce +hy) = I(c)}

= limp—o {Il(f+hg)|\oo 1£llee}
< sup{f, gdu €9 flloo}-

Definimos F : 9|| f||oc — IR por F(u) = [} gdpu y consideramos una sucesion convergente débil- fi,, N
en 9|/ f||s, entonces

Fun) = / gdpin — / gdp = F(u),
K K
por tanto, el supremo es alcanzado. Como consecuencia tenemos

—'2||y]loo < méX{/K{U’(cs(S))m(S)}du € 0| fllso}-
Consideramos I' = {y € C(IC, X) : v(s) =0 if s € Ko, ||7]|leo < 1}. Entonces,
—V2 < 2y < inf ] [ {0 (e (s).2(5) s 1 € O]l
Tomamos {1in(7)} C || f]le tal que fijado v,

/ch () }dn () — M(3), n — 00

donde
M(y) = maéx /{u (ce(8)),v(s)du},

uw€0| flloo
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Entonces eligiendo una sucesién conveniente que converja débil-* p,(v) — p(7y) tenemos

J Ao (s aun) = M),

Y por el Lema 4.4.2,

—el/? < ;IelfM = mf/{u (ce(s)),v(s)Hdu(y) <

mix  if [ {w(ce(s)v(s)}du= méx (- /,< (e (5)) L -ds) =

€| flleo YET S HED| fllo

—min{ |’ (co(s)) | : s € {t € Kt ulee(t)) = || f]loc}}
Es decir,
[/ (ce(s)) ]2 < €'/2.

min
se{tek:ulee(t)=flloo}

En otros términos, existe s. € K tal que, si ve = ¢.(sc), entonces:
i) u(v.) = méxsex u(cs(s)) = I(ez) < nf I +&1/2,
i) [l (ve)|| < €72,
iil) u(ve) > ag,

iv) d(ve, p(K)) < /2.

La condicién clasica de compacidad es la condicion de Palais-Smale que formalizamos en la siguiente
definicion.

Definicién 4.4.4. Sea X un espacio de Banach y U : X — IR un funcional diferenciable Gateaux.
U werifica la condicion de Palais-Smale en el nivel ¢ € IR si y sonio si para toda sucesion {xp} C X
verificando

i) U(zy) — ¢ cuando k — oo,
1) U'(zr) — 0 en X' para k — oo,

existe una subsucesion xy; — v en X.
Una subsucesion verificando i) y ii) es llamada una sucesion de Palais-Smale para U.

Con estas nociones podemos formular el Teorema del Paso de la Montana.
Teorema 4.4.5. Sea X espacio de Banach y U : X — IR funcional continuo verificando:
i) U es diferenciable Gateauz,

1) U’ es continua de X a X' con la topologia débil-x.
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Se supone que existen ug,u; € X, y una bola B,., centrada en ug y de radio r tal que siuy € X — B,. y si
|z — ug| = r entonces
(};%f U(z) > max{U(ug),U(u1)}

Sea
I'={g€C([0,1], X) : g(0) = up, g(1) = w1 }

c= inf sup U(f(s)).
fof, sup (f(s))

Si U satisface la condicion de Palais-Smale para el nivel c, entonces ¢ es un valor critico para U y
¢ > max{U (ug),U(u1)}.

DEMOSTRACION. Tomamos K = [0,1], Ko = {0,1}, x(0) = ug, x(1) = u3 and M = T’; puesto que
co = infgp, U(z) > méx{U(ug),U(u1)} = ¢1 y puesto que todo camino g € I" tiene interseccién no vacia

con OB, el Teorema 4.4.3 implica que dada una sucesién {ex}, e — 0, podemos hallar una sucesién
{z} C X tal que

a) Uxg) — ¢
b) U'(zx) — 0,
y entonces por la condicién de Palais-Smale para el nivel ¢, existe una subsucesion tal que:

c= lim U(xg) =U(z),

k—oo

0= lim U'(zx) =U'(z).

k—o0

Es decir, x es un punto critico en el nivel c. ]

4.5. El Problema de Dirichlet con potencial singular
El primer resultado de esta seccién es una consecuencia directa de la desigualdad de Hardy.

Lema 4.5.1. Consideremos el operador

A
= Aju— 2 |uP~? 4.4
Lyu P = e (4.4)

in WyP(). Entonces
1. Si X < Anyp, £y es un operador positivo.

2. Si A > ANy, L no es acotado inferiormente.
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DEMOSTRACION. 1) Por la desigualdad de Hardy es obvio. 2) Como consecuencia de la optimalidad de
la constante y un argumento de densidad dan la existencia de ¢ € C5° (Q2) tal que (L1, ¢) < 0. Podemos
suponer que ||¢||, = 1y entonces definiendo u,,(z) = p™N/P¢(ux) tenemos ||u,||, = 1 por la homogeneidad
del operador que (Lyu,, u,) = pP(Lrg, ¢) < 0. n

Teniendo en cuenta el resultado anterior, estudiaremos el problema siguiente.

/ 1 1
— _171) — — =
Lyu flz)eWw (Q), €, A< ANy, p+p’ 1 (4.5)
u(z) = 0, z€0Q,

donde ©Q ¢ RN es un dominio acotado. Si 0 ¢ ) entonces tenemos un problema con potencial acotado,
para el que se aplica la teoria clasica de operadores elipticos quasi-lineales.

Supondremos de aqui en adelante que estamos en el caso dificil, es decir, 0 € 2, de forma que el
potencial, no solo no es acotado, sino que no pertenece a LY/?. Por esta razén diremos que el problema
(4.5) es critico cuando 0 € Q.

Para iniciar el planteamiento variacional, consideramos el funcional de energia,

J(u) = /F(m,u,Vu)dx
Q

1 A uP
donde F(z,u,§) = —[§|P — ——— — f(z)u.
p- plap o . o .
Como hemos visto en el Capitulo 2, el Teorema de De Giorgi, caracteriza la semicontinuidad débil
inferior de J en términos de la convexidad de F(z,u, ) y una estimacién inferior conveniente para F.
Sin embargo, en nuestro caso estas hipétesis de acotacién inferior de F' no son satisfechas.

PLANTEAMIENTO VARIACIONAL .- El funcional de energia,

p
J(u):l/\vuwcleé/—“ d:z:f/fud:v,
p pJ |z
Q Q Q

por la desigualdad de Hardy, es continuo, diferenciable Gateaux y coercivo, es decir, existen v > 0y
c € IR tales que

J(u) > 7/|Vu|pdx—c.
Q

Pero no podemos aplicar el teorema de De Giorgi para saber si J es débilmente inferiormente semicontinuo.
Por tanto, trataremos de resolver el problema (4.5) siguiendo una estrategia distinta. Nos encontramos con
hipétesis suficientes para aplicar el principio variacional de Fkeland y asi, existe una sucesion {u, nen
tal que

J(un) — inf J, y J' (un) — 0, cuandon — oo.

Es decir, {u, }nen is una sucesién de Palais-Smale. La coercividad de J implica la acotacién de {u,} en
1 .
W, P (£2), entonces tenemos que para alguna subsucesion:

i) Vu, = Vu en LP,
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i) uy, converge en LP y puntualmente,

uP~1
i) A |”‘p son medidas de Radon acotadas que convergen débilmente en L'.
x
Bajo estas hipotesis podemos aplicar el siguiente teorema de convergencia debido a Boccardo y Murat.
Los resultados probados por Boccardo y Murat son mucho més generales de lo que nosotros necesitamos,
véase [7] para los detalles. Nosotros establecemos el resultado tal como lo necesitamos.

Lema 4.5.2. Sea {u,}new verificando los problemas

_Apun =0gn+ fna en 2
u, € WyP(Q).

(4.6)
Supongamos que,

1) u, — u débilmente en Wy P(Q) y u, — u en LP(Q).

2) fn— f en WIP(Q).

3) gn — g débil-x en el sentido de las medidas.

Entonces, Vu, — Vu en (L1(Q))N para 1 < q < p.
Ademds si 3) es reemplazado por

3') gn — g débil-+ en L'(Q),

entonces
Ti(un) — Tilu) en WiP(Q)

para todo k > 0, donde Ti(s) = s si |s| < k y Tp(s) = ks/|s| si|s| > k.
DEMOSTRACION. Tomamos como funcién test Ty, (u, — u) € Wy *(£2). Entonces

J{Vun P2V, — |VulP=2Vu, VT, (uy — u))dz =

¢ 2 (4.7)
7§fl<‘vu|p V’U,, V,EC(UTL - ’U,)>df£ + <gna77c(un - u)> + <fna,]7c(un - u)>

fijo k, por 1) tenemos que
(frs Tu(un —u)) =0

/(|Vu\p_2Vu7 VT (up —u))dx — 0
o)

cuando n — oo.
Por 2) se tiene |[{gn, Tp(un — u))| < Ck.
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Entonces fijo k obtenemos

h'msup/(\VunP’_zVun — |VulP~2Vu, Vi (uy, — u))dx < Ck.

Q

Las desigualdades para el p-laplaciano obtenidas en el Capitulo 1 implican que
en(2) = (| Vun|P"2Vu, — |[VulP "2 Vu, Vi (u, — u))
son no negativos y uniformemente acotados en L!(£2). Tomamos 0 < § < 1 y dividimos 2 como sigue,
SF={x € Q||u, —ul <k}, GF ={xecQ||u, —ul >k}

La desigualdad de Hoélder da la siguiente estimacion,

Jebdx = [g ebdx+ [ €fdx <

o L "

(s endx>9 A0+ (fo endx>9 GE[1-.
Ahora, fijo k, |GE| — 0 cuando n — oo y por la acotacién uniforme en L' obtenemos

limsup/ede < (CK)?|1Q|* Y,

Q

y tomando limite para k — 0 se tiene que ¢ — 0 fuertemente en L'. Para terminar la primera parte

usamos las desigualdades para el p-laplaciano y se concluye sin dificultad.
Si ahora suponemos 3’), ta idea es obtener el mismo tipo de estimacién pero con # = 1. Tomamos
como funcién test Ty (uy, —u) y procedemos de manera similar. Remitimos al lector a [7] para los detalles.
n

En nuestro contexto el Lema 4.5.2 puede leerse como sigue.

Lema 4.5.3. Sea {un tnen verificando (i), (i) y (iii) por el Principio Variacional de Ekeland. Entonces
para alguna subsucesion,

U, —u, en Wyi(Q), ¢<p

J
T(un) = To(u) in WyP(Q)
para todo k > 0, donde Ty (s) = s si |s| < k y Ti(s) = ks/|s| si |s| > k.
De acuerdo con el Lemma 4.5.3, y por un argumento de densidad, probamos la requerida propiedad
de compacidad

Llamaremos a tal propiedad de compacidad condicion singular de Palais-Smale en el sentido del
siguiente Lema:
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Lema 4.5.4. Consideremos {un tne la sucesion de Palais-Smale obtenida antes.
Entonces {un}tnen satisface la condicion singular Palais-Smale, es decir, existe una subsucesion
{tn; }jen tal que
Up, — U, €n Wel(Q), ¢ < p.

Una consecuencia inmediata del Lema (4.5.4) es que u es una solucién de nuestro problema en el
sentido de distribuciones. Ademas, por densidad, y puesto que u € I/VO1 P(Q), concluimos que u es solucién
en el sentido de W, ?(Q).

Finalmente la homogeneidad del problema implica que u es un minimo para J. En efecto,

donde en el ultimo término podemos pasar al limite por la convergencia débil en WO1 P(Q). Por consiguiente

1

inf J = ka J(ug) = kh’m (J(ugr) = ={(J" (ug),u)) =
—00 —00 p

1

(1) [ fu= T(u) ()0} = T)
p Q p
Notemos que el método seguido termina por resolver el problema de minimizacién. Si no se dispone de la
homogeneidad no se tiene un Teorema general de minimizacion, si bien hay resultados parciales obtenidos
por L. Boccardo.

También es interesante notar que este método serd usado en las secciones siguientes para estudiar
problemas que tienen funcionales que no son acotados inferiormente.

Nota 4.5.5. La unicidad es obvia en el caso lineal, p = 2. En este mismo caso es facil probar que la
sucesion de minimizantes converge fuertemente en VVOL2 ().

Si p > 2 la unicidad no es en general cierta como prueba el siguiente argumento (véase [13]). Sea
B C Q una bola y consideremos ug € C3(SY) tal que u = k > 0 en B. Sea f(x) = Lyu con A < Ay p.
De esta forma f € W’l’p,(Q) y entonces podemos hallar una solution v por minimizacion de J por el
método estudiado. Pero es claro que v # ug, porque uy no puede ser un minimo para J: en efecto, como
p > 2, vemos que

p—2
(J"(ug)z,2) = (p— 1) /lVUO|p_2|VZ\2dx - )\/ |u|0$||p 22dx
Q Q
En particular si z € C§° () es tal que supp (z) C B,
p—2
(J"(uo)z, 2) = =A(p—1) |u|0xp 22dx < 0,

Q

y entonces ug no es un minimo de J.

El caso 1 < p < 2 tampoco verifica la unicidad como ha puesto de manifiesto Xiao Zhong usando
desigualdades de Hardy con peso.

La convergencia fuerte de la sucesion de Palais-Smale es desconocida si p # 2.
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4.6. Funcionales no acotados con potenciales

En esta secciéon nos ocuparemos de estudiar brevemente algunos resultados para funcionales que
poseen la geometria del Teorema del Paso de la Montana y que tienen la dificultad anadida de tener un
potencial critico en el sentido de las secciones anteriores. Dejamos al margen el caso elemental y bien
conocido en que el crecimiento del término de orden cero es subcritico en el sentido de la inclusién de
Sobolev y, a la vez, el potencial pertenece a algin L" con r > N/p, cuando 1 < p < N. Nos ocuparemos
entonces de

= Potencial critico y crecimiento subcritico.
= Potencial subcritico y crecimiento critico.

= Potencial critico y crecimiento critico.

4.6.1. Potencial critico y crecimiento subcritico
En este apartado estudiaremos el sigiente problema de Dirichlet,

—Apu = MuP2ul|z| P + [u]*2u, z€Q, A<y,
(4.8)
U|8Q = 07

A
dondel <p< N,p<a<Np/(N—p)yQC RN es tal que 0 € Q. Si el potencial W es sustituido por
x

otro w tal que w € L", r > N/p el problema es bien conocido. Véase por ejemplo [35] y las referencias
alli contenidas. Esta es la razén de suponer 0 € €.
El funcional asociado a (4.8) es

1 A ulP 1
J(u) = —/ |VulPde — — udac — —/ |u|*dz,
P Ja p Jo lzfP a Jo
que como puede comprobarse de forma elemental no es acotado.
Se tiene el resultado siguiente.

Teorema 4.6.1. Consideremos el problema de Dirichlet (4.8). Entonces existe al menos una solucidn
positiva u € WyP(Q).
DEMOSTRACION. Como A < Ay, entonces,

juf?

1 A 1
J(u) = - VulPde — — ——dr — — u|%dx >
()= Jo Vulrde =2 o e = 2 folu

Y fQ |Vu|pdx - C(pa a)(fQ ‘vu|pdx)q/p7

y asi es inmediato ver que J(0) = 0 es un minimo local para J y que J(tug) — —oo si t — o0, es decir,
tenemos las propiedades geométricas para aplicar el Teorema del Paso de la Montana. Mas precisamente,
si J(toup) < 0, consideramos,

D= {7:[0,1] — Wy"(Q)[7(0) = 0, (1) = touo},
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= fnf méx J
¢ = fnf mix (v(s)),

nivel del paso de la montana definido por Ambrosetti-Rabinowitz. Por el principio de Ekeland podemos
hallar una sucesién de Palais-Smale {u;} tal que:

i) J(uj) — ¢
i) J'(u;) — 0 en W=LP'(Q).

Es facil comprobar que {u;} es acotada en W, (Q). Usando otra vez el Lema 4.5.3, obtenemos que
{u;} satisface la condicion singular de Palais Smale definida en la seccién anterior. Como consecuencia
podemos encontrar una funcién u € Wol’p(Q) tal que u; — u en Wol’q(Q) con ¢ < p, y como consecuencia
es una solucién de (4.8) en sentido de distribuciones. Puesto que u € WO1 "P(Q), por densidad obtenemos
que u es una solucion débil. Finalmente, por homogeneidad, y teniendo en cuenta la convergencia fuerte
en L vemos que u # 0. En efecto,

1
c= lim J(u,) = lm (J(un) — =(J' (un),un)) =
11 . 11
nh_{rgo(; - a)fg |un|“de = (1—7 - a)fg |u|*dz,
como queriamos probar. n

4.6.2. Potencial subcritico y crecimiento critico

Probaremos en este apartado y en el siguiente que el potencial A|xz|™? es critico en el sentido de la
falta de compacidad del funcional de energia asociado.
Como contraste consideraremos el potencial A|z| =% con 0 < ¢ < p més precisamente consideraremos
el problema
{ —Apu = AulP~2ulz| 77 + [u|*"?u, A< An,p, = Np/(N —p), (4.9)

ulan =0,

y donde p y € son como en el apartado anterior.

Como el potencial A|z|~? pertenece a L" para algin r > N/p, es sabido que existe un primer
autovalor aislado y simple, A1, para el correspondiente problema de Dirichlet. Véase [15]. Mostraremos
que el efecto que produce este potencial es similar al caso de una constante (¢ = 0), en el sentido que la
falta de compacidad aparece solo por el orden de orden cero de mayor orden. Ademaés en este caso aparece
también el fenémeno de las malas dimensiones de Brezis-Nirenberg (véase [9]), p < N < p? — (p — 1)q,
como en el caso auténomo. Obsérvese que el intervalo de dimensiones coincide con lo conocido para el
caso ¢ = 0 y decrece cuando ¢ — p, desapareciendo la solucién si ¢ = p, de acuerdo con lo que veremos
en el Lema 4.6.3.

Teorema 4.6.2. Consideremos el problema de Dirichlet (4.9). Si N > p* — (p — 1)q, entonces existe al
menos una solucion positiva, u € Wy (Q).
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DEMOSTRACION. Los argumentos son similares a los de [20] y por esta razén seremos breves. La geometria
del funcional de energia J, satisface los requerimientos del Teorema del Paso de la Montana, lo que
puede ser comprobado por los mismos calculos que en el Teorema 4.6.1. Entonces, por el método de
concentracion-compacidad de P.L. Lions, see [28], obtenemos una condicién local de Palais-Smale. Mds
precisamente, si S es la constante éptima de la inclusién de Sobolev y si {ux} es una sucesién de Palais-
Smale tal que,

SN/p ,
J(up) — ¢ < N J'(ug) — 0, en WP (Q)
entonces admite una subsucesién convergente. El punto a comprobar es que existe una sucesion de Palais-

N/p

Smale tal que J(ug) — ¢ < . Para obtener esta sucesion particular es bien conocido que basta hallar

una direccién v. € W, P(Q) para la cual

SN/p
sup J(tve) < ¢ < , (4.10)
>0 N

pues de esta forma el valor minimax critico en el Teorema del Paso de la Montana verifica ¢ < ¢g. Como
en [20] tomamos v. = u||uc||,-' donde u. = ¢U., U. son los minimizantes de la inclusion de Sobolev y
¢ € C§° es una funcién de corte con soporte adaptado a €. Tenemos las estimaciones

N-p

[Vl =S +0(e 7 ) (4.11)

p= (N=p) p— (N—p)
Cre"s W= )+0(5T1(N_°‘ 5 ), a>p*(1—%)
N—p, N-p,
llvella = Cie # “|loge| +o(c # “|logel), a =p*(1 - ) (4.12)

lg_l’a LQ_pD‘ * 1
Cie »® " 4ole »® ), a<p*(l-7),

p2—(p—1)g—p

P e 7 if N>p*—(p—1)g,
£ ~ N—p .
/Q Pl coe 7 |logel if N =p* — (p — 1)g,
Cog P if N <p?—(p—1)q.

Siguiendo la prueba del Teorema 3.3 en [20], el decaimiento de ¢ — 0 de [|[Vv.|[) debe ser mds rapido
P
que el decaimiento de fQ %dm, para obtener la desigualdad (4.10). Esto es cierto si N > p? — (p — 1)q
x
lo que conluye la demostracién. ]

4.6.3. Potencial y crecimientos criticos

Utilizaremos el método desarrollado por Pohozaev para probar que el problema de Dirichlet con
exponente critico de Sobolev no se regulariza por el término |z|PuP~!. Es decir, en un dominio estrellado
el problema doblemente critico no tiene soluciéon. En este sentido, el siguiente resultado de no existencia
prueba, desde un punto de vista diferente, el caracter critico del crecimiento del potencial.
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Lema 4.6.3. Consideremos el problema

w1
—Apu = )\W +’Yf(u), zeQ N>0,

u(z) = 0, en 08,

(4.13)

donde Q C RN es acotado, estrellado con respecto al origen, f es una funcién continua y

N-—p
P

YVF) = 2 Lupw) <0, F = [ fs)as

Entonces (4.13) no tiene solucion positiva en u € Wy (Q).

DEMOSTRACION. Usamos una identidad de tipo Pohozaev. La idea consiste en multiplicar la ecuacion
por (z,Vu) e integrar por partes. Resulta,

(=) Jon [V )+ (F—E) Jy [Vl =

—p uP

donde v es la normal exterior a 0f). Por otra parte, multiplicando la ecuacién por u e integrando,

p
/ |Vul|Pde = )\/ B —&-’y/ uf(u)dx. (4.14)
Q o lzP Q

Ambas identidades dan

-1 N —

) [Vl tedo = [ (VF@ - 2 Luf(u)ds

p o0 Q p

La conclusién ahora es obvia. n

Nota 4.6.4. La reqularidad de u en el Lema previo no basta para justificar los cdlculos directamente, pero,
como Pohozaev apunta en [36] los resultados son vdlidos también para soluciones débiles; un argumento
de aproximacion que justifica la afirmacidn previa puede verse en [25]. Ver también [38].

Nota 4.6.5. En el caso Q = R", p=2y flu) = uNFT2D/(N=2) yn resultado de existencia puede verse
en [28], Th.1.3, pg. 179.

Notemos el contraste del Lema 4.6.3 con los resultados en los articulos [9] [31] en el caso p =2, y
en [20] para p # 2, en los cuales se considera el caso auténomo.

En nuestro caso tenemos un término perturbativo no compacto y entonces, a pesar del crecimiento
en u, no se obtiene, en general, reqularizacion alguna.
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