Ejercicios de Teoria de Niumeros para las Navidades 2009

Problema 1. a) (ficil) Demostrar que logm.c.m.{1,...,n} ~n.
b) (dificil) Hallar el comportamiento asintético de

logm.c.m.{1,6,...,5n+ 1}.

c¢) (bastante més dificil) Demostrar que

logm.cm.{12 +1,...,n* + 1} ~ nlogn.

Problema 2. Sea p la funcién de Moebius y M (z) =3, ., p(n).

a) Utilizar la férmula de sumacién de Abel para demostrar que
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para todo s con R(s) > 1.
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b) Demostrar que Zd|n u(d) = { , sin >
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¢) Utilizar b) para demostrar que para todo s con R(s) > 1 se cumple que
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d) Utilizar a) y c) para demostrar que si M(z) = O(z'/?>*) para todo € > 0,
entonces ((s) # 0 para R(s) > 1/2.

Problema 3. a) Demostrar que para todo polinomio f(x) = az?+bxr+c, a # 0

existen infinitos primos p para los que la congruencia f(z) = 0 (mod p) tiene
solucion.

b) Dar condiciones necesarias y suficientes para que la congruencia f(z) = 0
(mod p) tenga soluciones.

c) (dificil). Sea s(f,p*) el niimero de soluciones de la congruencia f(z) = 0

(mod p*). Hallar s(f,p*) en funcién de a,b, c cuando p es un primo impar.



Problema 4. a) Hallar las soluciones en enteros positivos de la ecuacién
diofantica
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Problema 5. Sear(n) = #{(k,j) € ZxZ: k*+2j2 =n}y R(z) = > o<z T(N)-
a) Demostrar que R(z) = T+ O(Vx).

b) Demostrar que
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para alguna constante C'.

Problema 6. a) Sea a = ), 7-7". Utilizar el teorema de Liouville para
demostrar que el niimero 8 = a% + 2a® — 3a® + 5a.+ 1 es un ndmero irracional.

b) Hallar una férmula asintética para y.,., .. (3n)?, donde (3n) es la parte
fraccionaria de (n. o

Problema 7. a) Sea g una raiz primitiva médulo p. Demostrar que el conjunto
A={(z,9%): x € Zy,_1} es un conjunto de p — 1 elementos en Z,_; x Z,,.

b) Describir explicitamente un conjunto de Sidon de p—1 elementos en el intervalo
[1,p(p —1)].

¢) Encontrar un entero positivo N, lo més pequetio que poddis, tal que el intervalo
{1,..., N} contenga un conjunto de Sidon de 10 elementos.



