Examen de Teoria de Numeros

2 de Febrero de 2009

Problema 1. Sea M, = [1,2,...,n], el minimo comin miltiplo de los n
primeros enteros positivos.

a) (0,5 puntos) Demostrar que
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donde el producto recorre los nimeros primos.

b) (0.5 puntos) Demostrar que log M,, < 7(n)logn.
¢) (0.5 puntos) Demostrar las desigualdades siguientes para todo «, 1/2 < a < 1:

log M,, > Z logp > alogn (m(n) — 7(n®)) > amw(n)logn — an®logn
n*<p<n

d) (0.5 punto) Utilizar el teorema del niimero primo y los apartados b) y ¢) para
demostrar que

log M, log M,
o < liminf 08 Mn §limsupb§1
n—oo n n—oo
para todo o < 1 y concluir que log M,, ~ n.
Solucién: a) La méxima potencia p* que aparece en 1,2...,n corresponde al

mayor entero no negativo k tal que p* < n. Es decir, el mayor entero positivo & tal
que k < logn/logp. Por lo tanto k = [logn/log p].

b) Tomando logaritmos en la expresién de arriba,

logn logn logn
log M,, = Z[logp]bgp = Z[ Jlogp < Z Tog logp = 1ognz 1 =m(n)logn
P

p<n Ing p<n p p<n

¢) Observemos que si a > 1/2 entonces [logn/logp] = 1. Por lo tanto

Tomando logaritmos,
log M,, > H logp > log(n®) Z 1=alogn (m(n) — w(n®)).
n*<p<n n*<p<n
Para la tltima desigualdad utilizamos simplemente que m(n®) < n®.
d)
lim sup log My, < limsup R st (n)log n
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por el teorema del niimero primo. Para el limite inferior,

log M ar(n)logn  alogn
lim inf g nzliminf{ (n) log - 1g }—a
n— o0 n n—oo n n —
debido de nuevo al teorema del niimero y al hecho de que lim,,_ Iongen = 0 para
todo € > 0.
Finalmente, como liminf, _, % > « para todo a < 1 se tiene que necesari-

log M, log My, =1
n n :

amente liminf,,_, > 1y por tanto lim,, .~

Problema 2. Sea p la funcién de Moebius y M(z) =3, -, pu(n).

a) (0.5 puntos) Utilizar la férmula de sumacién de Abel para demostrar que

p(n) [ M(t)
e =3 : ts+1dt

n

para todo s con R(s) > 1.

0, sin>1

b) (0.5 puntos) Demostrar que }_,,, u(d) = )
1, sin=1

c¢) (0.5 puntos) Utilizar b) para demostrar que para todo s con R(s) > 1 se

cumple que )
n(n I
T D = !

n

d) (1 punto) Utilizar a) y c) para demostrar que si M(x) = O(2'/?*¢) para todo
€ > 0, entonces ((s) # 0 para R(s) > 1/2.

Solucién: a) Utilizamos la formula de sumacién de Abel para para obtener
M T M(t
pln) _ M) " M)

dt

ns xrs 1 ts-i—l

n<z
Como |M(x)| <z y R(s) > 1, al tomar el limite cuando z — oo obtenemos

E o) M) | [TME) [ M)
s —wlinéo e + s ! tSHdt_S ! tSHdt

n=1

b) La funcién p es multiplicativa y por lo tanto la funcién g(n) = 3_,,, u(d)
también lo es. Entonces es suficiente con evaluar g en las potencias de los primos.
Pero g(p*) = g p(d) = (1) + pu(p) + p(?) + - p(P*) =1-14+0+---0=0.

Es decir, g(n) = 0 excepto cuando n = 1, y en ese caso g(1) = u(1) = 1.
c¢) Observar que

n 1 n 2oy H(10)
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d) Por los apartados a) y ¢) tenemos que

1 M@

) howm
para R(s) > 1. Pero la integral define una funcién analitica siempre que la integral
sea absolutamente convergente. Es claro que es absolutamente convergente cuando
R(s) > 1, pero si M (x) = O(x'/?*€), también lo es cuando R(s) > 1/2+¢. Es decir,
la funcién ﬁ es una funcién analitica en R(s) > 1/2 + ¢, por lo que la funcién
¢(s) no se puede anular en R(s) > 1/2 +e.

dt

Como estamos asumiendo que eso ocurre para todo € > 0, entonces la funcién
¢(s) no se puede anular en s si R(s) > 1/2.

Problema 3. (2 puntos) Caracterizar los primos para los que la congruencia
322 +2x +2 =0 (mod p) tiene solucién.

Solucién: Si p = 2 la congruencia es equivalente a 22 = 0 (mod 2), que clara-

mente tiene solucién. Si p = 3 la congruencia es equivalente a 2z + 2 = 0 (mod 3)
que también tiene solucién. Si p # 3, la ecuacion es equivalente a

3322 +224+2)=0 (mod p) <= (Bx+1)>=-5 (mod p)

Es decir, la congruencia tendrd solucién para los primos p > 3 tales que (—5/p) #
—1. Por otra parte,

(3)-() ) = e )

1sip=164 (mod 5)

_ 1sip=1 (mod 4) ]

—1 = p = —_ = 5

Como(p) {—lsipz?)( od 4) y (&) 01.81p,5203(m0d5) .
Slp:

tenemos finalmente, como consecuencia del teorema chino del resto, que

1sip=1,3,7,9 (mod 20)
() =< —1sip=11,13,17,19 (mod 20)
Osip=25

Problema 4. (2 puntos) a) Hallar las soluciones en enteros positivos de la
ecuacién dioféntica

1 1 1
—+-—-=- (z,y,2) = 1.
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Pista: Escribir x = ra’, y =ry’ donde r = (z,vy).

Solucién: Le ecuacién es equivalente a (x + y)z = zy. Si escribimos z =
ra’, y = ry’ donde r = (z,y) tenemos que (z’,y’) = 1 y la ecuacién se transforma
en (z'+y")z =ra’y’. Como ('+y',2') = 1y (2'+v',y") = 1 entonces tanto x’ como
y' dividen a z y como (z’,y’) = 1 entonces también z'y’ divide a z. Si escribimos
z = 2'y'Z, tenemos que r = (2’ + ¢')z’. Como 2’ es un divisor de r también lo



es de z y de y. Pero como estamos suponiendo que (z,y,z) = 1 entonces z' = 1.
Finalmente tenemos que las soluciones son de la forma

x= (' +y)2
y=("+y)y
z=2a'y

con (z',y') = 1.
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Problema 5. a) (0.5 puntos) Demostrar que ;- e < e

b) (1 punto) Sea a =), 7-7". Utilizar el teorema de Liouville para demostrar
que el nimero B = af + 2a° — 3a® + 5a + 1 es un nimero irracional.

c) (1 punto) Hallar una férmula asintética para >, ., . (n)?, donde (8n) es la
parte fraccionaria de (n. o

Solucién: a)
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b) El teorema de Liouville afirma que si a es una solucién de un polinomio de

grado 7 > 2 entonces existe una constante C' tal que |a — p/q| > qgr para todo

racional p/q.

Consideremos las fracciones 2= = Sory 7% Como el minimo comun multiplo
. n n
de los denominadores es 77 entonces g, < 77 . Tenemos entonces que
P 1 2 2
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k>n+1

Por otra parte, si 3 fuera racional, « seria un cero de un polinomio de grado 6 y
por el teorema de Liouville existirfa una constante C' > 0 tal que

qn
lo que es una contradicciéon porque ¢,, — oo.

c¢) Como f3 es irracional, la sucesién a, = (n) estd uniformemente distribuida
en el intervalo [0,1) y por lo tanto limg,_.co 23" . f(an) = fol f(t)dt para toda
funcién continua f. En particular ocurrird para la funcién f(t) = t? y por tanto
1 1
lim — " (8n)* = / t2dt = 1/3.

r—00 I 0
n<zx



Es decir, anx(ﬂn)Q ~ x/3.

Problema 6. a) (1 punto) Demostrar que |A + B| > |A| + |B| — 1 para todo
par de conjuntos de enteros A, B.

b) (1 punto) Utilizar a) para demostrar que si A contiene algiin ndimero par y
algin nimero impar y todos los elementos de B son pares entonces
|A+ B| > |A| +2|B| —2.

Solucién: a) Sean a; < --- < a; los elementos de A, y by < --- < by los
elementos de B. Observemos simplemente que los j + k — 1 elementos

a1—|—b1<a1—|—b2<-~-<a1—|—bk<a2+bk<~-~<aj+bk

estan todos en A + B y son distintos.

b) Escribimos A =2-A4oU(2-A4;+1) y B=2-B’. Entonces
A+ B|=|(2-4U((2-A1+1))+B|=1](2-A0+2-B)U((2-A1+1+2-B')|
=2-Ag+2-B'|+]2- A1 +1+2-B'|=|Ao + B'| + |A1 + B|
> Ao+ |B'| -1+ A1 +|B'|—1=|A| +2|B| -2



