Examen de Teoria de Ntimeros

2 de Febrero de 2009

Hacer 5 de los 6 problemas. Se aprueba con un total de cinco puntos.

Problema 1. Sea M, = [1,2,...,n], el minimo comin miltiplo de los n
primeros enteros positivos.

a) (0,5 puntos) Demostrar que

M, = Hp [11222]
p

donde el producto recorre todos los nimeros primos.
b) (0.5 puntos) Demostrar que log M,, < w(n)logn.
¢) (0.5 puntos) Demostrar las desigualdades siguientes para todo « > 1/2:

log M,, > Z logp > alogn (r(n) — m(n%)) > ar(n)logn — an®logn
n*<p<n

d) (0.5 punto) Utilizar el teorema del ntimero primo y los apartados b) y ¢) para
demostrar que
log M, <

log M,
o < liminf 08 Xn < lim sup

n—oo n n—00

1

para todo a < 1 y concluir que log M,, ~ n.

Problema 2. Sea p la funcién de Moebius y M (z) =3, ., pu(n).

a) (0.5 puntos) Utilizar la férmula de sumacién de Abel para demostrar que
pln) [ M)

—t = dt
~ ns 1 s+l
para todo s con R(s) > 1.
0, sin>1
b) (0.5 puntos) Demostrar que }_,, u(d) = {1 S? " )
, sin=

¢) (0.5 puntos) Utilizar b) para demostrar que para todo s con R(s) > 1 se

cumple que )
un 1
AT -1

n

d) (1 punto) Utilizar a) y c) para demostrar que si M (x) = O(x'/?*€) para todo
€ > 0, entonces ((s) # 0 para R(s) > 1/2.
1



Problema 3. (2 puntos) Caracterizar los primos para los que la congruencia
322 +2x +2 =0 (mod p) tiene solucién.

Problema 4. (2 puntos) a) Hallar las soluciones en enteros positivos de la

ecuacién diofantica
1 1 1
-+ -=- (I,y,Z):l
r Yy oz

Pista: Escribir x = ra’, y =ry’ donde r = (z,y).

1 2
Problema 5. a) (0.5 puntos) Demostrar que ;- — < —

1
b) (1 punto) Sea o = >4+, 7 Usar el teorema de Liouville para probar que
el nimero 3 = a® +2a® — 302 + 5 + 1 es un nimero irracional.

c) (1 punto ) Hallar una férmula asintética para ), ., ,(8n)?, donde (n) es
la parte fraccionaria de fn.

Problema 6. a) (1 punto) Demostrar que |A + B| > |A| + |B| — 1 para todo
par de conjuntos de enteros A, B.

b) (1 punto) Utilizar a) para demostrar que si A contiene algiin nimero par y
algiin nimero impar y todos los elementos de B son pares, entonces

|A+ B| > |A| +2|B| - 2.



