Capitulo 6

La distribucion de los numeros
primos

En este capitulo estudiaremos la funcién 7(x) que cuenta el nimero de primos
menores o iguales que x, y haremos énfasis en la férmula asintética

T

m(@) ~ log z’

que es conocida como “teorema de los niimeros primos”.

En el capitulo 1 vimos la formulacion equivalente

=1

U(x) ~x o0 lim ()

T—r00 €T

Y

en términos de la funcién de Chebychev

U(z)= 3 logp =3 Aln)

m<z n<x

que resulta mas conveniente porque la funcion ¥ tiene propiedades mas sencillas de
desvelar por medios analiticos.

La teoria que vamos a considerar fue esbozada por B. Riemann en una ma-
ravillosa memoria del ano 1860 titulada“Ueber die Anzahl der Primzahlen unter
einen gegebenen Grosse”. En tan sélo ocho paginas Riemann exhibe las profundas
conexiones que existen entre ¥ y la funcién ¢ de la variable compleja s = o +i7. En
particular, el teorema de los niimeros primos es una consecuencia de la no anulacion
de la funcién ( en la linea vertical ¢ = 1 y fue demostrado, independientemente, por
J. Hadamard y C.J, de la Vallée Poussin, mas de 30 anos después de la aparicion
del trabajo de B. Riemann.
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Existe una realacién explicita entre la estimacién de la diferencia ¥(z) — = y
los ceros de la funcién ¢ en la banda 0 < o < 1.

Riemann formulé la hipdtesis de que estos ceros estasn situados precisamente
en le linea vertical o = 1/2. Esta conjetura es uno de los problemas mas famosos de
las Matematicas y posee una rica, y a veces pintoresca, historia.

A diferencia de los capitulos anteriores donde, en general no hemos necesitado
mas que “métodos elementales” que incolucran a lo sumo, al calculo diferencial de
una variable real, este capitulo necesita la teoria de funciones analiticas y algunas
propiedades de la transformada de Fourier. Ello no debe extranarnos, por cuanto
el estudio de la distribucion de los niimeros primos fue uno de los motores que
propulsé el desarrollo de la teoria de funciones y del analisis arménico, dando lugar
a teorias a la vez profundas y bellas.

En torno al ano 1950 A. Selberg y P. Erdds encontraron una demostracion
elemental de la ley asintodtica, es decir, sin el recurso a la teoria de funciones analiti-
cas. En este capitulo vamos a presentar la demostracion clasica siguiendo el camino
indicado por B. Riemann, y supondremos al lector familiarizado con la variable
compleja.

6.0.1. La funcion ¢ de Riemann y el Teorema de los nimeros
primos

. . sz _ 00 1 :

Recordemos que Euler introdujo la funcién (s) = > " | -=, definida para todo

real s > 1 para demostrar la existencia de infinitos primos como consecuencia de la
. . . - 1

divergencia de la serie arménica ) .

En lo sucesivo usaremos la notacién tradicional de la Teoria de los Numeros
y designaremos con las letras o y 7 a las partes real e imaginaria, respectivamente,
del niimero complejo s.

Siguiendo a Riemann, conviene extender el dominio de { al semiplano complejo
R(s) = o > 1, donde la serie Y~ n~% es absolutamente convergente y define a una
funcién analitica. En este semiplano también es cierta la identidad de Euler que
conecta la sucesion de todos los enteros positivos con la de los niimeros primos

@=3w-T(5)

La demostracion es idéntica a aquella que presentamos en el capitulo 1 para s real,
s> 1.

Tomando logaritmos en la identidad anterior y utilizando el desarrollo en serie



de Taylor de la funcién
o0 Zm
log(1 — —
og(l —2) mZ:1 —

valido en |z| < 1, obtenemos

(6.1) log (s Zlog (1 - —) DI o

p m>1

pms ’
Si derivamos término a término la identidad anterior, obtenemos que

eI

p m>1

Recordando que la funcion de Mangoldt esta definida por

Afn) = {logp sin=p

0 en otro caso

podemos escribir la identidad

¢(s) _ A
(s) —; e

6.0.2. El teorema del niimero primo

El teorema del nimero primo consiste en establecer la ley asintética m(x) ~
x

] , que como vimos en el primer capitulo, es equivalente a V() ~ z, z — oo.
ogw

Teorema 6.0.1 (Teorema de los nimeros primos). ¥(x) ~ = cuando x — co.

Por razones que se veran mas adelante conviene introducir la funcién primitiva

Uy () = /0 U(t)dt = (x —n)A(n).

n<x

Lema 6.0.2. Si Vy(z) ~ % entonces ¥(x) ~ x.
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Demostracion. Dado ¢ > 1, por ser W(t) creciente tenemos la desicualdad

1 “ 1
Vi) < —— U(t)dt = —— (U - v
@) < =g [ WO = 5 () = ()
1 (cx)? 22 ) c+1
(c—l):c( 5 —2+0(3:) = + o(x).
Para todo ¢ > 1 se tiene que

lim sup U(z) < c+1’
T—00 X 2

y esto es cierto para todo ¢ > 1. Tomando el limite cuando ¢ — 1, obtenemos

finalmente que limsup,,_, \I’i‘r) < 1. Un argumento similar, pero con ¢ < 1, permite
demostrar que liminf,_,. \I/ff) > 1. O
Nuestro objetivo es entonces demostrar que lim,_, ., \I’;—(f) = % En el lemma

6.0.4 obtendremos una formula explicita para ¥;(x) donde aparece involucrada la
funcion (. Pero antes necesitamos un lema técnico.

Lema 6.0.3. Dados ¢ >0, y >0 y k> 1 tenemos que

1 ctioo Y 0, si0<y<l1

. ds = k
200 Joie SR\ E(1-2) sy

Demostracion. Es un sencillo calculo de residuos. Consideremos la circunferencia
de radio R, muy grande, centrada en el origen. La recta vertical o = ¢ corta a la
circunferencia en dos puntos ¢+ ¢7T'(R) y la divide en dos arcos, uno mas grande a la
izquierda al que llamaremos T'}; , y otro més pequeno a la derecha, al que llamaremos
I'%. Conviene hacerse un dibujo.

Si 0 < y < 1 consideramos el recinto cuya frontera es I'% y el trozo de recta
vertical ¢ £iT(R).

./ y VI . .
Como la funcion e e ds es analitica en ese recinto, su integral a lo largo

de la frontera es cero, luego

c+iT(R) s s
y B y
/ ds = —/ ds.
c—ir(r) S(8+1)---(s+Fk) r2, s(s+1)---(s+k)

Pero cuando s € F2R tenemos la estimacién

S

. ‘< v < L
s(s+1)---(s+ k)|~ RR—1)---(R—k) ~ Rk




Por lo tanto
S

Y
/F%s(s%—l)---(s—i—k)ds

c+ioo c+iT(R) ys
= lim ds = 0.
/c—z‘oo R—oo Jo_ipry S(s+1)---(s+k)

1
< e

Si y > 1 consideramos el recinto cuya frontera es I'}, y el trozo de recta vertical
¢+ iT(R). En este recinto, si R es suficientemente grande, la funcién tiene polos en
7 =0,—1,...,—k. Tenemos entonces

1 c+iT(R) s 1 s
27 Jo—irry S(s+1)---(s+k) 2mi Jpy s(s+ 1)+ (s + k)

_jiReS(s(sH)?i(sw)’_j) X a(e)

J=0

La demostracion finaliza observando que la integral frl — 0 por las mismas razones
R
que en el caso anterior. O

Lema 6.0.4. Para todo ¢ > 1 tenemos la formula

me) (L)L e (1,

x B % c—100 S(S + 1) C(S) s—1

Demostracion. Dado ¢ > 1, utilizamos el lema 6.0.3 para escribir

\11;(2@ _ i; (1= %) Am) = i - iA(n)Qim /+: %ds

c+io00 s—1 0
_ L T Z A(n) s

2T Jemioo S(s+1) <= 0

B 1 c+ioco .Z's_l C/(s)
= o) s<s+1>{‘<<s> ds}ds‘

El lema 6.0.3 también nos da

I e S | 1 1\?
— —_— ds=—-(1——] .
270 Jorino S(s+1)s—1 2 x
Basta entonces con restar las dos identidades para demostrar el lema. Observemos

que la hipétesis R(s) > 1 implica que todas las series y las integrales consideradas
son absolutamente convergentes. O
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Los lemas 6.0.2 y 6.0.4 nos muestran el teorema del nimero primo es equiva-
lente a demostrar que para cualquier ¢ > 1,

e (6 e

Examinemos este limite. La linea de integracion s = ¢+ i1, —o0o <7 < +00
permite sacar el factor 2¢~! fuera de la integral, pero 27! — oo si ¢ > 1.

it
xl—g.lo c—100 S(S + 1)

Una estrategia natural consiste en trasladar la linea de integraciéon a la linea
¢ = 1. Pero para hacerlo necesitamos conocer mejor las propiedades de la funcion

/ s 1
_CQ(( )) T analiticidad y crecimiento en un entorno de esa linea, ausencia de
s s —

ceros de ( en 1+ iT, etc..

Supongamos por un momento que podemos trasladar la linea de integracién
a s = 1+ i1 y escribir la integral en la forma siguiente después de hacer el cambio
s=1+4:T:

/ e (1) dr = h(—log ),

B 1 ((144r) 1
h(r) = (14 i7)(2 +i7) {_((1+z’7) B E}

Si ademéas demostramos que h es integrable, el Teorema de Riemann-Lebesgue nos
dara entonces

donde

lim h(—logz) = 0

T—00

y, por tanto,

‘Ill(x)rv?, r — o0.

En lo que resta del capitulo nos dedicaremos a probar los pasos necesarios para
completar esta estrategia.

Observar primero que los posibles polos de % van a venir de los polos y de los
ceros de ((s). En efecto, si ((s) tiene un polo o un cero en s = sy podemos escribir
C(s) = (s — s0)"g(s) con k # 0, g(s) analitica en sy y tal que g(s¢) # 0. Tomando
logaritmos y derivando obtenemos

¢'(s) N AC)

{(s) s—s0  g(s)’

que tiene un polo en s = sg de residuo k.

El tnico polo de la funcion ¢ se analiza en el siguiente lema.



Lema 6.0.5. La funcion ( tiene una extension al semiplano R(s) > 0, como una
funcion meromorfa cuya unica singularidad, situada en s =1, es un polo simple de
restduo tqual a 1.

Demostracion. La formula de sumacion de Abel nos permite escribir

(6.2) ni = Egi] + s/lx y[yjl / —dy — ;yjl dy

n<x
s “ Ayt L2l / v},
6.3 = —
( ) 5_1 1 ys+1 y+xs _1 s+1y
si R(s) > 1. Y si hacemos tender z a infinito obtenemos

(6.4 o)== [

que es una funciéon meromorfa con un sélo polo en s = 1 con residuo 1. O]

La funcién ¢ no va a tener ceros en la region ¢ > 1. El caso facil ¢ > 1 se

analiza en el siguiente lema y el caso 0 = 1 estd recogido en el apartado 4) del lema
6.0.7.

Lema 6.0.6. Si o > 1 entonces ((s) # 0.

Demostracion.

[e.e]

() I SE e

n=1

(6.5)

o1l

Lema 6.0.7. La funcion C verifica las estimaciones siguientes.
1) En la region o > 1, |7| > 2:
(0 +i1)| < log |T].

2) Enlaregion 1/2<1—p<o<1, || > 2:

IC(o +i1)| < m
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3) En la region o > 1, || > 3:
I (0 4 i7)| < log? |7].
4) Para todo T se cumple que ((1+1it) # 0.

5) En la region o > 1, tenemos

< log7 |T|

C(o +iT)]|
Demostracion. Observemos primero que si 0 > 0y s # 1, las formulas 6.2 y 6.4 nos
dan la expresion

x s 1 *
(66) C(S):Z%_%+:F_S t{sL—i-}ldt

n<x B

1) Si o > 2, tenemos que [¢(s)] < ((0) < ¢(2) = 7?/6.

Si 1 <o < 2, los sumandos de la parte derecha de (6.6) los podemos acotar
de la siguiente manera:

1 1 1
— < — < — <1
n<xns a ;ng _;n e

2l < 77 <1
xS

s 1 < 0+|7‘|x1_0§2+|7|:3+1§2

s—1x51 |7 ks kd
< (1} <t dt 24 |7
’S i tSTdt S (O'+|T|) i ot S(2+|T|) i t_QZT

Tomando = = |7| obtenemos la estimacién deseada.

2) En este caso las estimaciones son

1 1 1 P
% < Zﬁgznl—p<<%

n<x n<x n<lx
m < < gf
xS
s 1 < 0+|T|x1_”§ 1+|T|x”§§x"
s—1las—! 7] | 7] 2
> {t} < dt Pt
[Tl < v [T —as i

ts—i—l



Tomando de nuevo x = |7| y observando que 0 < p < 1/2 obtenemos la estimacién.

3) Sea s = o + iT un punto situado en la regién ¢ > 1, 7 > 2 y sea C' un
circunferencia centrada en s y con un radio p < 1/2 que fijaremos més tarde. Una
aplicacion de la formula de Cauchy nos da

0
2mi /C (z — s)2d

donde M es el valor maximo de |((z)| en C.

M

p

<

IC(s)] =

Para la parte de C' que estd en $(z) > 1 utilizamos la estimacién dada en 1):
((2) < log]r].

Para la parte de C' que estd en R(z) < 1 observemos que R(z) > R(s)—p > 1—p
y que |7+ 1/2 > |S(2)| > |S(s)| — p = |7| — p > 2. En este caso utilizamos la
estimacién dada en 2): {(z) < # < %.
Tomando p = obtenemos que M < log|7| y de aqui la estimacién que

_1
, log [p]
buscabamos.

4) Comencemos con la identidad
(6.7) 3+ 4cosf + cos(20) = 2(1 + cos 6)* > 0.

La férmula (6.1) implica que en particular podemos escribir
o Cn

log((s) = —

g((s) >

n=1

Y

con ¢, = 1/msin =p™y ¢, =0 en otro caso. En particular tenemos que ¢, > 0
para todo n. Por otra parte

log C(5)] = Rllog C()) = 3 6, T8

nCT
n=1

Si aplicamos la identidad (6.7) a los tres casos s = o, 0 + i1, 0 + 2iT con o > 1,
podemos escribir:
3log|¢(o)| +4log|C(0 + iT)| + log | (o + 2iT)| =

_ f:CRB + 4 cos(7logn) + cos(271 logn) > 0.

ne
n=1

Por tanto,

(6.8) [C(a)P[¢(o +im) ¢ (o + 2i7)| > 1
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, que es equivalente a

o\ 4
1
o~ ¢ | (o 4 2im) 2 2
-1 oc—1
Supongamos que existiese 7 tal que ((1 4+ ¢7) = 0. En ese caso lim,_,+ C(Z—J_T) =

¢'(1+it), im, 1+(0c — 1)((0) = 1 y lim,_,1+ ((0 + 2iT) = ((1 4 2i7) y llegamos a

una contradiccion por que lim,_ 1+ ﬁ = 00.
Luego ¢ no puede anularse en la recta o = 1.

5) De (6.8) obtenemos la estimacion

1

Ve / o
ot in)] = (o) [/4¢ (o + 2ir) |V

En la region 1 <o <2, |7| > 2, tenemos que

1
Sl < ——,  [Clo +2im)] < log7],

que sustituidas en la estimacion anterior producen

(o —1)3/4

(o +iT)| > BW,

1<o<2 |1 >2,

donde B > 0 es una constante.

Consideremos 0 > o. Podemos escribir
9
(o +i7) — (0 +i7)| < / (4 im)dt < A0 — o) log? |7].

Esto nos da

(0 —1)3/4

2
W —A(Q— O') 10g |T|

(o +i7)| = [C(o +iT)| = |C(o +iT) = ((0 +iT)| = B

Finalmente escogemos 6 = o + (%)4 Wlm y al sustituir obtenemos

B* 1
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Con el lema anterior en nuestra mano resulta muy fécil justificar el traslado
de la linea vertical ¢ + 47 con ¢ > 1 a la linea 1 + i7 en al formula del lema 6.0.4.

Consideremos el el contorno rectangular de lados verticales 1+ir, c+ir, |7| <
T y lados horizontales o + 1T, 0 —iT, 1 < o < c.

Los lemas 6.0.5 y 6.0.7 nos dicen que la funciéon
51 C/(S) 1
fls) = s(s+1) (_ C(s) - 1)

es analitica en un entorno del rectdngulo R; ademas en los lados horizontales tenemos
que

o1 log” T

T2
Es decir, fijado x > 0, la integral sobre los lados horizontales de la funcién f tiende
a 0 cuando 7" — oo0.

|flo+iT)| < x

Por lo tanto,

[T [ s

—100 —00

Es decir,

Uy(z) 1 1\ 1 [~ eirloge C(14ir) 1
22 _5(1_5> _%/OO (1+iT)(2+iT){_C(1+iT) _E}dT‘

Por otra parte la funcién

B 1 Ot 1Y)
h(T)_(l—i—iT)(Q-i-iT){ C(1+ir) w}d

verifica la acotacién o
log” |T
hiT)] <
)| < 1oy
y por lo tanto es integrable y, culminando la estrategia esbozada en la seccién ante-
rior, podemos invocar al Teorema de Riemann-Lebesgue para concluir la demostra-

cion del teorema de los niimeros primos.




