Capitulo 1

Numeros primos y compuestos

En este capitulo consideraremos algunas propiedades del conjunto de los niime-
ros enteros y positivos: 1,2,3,... Es costumbre utilizar la letra N para designar a
dicho conjunto, asi como Z es la notaciéon usual en Mateméaticas para representar
al conjunto de todos los nimeros enteros (positivos, negativos y cero). La aritméti-
ca elemental se ocupa del estudio de las operaciones basicas de los enteros, suma,
resta y multiplicacién y, junto con la Geometria Euclidea, constituye los cimientos
y aporta los primeros modelos sobre los que luego se construyen y conforman otras
ramas de la Matematica. En los sucesivo supondremos ciertos conocimientos de la
Aritmética elemental para pasar directamente a estudiar la relacion de divisibilidad.

1.1. El teorema fundamental de la aritmética

Un entero positivo p > 1 es un niimero primo si sus unicos divisores positivos
son 1 y p. Por ejemplo los niimeros 2, 3,5, 7,11, 13 son primos. Los enteros positivos
mayores que 1 que no son primos se llaman compuestos.

El concepto de niimero primo se remonta a la antigiiedad. Los griegos poseian
dicho concepto, asi como una larga lista de teoremas y propiedades relacionadas con
él. Los cuatro ejemplos siguientes aparecen en Los Elementos de Euclides:

= Todo entero positivo, distinto de 1, es un producto de primos.

» Teorema fundamental de la aritmética: Todo entero positivo puede descompo-
nerse de manera tnica en un producto de primos.

» Existen infinitos nimeros primos.
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= Podemos obtener una lista de los ntimeros primos por medio del método co-
nocido con el nombre de Criba de Eratostenes.

Estas propiedades justifican la importancia de los nimeros primos y la curio-
sidad que han inspirado entre los matematicos de todas las épocas.

Proposicién 1.1.1. Todo entero positivo mayor que 1 es un producto de nimeros
PTIMOS.

Demostracion. Por induccion. La hipdtesis es cierta en el caso n = 2. Supongamosla
cierta para n < m y probemos que m + 1 es un producto de primos.

Si tenemos tanta suerte que m + 1 es primo, entonces no hay nada que de-
mostrar; en caso contrario m + 1 se podra escribir de la forma m + 1 = nins con
1 <ny <ny <m+ 1. Por ser ny y ny menores que m + 1 y mayores que 1, ambos
seran productos de primos y también lo habra de ser m + 1. O

Sean a y b dos numeros enteros alguno de los cuales es distinto de 0. El maximo
comun divisor de a y b es el mayor entero positivo (a,b) que divide a ambos a y b. El
caso en que (a, b) = 1 recibe un nombre especial, se dice que a y b son primos relativos
o primos entre si. El minimo comin multiplo [a,b] es el menor entero no negativo
que es divisible por a y por b. Si a y b son primos relativos entonces |a, b] = |ab|. En
general se verifica que |ab| = (a, b)[a, b].

Proposicién 1.1.2 (Algoritmo de la divisién). Dados dos enteros a > 0 y b, existen
dos unicos enteros q y 1 tales que b =aq+r, 0 <r <a. Siatb entonces 0 <r < a.

Demostracion. Considérese el conjunto {b — qa, q € Z}. Sea r el menor nimero no
negativo de la sucesion. Obviamente r = b — ga para algiun q. Es claro que r < a.
En caso contrario 0 < b— (¢+ 1)a = r —a < r y entonces r no ya seria el minimo
entero positivo con esa propiedad. La unicidad de r implica la de q. O

Algoritmo de Euclides. Supongamos que a >b>0ya=0bc+r, 0 <r <b.
Es claro que todo divisor comin de a y b lo es también de b y r, y viceversa. FEn
particular (a,b) = (b,r). Esta estrategia puede ser iterada. El dltimo resto distinto
de 0 es el mdximo comun divisor de los numeros a y b.

Proposicién 1.1.3. Fijados enteros b y ¢, existen enteros xo y yo tales que (b, c) =
bxo + cyo.

Demostracion. Consideremos el menor entero positivo [ del conjunto {bx + cy :
x,y € Z}. Sea l = bxg + cyp. Sil1b, existen ¢ y r tales que b=1Ilg+7r, 0 <r <.

r=>b—ql="0b—q(bxo+ cyo) = b(1 — qxo) + c(—qyo)-
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Entonces r pertenece al conjunto, es positivo y menor que [; y eso contradice la
eleccién del entero [. Luego [ | b. Por la misma razoén [ | ¢. Es decir, 1 | (b, ¢).

Por otra parte (b,c) | by (b,c) | c. En particular (b,c) | (bxo + cyo). Por lo
tanto hemos probado que [ = bxg + cyo = (b, ¢). O

Corolario 1.1.4. Si p es primo y p | ab, entonces p | a o p | b.

Demostracion. Si p 1 a entonces (p,a) = 1y, por la proposicién anterior, existen
X0, Yo tales que 1 = pxy + ayo.

Luego b = bpxy + bayy. Obviamente p | bpxog y por hipétesis p | bayg. De
aqui concluimos que p | b. ]

Estamos ahora en condiciones de probar el teorema fundamental de la aritméti-
ca.

Proposicién 1.1.5 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo entero positivo
puede descomponerse en producto de mumeros primos de manera unica, salvo por
una reordenacion de los factores.

Demostracion. Consideremos el menor entero n > 2 para el que no sea cierto. En-
tonces existiran dos factorizaciones distintas de n,

R

donde todos los primos p; son distintos de los g;. En caso contrario podriamos
dividir por algin primo comtn y tendriamos un entero menor que n para el que no
se cumpliria el teorema fundamental de la aritmética.

Como p; divide a qf e qfh, por el corolario anterior sabemos que p; divide a

q1, lo cual es imposible porque ¢ es primo y distinto de p;, o divide a qlﬁ 171q§2 e qfh.
Iteramos el argumento sucesivamente hasta llegar a una contradiccion. O]

Observacion 1.1.6. FEl teorema fundamental de la aritmética puede parecer dema-
siado obvio. Eso es debido a que el anillo Z no nos deja ver el bosque de los demas
anillos.

Consideremos por ejemplo el anillo de los enteros Z[v/—5] = {a + b\/—5 :
a,b € Z}. Los enteros 1 +2v/—=5, 1 —2y/=5, 3 y 7 son “primos”diferentes en ese
anillo y sin embargo (14 24/=5)(1 —2y/—=5) =3 - 7.

En este anillo no se cumple el teorema fundamental de la aritmética.



4 CAPITULO 1. NUMEROS PRIMOS Y COMPUESTOS

1.2. Algunos resultados acerca de la distribuciéon
de los nimeros primos

Mathematicians have tried in vain to discover some order in the sequence of
prime numbers but we have every reason to believe that there are some mysteries
which the human mind will never penetrate. L. Euler (1770).

La sucesiéon de los niimeros primos ha interesado a los matematicos a lo largo
de su historia. De una manera sencilla pueden formularse preguntas acerca de este
conjunto de ntimeros cuya respuesta es muy dificil. Por ejemplo, ; Existe una férmula
explicita para la funcién f(n) = p, =enésimo nimero primo?, ;Hay alguna funcién
elemental f tal que f(n) sea primo para todo n?

Es claro que una respuesta positiva a estas preguntas nos daria informacién
acerca de como los niimeros primos aparecen en la sucesién de los nimeros naturales.

El polinomio f(n) = n* — n + 41 toma valores primos para n = 0,1,. .., 40,
sin embargo f(41) = 412

Fermat conjeturé que todos los ntimeros de la forma F,, = 22" + 1 son primos.
Los cuatro primeros F} = 5, F, = 17, F3 = 257 y F; = 65537 lo son, pero Euler
probo6 que Fy = 6416700417 es compuesto y, por tanto, que la conjetura de Fermat
es falsa. Es mads, nadie ha podido encontrar hasta ahora otro primo de Fermat.
Pero tampoco nadie ha podido demostrar que hay infinitos niimeros compuestos de
Fermat.

En el momento de escribir estas notas (septiembre de 2015) el ndmero de
Fermat mas pequeno para el que no se conoce si es primo o compuesto es Fi3, v el
nimero compuesto de Fermat mas grande que se conoce es Fj33a9750, que es divisible
por 193 - 23329782 4 1

. Existe para cada entero positivo n un ntmero primo tal que n < p < 2n?,
.Es todo nimero par mayor que dos la suma de dos primos?. La primera de estas
preguntas es conocida bajo el nombre de Postulado de Bertrand y fue contestada
por Chebychev en 1850. La segunda es la Conjetura de Goldbach y su respuesta nos
es aiun desconocida.

Otro problema interesante es el de los primos gemelos. Por ejemplo: 3 y 5,
5y 7,11y 13, 17y 19, 29 y 31 etc. ;Existen infinitas parejas de primos gemelos?
Formulado ya por los griegos, es uno de los problemas mas antiguos de la Matematica
que, sin embargo, todavia espera su solucion.

El resultado basico acerca de la distribucién de los nimeros primos es conocido
bajo el nombre de Teorema de los Niimeros Primos.

Sea x un ndimero real positivo y designemos con m(z) el nimero de primos
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menores o iguales que x; el teorema del nimero primo consiste en la estimacion
asintoética:

(1.1) m(z)

T

~ log x’
que es equivalente a la igualdad

(1.2) lfm ——— = 1.

z—o0 1/ log
Legendre, en 1798, fue el primer matematico que conjeturd la igualdad anterior.
Por esas fechas Gauss estaba también interesado en el mismo problema y habia
construido tablas que incluian todos los primos entre 2 y 3,000,000. Utilizando esta
montana de material experimental Gauss conjeturé que la densidad de primos en
un entorno del entero n es @ y, por lo tanto, el nimero de primos en el intervalo

(m,n) deberia ser aproximadamente igual a

" dx
(1.3) /m —

Chebychev, en sus intentos de probar la conjetura de Gauss-Legendre, de-
mostré que existen dos constantes positivas ¢y C, tales que 0 < ¢ <1 < C < o0

y

Zz

<7(z)<C

= < para todo = > 2.
log x

Clogx
Un avance enorme fue dado por B. Riemann quien redacté un famoso articulo de
ocho aginas acerca de este problema en el ano 1850. La idea brillante de Riemann
fue conectar el estudio de la funcién m(z) con el de la funcién ((s) = Y07, L (la
funcién zeta de Riemann), definida para valores complejos de s. En particular, el
comportamiento asintético de 7(x) cuando x tiende a infinito estd relacionado con
la ubicacién de los ceros de la funcién zeta de Riemann (es decir, los puntos donde

se anula esta funcion)

Sin embargo el plan de Riemann para demostrar el teorema de los ntimeros
primos no pudo llevarse a acabo hasta mucho mas tarde, cuando se dispuso de
la teoria de funciones analiticas, de la cual Riemann fue uno de los fundadores
y de la que puede afirmarse que buena parte de sus resultados fueron obtenidos
para aplicarlos a problemas de la teoria de niimeros. Durante la ultima década del
siglo XIX, Hadamard y de la Vallee Poussin, independientemente, desarrollaron los
métodos de Riemann y la teoria de funciones analiticas para conseguir la primera
demostracion del teorema conjeturado por Gauss y Legendre. Sin embargo, una
de las propiedades que Riemann predijo acerca de ((s) permanece todavia sin ser
demostrada: la llamada Hipotesis de Riemann que asegura que todos los ceros no
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reales de la funcién ((s) tienen parte real o = 1/2. Digamos que, cuanto mas precisa

es la informacién acerca de los ceros de ((s), tanto més precisa es la estimacién que

T dt
2 logt|"

podemos obtener de la diferencia ‘71'(:)3) -

La hipotesis de Riemann, junto con el problema P = NP y el problema de
Navier-Stokes, constituye la trilogia de problemas abiertos méas famosa de la ma-
teméatica de principios de este siglo.

1.2.1. Desde Euclides hasta Euler

Proposicion 1.2.1. Ezxisten infinitos nimeros primos.

Demostracion 1 (Euclides). Supongamos que sélo hay un nimero finito de primos
P1,P2, - - -, Pn- Cualquier primo ¢ que divida a m = py---p, + 1 tiene que dividir
también a p; - - - p, y por lo tanto a la diferencia, que es 1. O

Demostracion 2 (Polya). Esta demostracion estd basada en el hecho de que los
nimeros de Fermat son primos entre si. Por lo tanto al menos hay tantos primos
como numeros de Fermat; es decir, infinitos.

. mo__ _ _ n
Si m es par, entonces “;Hl =gt g™ 24 ... —1 Parax =2 ym=2"
Fryp—2 m_ .
tenemos que —H— = = +11 es un entero, luego F,, | F, 1 — 2. Entonces cualquier
n

divisor de F), y F},. debe ser también un divisor de F,r — 2 y por lo tanto de 2.
Como los F;, son impares necesariamente el tinico divisor comun posible es el 1. [

Demostracion 3. Supongamos que existe un ntmero finito de primos py, ..., pg. To-
dos los enteros positivos menores que x se tendrian que escribir de la forma p{* - - - pp*
para algunos enteros 0 < «a; < logz/logp; < logz/log2. Entonces el nimero de

posibles p{* - - pi* menores que z es a lo mas (1 + logz/log2)¥, que es claramente
menor que x, si x es suficientemente grande. ]

Teorema 1.2.2. (Euler) La suma de los inverso de los primos es infinita

o 1

ne1 s bara todo ntimero real s > 1,

Demostracion. Fuler definié la funcién ((s) = >
y observé la siguiente identidad
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p* ' p
y que al considerar el producto cuando recorremos todos los primos p obtenemos
una suma infinita de la forma # sobre el 1 y todos los enteros que son producto
de potencias de primos. Es decir, sobre todos los enteros positivos. Ademéds, como
la factorizacion en primos es Unica salvo el orden de los factores, cada n aparece
solamente una vez en el sumatorio.

-1
Para demostrar esto tultimo observemos que (1 — pi> =1+ :z% + s+

Tomando logaritmos en la identidad tenemos

Y (1—%) — log (i%)

Ahora tenemos en cuenta que log(1 — z) > —z — 22 para 0 < z < 1/2 (nmirar el
desarrollo de Taylor de orden 2 de la funcién f(x) = log(1 — x)) para deducir que

1 — 1 1
2—821095(2—5)—2 prt
~p “—n ~p
Cuando s — 1 el segundo sumatorio del segundo término estd acotado pero el

primero no lo esta debido a la divergencia de la serie arménica. Luego la suma de
los inversos de los primos tiene que ser también divergente. O

Esta demostracién de Euler es un hito en el desarrollo de la teoria y fue la
base sobre la que B. Riemann construyo el plan antes mencionado. Que la serie de
los reciprocos de los primos sea divergente nos da mas informacién sobre la sucesion
de los ntimeros primos que el mero hecho de la existencia de infinitos de ellos.

Es el momento de senalar que Viggo Brun demostré que la suma de los inversos
de los primos gemelos es convergente,

1
(1.4) E - < 400,
4
p;, p+2=p

aunque, como mencionamos antes, es un problema abierto saber si existen infinitos
de ellos.

1.2.2. El teorema de Chebychev

En una memoria publicada en el ano 1859 Chebychev demostré que el orden
de magnitud de m(x) era el pronosticado. En su estudio introdujo las funciones 6(z)
y ¥(x) definidas para todo nimero real positivo por medio de las férmulas:

O(x) = logp,

p<z
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donde la suma estd tomada sobre todos los primos p menores o iguales que x, y

Z logp

pm<x

donde en este caso las suma esta extendida sobre todas las potencias de primos
menores o iguales que x. En lo sucesivo la letra p designara siempre a un primo.

Si en la férmula que define a W(x) agrupamos los términos para los cuales m
tiene el mismo valor, obtenemos

U(z) = O(x) + O(z'?) + O(«'/*) +

La serie que aparece en el segundo miembro de la igualdad anterior contiene
s6lo un numero finito de términos distintos de cero, puesto que O(y) = 0 cuando
y < 2.

Por otro lado, en la suma que define a ¥(x), cada logp aparecerd tantas veces
como enteros positivos m satisfagan p™ < x. Tomando logaritmos, m < log x/ log p.
Entonces

(1.5) V() =Y VOWJ log p

= log p

donde para cada ndmero real > 0, |r] designa al mayor entero no negativo que
es menor o igual que 7. El entero |r| se llama parte entera de r, mientras que el
nimero real {r} =r — [r] se conoce como parte fraccionaria de r.

Teorema 1.2.3. Los tres cocientes

m(x) v(z) O(x)

z/logx’ x x

tienen los mismos limites de indeterminacion cuando x — oo.

Demostracion. Sean

S} v
Ay =limsup ———, Ay = limsup (a:)’ As = limsup (z)
T—00 {L‘/ logx T—00 X T—00 x
v
a; = lim inf (@) , a9 = liminf x)’ az = lim inf ﬂ
T—00 :L‘/ log[L‘ T—r00 T T—00 xT

Tenemos que

logp = 7(z)log x.

O(z) Z

p<x

log p
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Por lo tanto @(xx) < \I’g”) < Jl(jg)zv para todo z. Es decir, Ay < A3 < A;.

Por otro lado, si x > 1 y elegimos un nimero «, 0 < o < 1, tenemos que

O(z) > ) logp > log(a®)(m(z) - m(a")).
¢ <p<z
Y como m(z®) < x%, obtenemos la relacién

g@2a<w@)_my).

x z/logx zl=®

Tomando limites superiores y teniendo en cuenta que log z /2~ tiende a cero, dedu-
cimos que As > aA;. Pero como esta desigualdad es valida para cada a, 0 < a < 1,
tenemos que As > A;. Por tanto A; = Ay = As. La identidad a; = as = ag se
demuestra de manera analoga. ]

Chebychev observé que los factoriales y los niimeros combinatorios escondian
mucha informacion sobre los niimeros primos. Esto lo podemos apreciar en los dos
lemas siguientes, que van a ser piezas claves en la demostracion del teorema de

Chebychev.

Lema 1.2.4. Para todo entero positivo n > 2 se tiene que

Hp<4".

p<n
Demostracion. Lo haremos por induccion sobre n. Es claro paran = 2 y supongamos
que es cierto para todo entero menor que n.
. _ n—1 n
Si n es par, claramente Hpgnp = Hpgn—ﬂ? <4t <4n,
Sin =2k + 1 es impar, la observacién crucial es que el producto

II »

k+1<p<2k+1
divide (y como consecuencia es menor) al nimero combinatorio

(2k+ 1) 2k +1)(2k)--- (k+2)
k+1 1---k

ya que cada primo involucrado en el producto divide al numerador pero no al deno-
minador.

2k+1\ _ (2k+1
4 +1) = ( . ) aparece dos veces

en el desarrollo de (1 + 1)%*1 es en particular menor o igual que 4%, la mitad del

Por otra parte, como el nimero combinatorio (
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valor de esta ultima expresion. Finalmente utilizamos la hipotesis de induccion para

llegar a
Hp: H p H p < ARk — g2l g0

p<n p<k+1 k+1<p<2k+1

]

Lema 1.2.5 (Legendre). El exponente del primo p en al factorizacion de n! es

exactamente
n
S|4

k

Demostracion. Para todo z real llamemos e,(x) al exponente de p en |z|! = 1-
2---|xz]. Ya que sélo los miltiplos de p en este producto colaboran en el exponente
ep(), si escribimos el producto de estos muiltiplos como p-(2p) - - (| 7]p) = pto! L3 ]!
podemos ver que

- o 0)- 2]+ 1)~ 213

Corolario 1.2.6. El exponente de p en (2:) es

=2 (]2 ]) =)

Demostracion. Es consecuencia inmediata del lema anterior y de la observacién de
que [2y] —2[y] es 0 o 1 para todo y > 0. La desigualdad se deduce del hecho de que
si k > log(2n)/log p, todas las partes enteras involucradas valen cero. O

Teorema 1.2.7 (Chebychev). Para todo x > 2 se tiene que

x 4x
z) < :
log x

1.
(16) 4logx —

Demostracion. Se puede comprobar a mano que el Teorema es cierto para x < 25.
Suponemos pues que r > 25.

Separando los primos menores que /n en el Lema 1.2.4 tenemos que

(ay®=om < [ pea

Vn<p<n
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logn

Tomando logaritmos y observando que 7(v/n) < v/n y que 2log4 + o < 4 para
n > 25, vemos que

m(n) < (2logd)——

1
+7r(\/ﬁ)§(210g4+ ogn> oy
logn

4 :
vn ) logn = logn

Si z es real tenemos

n(w) = m([z]) < 45

o] _, =
log |z] = logu
debido a que la funcin t/logt es creciente para t > e.

Para la cota inferior observemos primero que (2:) = W > 2", El
corolario 1.2.6 nos permite deducir que

2n
2" < < | | log(2n)/logp __ 9 7r(2n).

p<2n

Tomando logaritmos,
nlog2
~ log(2n)

En particular, para cualquier x real se obtiene

(log2)|z/2] _ (log2)(z/2—-1) = (log2 (log2)(logz)
m(e) 2 7(2le/2]) 2 log(2|z/2]) = log x ~logx ( 2 x )

La demostracion finaliza observando que la cantidad entre paréntesis es mayor que
1/4 para x > 25. O

™(2n) >

Teorema 1.2.8 (Postulado de Bertrand). Para todo n > 1 existe un nimero primo
p tal que n < p < 2n.

Demostracion. Observemos primero que, como (2") es el término mas grande de los
2n + 1 términos del desarrollo de Newton de (1 + 1)?" entonces,

4n 2n
< .
2n+1 ~ \'n

Continuemos demostrando que si %n < p < n entonces s, = 0, donde s, era el

exponente de p en (2:) Como p? > 2n, todas las partes enteras de los términos del

sumatorio en el corolario 1.2.6 se anulan si k > 2. Es decir, s, = L%‘J -2 {%J . Pero

2n

en el rango que nos ocupa L;J =2y BJ =1.
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Por lo tanto, si no hubiera ningin primo p tal que n < p < 2n, tendriamos

4n 2n s
2n +1 = (n) - H b
p<2n/3
= H p H p

p<+2n V2n<p<2n/3

< J[en I »

p<v2n V2n<p<2n/3
< (2n)VPnaR,

donde en el peniltimo paso hemos utilizado el Corolario 1.2.6 y en el ultimo, el
Lema 1.2.2.

Tomando logaritmos llegamos a la desigualdad

log 4 < v2log(2n) N log(2n + 1)
3 = vn n

que es falsa para n > 520. Para los n < 520 observemos que al sucesién de primos
2,3,5,7,13,23,43,83,163,317,521 tienen la propiedad de que cada uno es mayor
que su antecesor pero menor que su doble. O

1.3. Resultados recientes sobre los niimeros pri-
mos

Los tltimos anos han sido especialmente fructiferos en el estudio de los niimeros
primos. Estos son algunos ejemplos.

1.3.1. Primos en progresiéon aritmética y cuadrados magicos

Una conjetura clasica acerca de los niimeros primos afirmaba que la sucesion de
los nimeros primos contenia progresiones aritméticas arbitrariamente largas. Esta
conjetura fue demostrado finalmente por B. Green y T. Tao en 1998.

Teorema 1.3.1 (B. Green, T. Tao, 1998). Para todo k > 3 existen k primos en

progresion aritmética.

De hecho posteriormente desarrollaron técnicas mas sofisticadas que les per-
mitieron hallar el comportamiento asintotico del nimero de soluciones en ntimeros
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primos de algunos sistemas de ecuaciones. Utilizando esta maquinaria, Carlos Vi-
nuesa, que fue estudiante de la UAM, hallé una férmula asintética para el nimero
de cuadrados magicos 3 x 3 formados por niimeros primos menores o iguales que .

Teorema 1.3.2 (Carlos Vinuesa, 2012). Si M(x) es el niimero de cuadrados mdgicos
de orden 3 x 3 formado por numeros primos menores o iguales que x, se tiene que

.1'3

M(zx) ~c

log? x

donde c es una constante explicita.

1.3.2. El problema ternario de Goldbach

En su carta a Euler, Goldbach afirmaba haber observado que todo entero par
mayor que 2 era suma de dos primos y que todo impar mayor que 5 era suma de tres
primos. La primera de ellas es conocida como la conjetura de Goldbach o el proble-
ma binario de Goldbach y se cree que los métodos actuales son insuficientes para
resolverla. La segunda de ellas es conocida como el problema ternario de Goldbach.
Vinogradov dio una respuesta bastante satisfactoria demostrando que todo impar
mayor que una cierta constante C' se puede escribir como suma de tres primos. Pero
hasta hace muy poco esa constante C' era tan grande que resultaba impracticable
comprobar la conjetura para todos los impares menores que C', incluso utilizando la
potencia de todos los ordenadores del mundo simultaneamente y durante todos los
anos que durase nuestro planeta.

Pero Harald Helfgott, un matematico peruano que ha visitado nuestro De-
partamento en varias ocasiones, hizo unas mejoras tedricas que permitieron reducir
dicha constante C' hasta C' = 10%° (anteriormente estaba en 103%°). Hasta esa can-
tidad si que era factible comprobarlo y Harald lo hizo en menos de tres meses con
ayuda de potentes ordenadores.

Teorema 1.3.3 (Harald Helfgott, 2013). Todo impar mayor que 5 se puede escribir
como suma de tres primos.

1.3.3. Lagunas entre primos y los primos gemelos

La conjetura de los primos gemelos dice que p, 1 — p, = 2 para infinitos n. Es

facil demostrar que el teorema de los niimeros primos implica que lim inf,,_,~ 7%_”’”" <

1. Erdos demostrd que la desigualdad era estricta y posteriormente la constante 1

fue sustituyéndose por constantes cada vez mas pequenas pero positivas. Esto fue

asf hasta que Goldston, Pintz y Yildirim demostraron en 2006 que lim inf,, o, p“lt)lg—;p" =
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0. De hecho demostraron que p,,.1 —p, < v/log n para infinitos n. Esto fue considera-
do un gran avance en el problema de los primos gemelos pero sélo era el preludio de
algo mucho ma espectacular. Yitang Zhang, un matematico estadounidense préactica-
mente desconocido introdujo una idea nueva que le permitié demostrar una version
débil del problema de los primos gemelos.

Teorema 1.3.4 (Y. Zhang, 2013). Para infinitos n se tiene que
Dnt1 — Pn < 70000000.

En 2014, Marynard, un joven matemaético, introdujo ideas adicionales que le
permitieron bajar la constante hasta 600 y ademéas demostrar que

H,, = lminf(p,im — pn) < 00
n—o0

para todo m > 1. El esfuerzo de muchos otros matematicos ha permitido llegar a la
cota Hy < 246.

1.3.4. El minimo comin maultiplo de los n primeros valores
de un polinomio

Es un ejercicio sencillo comprobar que
U(n) =logm.cm(l,...,n).
Asi que el teorema de los niimeros primos es equivalente a la formula asintdtica
logm.cm(1,...,n) ~n.

Batemann demostré, utilizando el teorema del niimero primo en progresiones aritméti-
cas, que si f(z) = a+ bz con (a,b) = 1 entonces

logm.c.m.(f(1),..., f(n) ~Cn

donde C' es una constante que depende sélo de b.

En 2011, el que escribe estas notas hallé un resultado analogo para polinomios
cuadréticos. Cuando f(x) es un polinomio cuadrético reducible, el comporamiento
asintético es lineal en n y sencillo de estudiar. El caso dificil aparece cuando f(z)
es irreducible.

Teorema 1.3.5 (J. Cilleruelo, 2011). Sea f(x) un polinomio cuadrdtico irreducible
con coeficientes enteros. Se tiene que

logm.c.m.(f(1),..., f(n)) =nlogn + Bn+ o(n)

donde B es una constante que depende de f.
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En el caso mas sencillo f(z) = 2% + 1, el valor de la constante del teorema
anterior es

log 2 ~1)%1

Bern—1- Og -5 ()2—10gp — —0,066275634213060706383..
p —

p#2

Se conjetura que si f(z) es irreducible de grado r > 2 entonces

logm.cm.(f(1),..., f(n)) ~ (r — 1)nlogn,

pero solo se sabe cierto para r = 2.

1.4. Ejercicios del capitulo 1

1.4.1. D. Pedro le dijo a D. Sizto: Tengo tres hijas, el producto de sus edades es 36,
y la suma el niumero de tu portal.

— Me falta un dato, dijo D. Sizto.
— Tiene usted razon. La mayor toca el piano, aclaré D. Pedro.

¢ Qué edades tenian las hijas de D. Pedro?

1.4.2. La Real Sociedad Matemadtica FEspanola todos los anos invita a sus socios
a su congreso anual. Este ano el 27,181818..% de los asistentes eran mugeres, el
55,555... % eran mayores de 30 anos y el 37 % llevaron algin libro de matemdticas.
Sabiendo que el nimero de socios mo es mayor que 15.000, ;podrias calcular el
numero de asistentes?

1.4.3. Determinar una condicion necesaria y suficiente para que la suma de los n
primeros numeros naturales divida a su producto.

1.4.4. Un cuadrado de n x n numeros enteros se dice que es un cuadrado magico
multiplicativo si el producto de los niumeros de cada una de sus filas o columnas,
asi como de cada una de las dos diagonales principales, es el mismo. Encontrar
todos los cuadrado mdgicos multiplicativos 3 x 3 donde el nimero central es 15 y los
nueve enteros positivos que forman el cuadrado son distintos.

1.4.5. Demostrar que (2¢ —1,2° — 1) = 2% — 1 para todo a y b.

1.4.6. Demostrar que en cualquier conjunto de n + 1 enteros positivos menores o
1quales que 2n siempre hay uno que divide a otro.

1.4.7. Sea S un conjunto de n enteros no necesariamente distintos. Demostrar que
algun subconjunto no vacio de S posee una suma divisible por n.
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1.4.8. Demostrar que todo n primo con 10 tiene infinitos maltiplos cuyos digitos en
base 10 son todos unos.

1.4.9. Demostrar que si 5™ y 2" empiezan por la misma cifra en su expresion deci-
mal, entonces dicha cifra es 3.

1.4.10. Sea r un entero positivo. Demostrar que

nrJrl

Z k"= + Qr(n)a
k=1

Cor+1

donde Q.(n) es un polinomio de grado r con coeficientes racionales.

1.4.11. Demostrar que ppi1 < pipe---pn + 1 para todo n > 1. Demostrar por
induccion que p, < 22". Deducir que w(z) > logylogy,z — 1, 2 > 2.

1.4.12. Demostrar que ezisten infinitos primos de la forma 4n + 3 y de la forma
6n + 5.

1.4.13. Demostrar que F,, = H?:_Ol F; + 2. Deducir que (F,,, F,) =1 paran # m y
de aqui la existencia de infinitos primos.

1.4.14. Demostrar que para todo o« > 0 y para todo € > 0, existen enteros positivos
a,b tales que |§ —a| <€ ya+b es primo.

1.4.15. Demostrar que

i) si 2" 4+ 1 es primo, entonces n es cero o una potencia de 2.
i) si 2™ — 1 es primo, entonces n tiene que ser primo.
1.4.16. Demostrar que n* + 4 sélo es primo para n = 1.

1.4.17. Demostrar que un polinomio P(n) con coeficientes enteros no puede ser
primo para todo n > ng, sea quien sea nyg.

1.4.18. Demostrar que limsup,, .. (Pns1 — pn) = 00, donde p, denota el primo n-
ésimo. De otra manera, demostrar que para todo k, existen k niumeros compuestos
consecutivos.

1.4.19. Demostrar que el Teorema de los nimeros primos implica que

lim inf Prt1 = Pn

< 1.
n—o0 log n
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1.4.20. Sea my(x) =nimero de primos gemelos menores o iguales que x. Sabiendo
que mo(x) < C’logLQx para alguna constante positiva C', demostrar que la suma de los

wmversos de los primos gemelos converge.
1

1.4.21. Probar que 2?21 S no es entero sin > 1.
1.4.22. Demostrar que para todo x > 3 se tiene que
1
Z — >loglogz — 1.
p<w
1.4.23. Sea s > 1. Demostrar que
1
6 =c T (14 5],
p
P
Utilizar esta identidad y la desigualdad log(1 +t) <t para t > 0, para demostrar

que la suma de los inversos de los primos es infinita.

1.4.24. Utilizar el Teorema de Chebychev para probar que existen dos constantes
positivas ¢ y C' tales que
cnlogn < p, < Cnlogn,

para todo n, donde p, es el primo enésimo. Demostrar también que la estimacion
asintotica p, ~ nlogn es equivalente al Teorema de los Numeros Primos.

1.4.25. Demostrar que

log2 < liminf () < lim sup () < 2log2.
z—o0 x/logx 200 X/logx
1.4.26. Demostrar que
m.c.m.(1,2,...,n) =e?™

Deducir que la expresion
1
e\If(ZN—i—l)/ [BN(l . $)Nd$
0

representa un entero positivo y utilizar este hecho para demostrar que W(2N + 1) >
Nlog4.
1.4.27. Sabiendo que para (a,q) =1 se tiene que

Z logp ~ ma

p<w
p=a (mdd q)
hallar una estimacion asintotica para

logm.c.om.(a+q,a+2q,...,a+nq).



