LOS PRIMEROS 50 MILLONES DE
NUMEROS PRIMOS

DON ZAGIER

Me gustaria hablarles hoy sobre una materia
que, aunque nunca he trabajado en ella, me ha cau-
tivado siempre extraordinariamente, y que ha fasci-
nado a los matematicos desde la antiguedad hasta
el presente —es decir, la cuestion de la distribucién
de los niimeros primos.

Todos ciertamente conocen lo que es un ntmero
primo: es un nimero natural mayor que 1 que no
es divisible por otro nimero natural excepto por 1.
Esta al menos es la definicién del especialista en
Teoria de Numeros; otros matematicos a veces dan
otras definiciones. Para el especialista en Teoria de
Funciones, por ejemplo, un nimero primo es una
raiz de la funcién analitica
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para el dedicado al Algebra es “la caracteristica de
un cuerpo finito” 6 “un punto de Spec(Z)” 6 “una
valuacion no arquimediana”; un especialista en Com-
binatoria definird los ntimero primos inductivamen-
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donde [z] denota el mayor entero < z; y finalmen-
te, los logicos han definido recientemente los primos
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Pero espero que estén satisfechos con la primera
definicién que les di.

Hay dos hechos sobre la distribucién de los nt-
meros primos de las que espero convencerles tan
fuertemente que queden permanentemente graba-
das en sus corazones. La primera es que, a pesar
de su sencilla definicién y de su papel como ladri-
llos en la construcciéon de los niimeros naturales,
los ntimeros primos pertenecen a la clase mas ar-
bitraria y perversa de los objetos estudiados por
los matematicos: crecen como malas hierbas entre
los nimeros naturales, parecen no obedecer otra ley
que las del azar, y nadie puede predecir donde bro-
tard el siguiente. El segundo hecho es incluso maés
sorprendente, pues afirma justo lo contrario: que los
nimeros primos exhiben sorprendentes regularida-
des, que hay leyes que gobiernan su comportamien-
to, y que obedecen estas leyes con precision casi
militar.

Para sostener la primera de estas afirmaciones,
déjenme comenzar mostrandoles una lista de los
numeros primos y compuestos hasta 100 (en la que
aparte del 2 he incluido sélo los nimeros impares).

25. P Jones, Diophantine representation of the set of prime
numbers, Notices of the Amer. Math. Soc. 22, (1975), A-326.
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PRIMOS COMPUESTOS

2 23 99 9 45 75
3 29 61 15 49 77
) 31 67 21 o1 81
7 37 71 25 55 85
11 41 73 27 o7 87
13 43 79 33 63 91
17 47 83 35 65 93
19 93 89 39 69 95
97 99

y otras dos listas con los primos comprendidos entre
los 100 ntimeros que preceden y siguen inmediata-
mente a 10 millones:

Numeros primos Numeros primos

entre entre
9999900 y 10000000 | 10000000 y 10000100
9999901 9999943 10000019
9999907 9999971 10000079

9999929 9999973
9999931 9999 991
9999937

Imagino que estaran de acuerdo conmigo en que
no hay razon aparente del porqué un nimero es
primo y otro no. Por el contrario, mirando estos
nimeros uno tiene la sensacién de estar en presen-
cia de uno de los inexplicables secretos de la crea-
cion. Que incluso los matematicos no han penetrado
en este secreto se muestra convincentemente viendo
el ardor con el cual buscan ntimeros primos cada
vez mas grandes —con numeros que crecen regular-
mente, como cuadrados o potencias de dos, nadie se
molestaria en escribir ejemplos mayores que los pre-
viamente conocidos, pero para los niimeros primos
algunos se han tomado un gran trabajo en hacer
justo eso. Por ejemplo, en 1876 Lucas probé que el
nimero 227 — 1 es primo, y durante 75 afios es-
to no se mejoré —lo que quizas no es sorprendente
cuando uno ve este nimero:

2127 1=
170141183460469231731687303715884105727.

No fue hasta 1951, con la apariciéon de los compu-
tadores electrénicos, que fueron descubiertos primos
mayores. En la tabla que aparece a continuacién,
pueden ver los datos de los sucesivos records 3

3Hay buenas razones por las que tantos de estos niimeros tienen
la forma M) = 2% — 1: Un teorema de Lucas establece que Mj,
(k > 2) es primo si y s6lo si My, divide a Lg_1, donde los niimeros
Ly, se definen inductivamente por Ly = 4, y Lp41 = L% -2

Los mayores primos conocidos
P digitos Ano | Autor
2127 _q 39 1876 | Lucas
L (218 +1) 44 1951 | Ferrier
Miller +
1142127 —1) +1 41
180((2127 _ 1))2 + 1 79 1951 Wheeler—l—
EDSAC 1
2521 -1 157
9607 _ 1 183 Lehmer+
91729 _ 1 386 1952 Robinson
92203 _ 664 + SWAC
92281 _ 687
3217 Riesel
2 1 969 1957 4 BESK
4253 Hurwitz—l—
34423 1 132; 1961 Selfridge+
IBM 7090
29689 -1 2017 Gl
1111es
99941 _ 2993 1963 LILIAC 2
9l1213 _ 3376
19937 Tuckerman
2 1 6002 1971 L IBM360

Ma3s interesante, sin embargo, es la cuestién de
las leyes que gobiernan a los niimeros primos. Ya
hemos visto una lista de los primos hasta el 100.
Aqui les presento la misma informacién graficamen-
te. La funcién designada por 7(x) (sobre la que les
hablaré continuamente a partir de este momento) es
el nimero de nimeros primos que no superan a ;
por tanto 7(x) comienza en 0 y salta en una unidad
en cada ntimero primo 2, 3, 5, etc. Ya en este grafico
podemos ver que, a pesar de pequenas oscilaciones,
m(z) en conjunto crece bastante regularmente.

(asf que Ly = 14, Lz = 194, Ly = 37634, ...) y, por tanto es
mucho més facil comprobar que M es primo que comprobarlo
para otro nimero del mismo orden de magnitud.

Los ntimeros primos de la forma 2% —1 (para lo que k mismo debe
necesariamente ser primo) se llaman primos de Mersenne (por el
matematico francés Mersenne que en 1644 confeccioné una lista
de tales primos hasta 1079, correcta hasta 10'8) y juegan un papel
en conexién con un problema de teoria de niimeros completamente
diferente. Euclides descubrié que cuando 2P — 1 es primo entonces
el niimero 2P~1(2P —1) es “perfecto”, esto es, igual a la suma de sus
divisores propios (por ejemplo 6 = 1+2+3,28 =1+2+4+7+14,
496 = 14+2+4+8+ 16+ 31+ 62+ 124 4 248) y Euler mostré que
cualquier ntimero perfecto par tiene esta forma. No se sabe si hay
algiin nimero perfecto impar; si existen, deben ser mayores que
10190, Hay exactamente 24 valores de p < 20,000 para los que
2P — 1 sea primo.
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Pero si extendemos el dominio de valores de x
desde cien hasta cincuenta mil, entonces esta re-
gularidad se hace sorprendentemente clara, pues el
grafico ahora aparece asi:
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FIGURA 2
Para mi, la suavidad con que esta curva sube

es uno de los hechos mas sorprendentes en las ma-
tematicas.

Pero donde la naturaleza revela un esquema, es
seguro que apareceran cientificos buscando una ex-
plicacion. La regularidad observada en los primos
no es excepcién a esta regla. No es dificil encontrar
una férmula empirica que dé una buena descripcién
del crecimiento de los niimeros primos. Por debajo
de 100 hay 25 primos, esto es, la cuarta parte de
los ntimeros; por debajo de 1000 hay 168, o sea al-
rededor de un sexto; hasta 10.000 hay 1229 primos,
es decir alrededor de un octavo. Si extendemos es-
ta lista, calculando la proporcién de ntimeros pri-
mos entre los nimeros naturales hasta cien mil, un
millén, etc., entonces encontramos la siguiente tabla
(en la que los valores de 7(z), tabulados tan facil-
mente aqui, representan miles de horas de mondto-
nos célculos).

x m(x) x/m(x)

10 4 2,5

100 25 4,0
1000 168 6,0
10,000 1,229 8,1
100,000 9,592 10,4
1,000,000 78,498 12,7
10,000,000 664,579 15,0
100,000,000 5,761,455 17,4
1,000,000,000 50,847,534 19,7
10,000,000,000 455,052,512 22,0

Vemos aqui que la razén de x a w(z) salta apro-
ximadamente 2,3 cuando pasamos de una potencia
de 10 a la siguiente. Un matemaético inmediatamen-
te reconoce 2,3 como el logaritmo de 10 (respecto
a la base e, naturalmente). Somos conducidos por
tanto a conjeturar que

T

m(@) ~ log

donde el simbolo ~ significa que la razén

7(z)/(x/ log )
tiende a 1 cuando « tiende a infinito. Esta relacién
(que no fue probada hasta 1896) se conoce como
el teorema de los niimeros primos. Gauss, el ma-
yor matematico de todos, la descubrié a la edad
de quince anos estudiando las tablas de numeros
primos contenido en un libro de logaritmos que le
habian regalado el ano anterior. Durante toda su vi-
da Gauss estuvo muy interesado en la distribucién
de los niimeros primos e hizo extensos calculos. En
una carta a Enke # describe cémo, muy a menudo,

4C. F. Gauss, Werke II (1892) 444-447. Para una discusién de
la historia de las varias aproximaciones a 7(x), en la que aparece
la traduccién inglesa de esta carta, ver L. J. Goldstein, A history
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empleaba un cuarto de hora perdido en contar otra
chiliada mas (esto es, un intervalo de 1,000 nime-
ros) aqui y alli, hasta que finalmente habia contado
todos los niimeros primos hasta 3 millones (!) y com-
paraba su distribucion con la férmula que él habia
conjeturado.

El teorema de los ntimeros primos establece que
m(x) es asintéticamente —es decir, con un error re-
lativo del 0 %— igual a 2/ log x. Pero si comparamos
el grafico de la funcién z/logz con el de 7(x), ve-
mos que aunque la funcién x/logz cualitativamen-
te refleja el comportamiento de 7(z), ciertamente
no concuerda con ella lo suficiente para explicar la
suavidad de la tltima:

6000 ( )
(X
5000 -
4000 - i
lo
3000 8
2000
1000
T
1 1 1 1 1 >
0 10000 20000 30000 40000 50000
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Asi pues es natural buscar mejores aproxima-
ciones. Si miramos de nuevo nuestra tabla de pro-
porciones de z a w(z), encontramos que esta propor-
cion es casi exactamente log x — 1. Con célculos maés
cuidadosos y con datos mas detallados sobre 7 (z),
Legendre ® encontré en 1808 que una aproximacién
particularmente buena se obtiene si en lugar de 1
restamos 1,08366 de logx, es decir

m(x) =~ :c
logx — 1,08366

Otra buena aproximacién a 7(x), que fue primera-
mente dada por Gauss, se obtiene tomando como
punto de partida el hecho empirico de que la fre-
cuencia de los nimeros primos en la proximidad de
un numero grande x es casi exactamente 1/logz.
De aqui que el nimero de nimeros primos hasta
x debiera ser aproximadamente dado por la suma
logaritmica

1 n 1 1
~ log?2

L -
() log 3 + log x

of the prime number theorem, Amer. Math. Monthly, 80 (1973)
599-615.

5A. M. Legendre, Essai sur la theorie des Nombres, segunda
ed., Paris, 1808, p. 394.

0, lo que es esencialmente lo mismo © por la integral

logaritmica
1
Li(z) = / — dt.
2 10gt

Si comparamos ahora el grafo de Li(z) con el
de 7(x), vemos que en los limites de aproximacién
de nuestro dibujo, las dos figuras coinciden exacta-
mente.

No merece la pena mostrar también la grafica
de la aproximacion de Legendre, pues en el rango
del grafico es incluso una mejor aproximacién de

m(x).
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Hay otra aproximacién que deseo mencionar.
Las investigaciones de Riemann sobre los ntme-
ros primos sugieren que la probabilidad de que un
numero grande x sea primo seria incluso mas préxi-
ma a 1/logx si se contaran no sélo los nimeros
primos sino también las potencias de los primos,
contando el cuadrado de un primo como la mitad
de un primo, el cubo de un primo como un tercio
de un primo, etc. Esto conduce a la aproximacion

() + %77(\/3_6) + éw(%) b= Ti(x)

0, de manera equivalente 7
1 1
7(x) = Li(z) — 3 Li(v/z) — 5 Li(¥z) — - -

6Mas precisamente
Ls(z) — 1,5 < Li(z) < Ls(z),
esto es, la diferencia entre Li(z) y Ls(z) estd acotada. Debemos
también mencionar que la integral logaritmica es a menudo defini-
da como el valor principal de Cauchy
n / roodt )
1-¢ IOgt ’

/w dt ) /1—5 dt
p- e = hm( —
o logt DEF e—0\], logt

pero esta definicién difiere de la dada en el texto sélo por una
constante.

Li(z) =v

"Los coeficientes se forman como sigue: el coeficiente de Li( ¥/x)
es +1/n si n es el producto de un nimero par de primos distintos,
—1/n sin es el producto de un niimero impar de primos distintos,
y 0 si n contiene factores primos multiples.
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En honor de Riemann la funcién en el lado dere-
cho de esta férmula se denota por R(z). Representa
una aproximacién sorprendentemente buena a 7w (z),

como muestran los siguientes valores

x m(x) R(z)
100.000.000 5.761.455 5.761.552
200.000.000  11.078.937  11.079.090
300.000.000  16.252.325  16.252.355
400.000.000  21.336.326  21.336.185
500.000.000  26.355.867  26.355.517
600.000.000  31.324.703  31.324.622
700.000.000  36.252.931  36.252.719
800.000.000 41.146.179 41.146.248
900.000.000 46.009.215  46.009.949

1.000.000.000  50.847.534  50.847.455

Para aquellos en la audiencia que conocen algo
de la Teoria de Funciones, quizas deba anadir que
R(z) es una funcién entera de logz, dada por la
serie de potencias rdpidamente convergente

B > 1 (log )™
R<x)_1+;nC(n+l) nl
8

donde ¢(n + 1) es la funcién zeta de Riemann®.

En este punto debo senalar que las aproxima-
ciones de Gauss y Legendre a 7(x) fueron obtenidas
sélo empiricamente, y que incluso Riemann aunque
fue conducido a la funcién R(z) por consideraciones
tedricas nunca probé el teorema de los niimeros pri-
mos. Esto fue primeramente conseguido en 1896 por
Hadamard e (independientemente) por de la Vallée
Poussin. Sus demostraciones se basan en el trabajo
de Riemann.

Siguiendo con el tema de la predictabilidad de
los niimeros primos quisiera dar unos pocos ejem-
plos nimericos mas. Como ya hemos mencionado la
probabilidad de que un ntimero del orden de magni-
tud x sea primo es aproximadamente igual a 1/ log x,
esto es, el niimero de primos en un intervalo de lon-
gitud a préximo a x debiera ser aproximadamente

8Ramanujan ha dado las siguientes formas alternativas de esta

Y i (logz)t dt
R(w) = /0 to(t+ )C(E+ 1)

(¢(s) es la funcién zeta de Riemann y I'(s) la funcién gamma)
4

2,2 6
R 2 RN = .3 .5
(™) W(BQ‘T+3B4:” teet T )

funcién:

= g(12:5—&—409034- @x‘r’ +)
s 5
(donde By es el k-ésimo nimero de Bernoulli y el simbolo = sig-
nifica que la diferencia de los dos miembros tiende a 0 cuando z
crece a infinito). Ver G. H. , Ramanujan: Twelve Lectures on Sub-
Jjects Suggested by His Life and Work, Cambridge University Press,
1940, Chapter 2.

a/log x, al menos si el intervalo es lo suficiente gran-
de para hacer las estadisticas razonables, pero pe-
queno en comparacién con x. Por ejemplo, espera-
mos encontrar alrededor de 8142 primos en el inter-
valo entre 100 millones y 100 millones més 150,000
ya que
150,000 150,000
log(100,000,000)  18,427...

De acuerdo con esto la probabilidad de que dos
numeros aleatorios cercanos a x sean ambos pri-
mos es aproximadamente 1/(logz)2. Por tanto si
uno pregunta cudntos primos gemelos (esto es, pa-
res de primos que difieran en dos unidades, como
11y 13 0 59 y 61) hay entre x y = + a, podemos
esperar que sean a/(logr)2. De hecho, debemos es-
perar algo mas, puesto que el hecho de ser n primo
cambia ligeramente la probabilidad de que n + 2 lo
sea (por ejemplo, n + 2 es ciertamente impar). Un
argumento heuristico facil ® nos dice que el nime-
ro esperado de primos gemelos es C - a/(logz)? en
el intervalo [z, + a] donde C' es una constante
cuyo valor es alrededor de 1,3 (mdas exactamente:
C=1,3203236316. .. ). Por tanto entre 100 millones
y 100 millones méas 150,000 debe haber alrededor de
150,000 ~ 584

(18,427)2
pares de primos gemelos. Presentamos ahora datos
calculados por Jones, Lal y Blundon '° dando el
numero exacto de primos y primos gemelos en este
intervalo, asi como en varios intervalos de la misma
longitud alrededor de mayores potencias de 10:

~ 8142.

(1,32...)

9Bs éste: La probabilidad de que en un par (m,n) escogido al
azar ambos m y n cumplan que son Z 0 (mdéd p) es obviamente
[(p — 1)/p)?, mientras que para un nimero al azar n, la proba-
bilidad de que n y n + 2 sean ambos Z 0 (mdd p) es 1/2 para
p =2y (p—2)/p para p # 2. Por tanto la probabilidad para
que n'y n+ 2 médulo p sean primos gemelos difiere por un factor
p—2  p°

p (-1

pondiente probabilidad para dos nimeros independientes m y n.
En conjunto, hemos mejorado por tanto nuestras probabilidades
en un factor

c=2 I -2
p?—2p+1

para p # 2y 2 en el caso de p = 2 de la corres-

=1,32032.
p>2,p primo
Para una presentacién maés cuidadosa de este argumento, ver
Hardy y Wright An Introduction to the Theory of Numbers, Cla-
rendon Press, Oxford. 1960, § 22.20 (p. 371-373).
10y, F. Jones, M. Lal, y W. J. Blundon, Statistics on certain
large primes, Math. Comp. 21 (1967) 103-107.
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NUMEROS | PRIMOS
INTERVALOS PRIMOS GEMELOS
es— en— es— en—
pe— con— pe— | con—
ra— tra— ra— tra—
dos dos dos dos
(100 000 000,
100 150 000) 8142 | 8154 584 601
(1000 000 000,
1000150 000) 7328 | 7242 461 466
(10000 000 000,
10000 150 000) 6514 | 6511 374 389
(100 000 000 000,
100000 150 000) 5922 | 5974 309 276
(1000 000 000 000,
1000 000 150 000) 5429 | 5433 259 276
(10000 000 000 000,
10000 000 150 000) 5011 | 5065 221 208
(100000 000 000 000,
100000 000 150 000) 4653 | 4643 191 186
(1000 000 000 000 000,
1000000 000 150 000) 43431 4251 166 161

Como puede verse, el acuerdo con la teoria es
extremadamente bueno. Esto es especialmente sor-
prendente en el caso de los primos gemelos, puesto
que todavia no se ha podido probar que existan in-
finitos de tales parejas de primos, menos ain que se
distribuyan de acuerdo con la ley conjeturada.

Quiero dar una ultima ilustracién de la predic-
tabilidad de los niimeros primos, el caso de las la-
gunas entre niimeros primos. Si se miran las tablas
de primos, se encuentran a veces intervalos inusual-
mente largos, por ejemplo entre 113 y 127, que no
contienen primos. Sea g(z) la longitud del mayor in-
tervalo libre de primos o laguna hasta x. Por ejem-
plo la mayor laguna hasta 200 es el intervalo desde
113 hasta 127 mencionado antes, de manera que
9(200) = 14. Naturalmente el nimero g(z) crece
muy erraticamente, pero un argumento heuristico
sugiere la férmula asintética !

g(x) ~ (logx).

En la siguiente grafica podemos ver lo bien que la
funcién g(x), tan salvajemente irregular, se ajusta
al comportamiento esperado.

Hp, Shanks, On maximal gaps between successive primes,
Math. Comp. 18 (1964) 646-651. El gréfico de g(x) se obtuvo de las
tablas encontradas en los siguientes articulos: L. J. Lander and T.
R. Parkin, On first appearance of prime differences, Math. Comp.
21 (1967) 483-488, R. P. Brent, The first occurrence of large gaps
between successive primes, Math. Comp. 27 (1973) 959-963
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Hasta ahora he documentado mejor mi afirma-
cion sobre el orden de los primos que mi afirmacién
sobre su desorden. Ademés, tampoco he cumplido la
promesa hecha en mi titulo de mostrarles los prime-
ros 50 millones de primos, solamente he mostrado
unos pocos miles. Por esto aqui muestro un grafi-
co de 7m(x) comparado con las aproximaciones de
Legendre, Gauss y Riemann hasta 10 millones '2.
Puesto que estas cuatro funciones estan tan proxi-
mas que sus graficos son indistinguibles al ojo —
como ya vimos en el dibujo hasta 50,000— he dibu-
jado solamente las diferencias entre ellas:

0<x<1 000000000

FiGUurA 7

Las oscilaciones de la funcién R(z) — 7(x) se
hacen mas y mas grandes, pero incluso para estos
valores, casi inconcebiblemente grandes de x, nunca

B
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m(x)+2004 l \.
| Gauss
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7 (x)—100H
Ficura 6

Este gréfico, pienso, muestra en lo que se mete
la persona que decide estudiar Teoria de Niimeros.
Como puede verse, para = pequenos (hasta aproxi-
madamente un millén) la aproximacién de Legendre
x/(log x — 1,08366) es considerablemente mejor que
la de Gauss Li(x), pero despues de 5 millones Li(x)
es mejor, y puede probarse que Li(z) sigue siendo
la mejor cuando z crece.

Pero hasta 10 millones hay sélo unos 600 mil
nimeros primos; para mostrarles los prometidos 50
millones de primos, tengo que llegar no a 10 mi-
llones: tengo que subir hasta los 1000 millones. En
este rango el grafico de R(x) — m(z) aparece como
sigue'?:

12105 datos para este grafico estdn tomados de las tablas de
numeros primos de Lehmer (D. N. Lehmer, List of prime numbers
from 1 to 10,006,721, Hafner Publishing Co., New York, 1956).

Lfste y el siguiente grafico estan hechos usando los valores
de 7(z) encontrados en D. C. Mapes, Fast method for computing
the number of primes less than a given limit, Math. Comp. 17,

superan unos pocos cientos.

En conexién con estos datos debemos mencio-
nar aun otro hecho sobre el nimero de niimeros pri-
mos 7(z). En la figura hasta 10 millones, la aproxi-
macion de Gauss era siempre mayor que 7(x). Esto
sigue asi hasta mil millones, como puede verse en la
figura 8 en la pédgina siguiente (donde estos datos se
dibujan en una escala logaritmica).

Seguro que esta grafica nos da la impresién de
que con z crecientes las diferencias Li(z) — () cre-
cen continuamente hasta infinito, esto es que la in-
tegral logaritmica de forma consistente sobreestima
el nimero de primos hasta = (esto estarfa de acuer-
do también con la observacién de que R(z) es una
aproximacién mejor que Li(z), puesto que R(x) es
siempre menor que Li(x)). Pero esto es falso: puede
probarse que existen puntos donde la oscilaciones

(1963), 179-185. En contraste con los datos de Lehmer usados en
los graficos previos, estos valores fueron calculados mediante una
férmula para 7(z) y no contando los primos hasta z.



8 DON ZAGIER

2000

1000

500

200

L
70 100

X (en millones)

1 Il Il Il Il Il Il
OO10 20 30 50 200 500 1000

FIGUurA 8

de R(x) — w(x) son tan grandes que m(z) de hecho
llega a ser mayor que Li(x). Hasta ahora no se ha
encontrado ningin tal ndmero, y quizas nunca lle-
gue a encontrarse uno, pero Littlewood probd que
existen y Skewes ' probé que hay uno que es menor
que

1010
(un numero del que Hardy dijo una vez que seguro
que era el mayor que haya sido utilizado con un
propésito definido en mateméticas). En cualquier
caso, este ejemplo muestra qué imprudente puede
resultar fundamentar conclusiones sobre los primos
tan solo en datos numéricos.

En la dltima parte de mi conferencia quisiera
hablar sobre algunos resultados tedricos sobre 7 (z)
para que no se vayan con la sensacién de haber vis-
to sélo matematica experimental. Un no iniciado
ciertamente pensaria que la propiedad de ser primo
es demasiado aleatoria para que nosotros podamos
probar algo sobre ella. Esto fue refutado ya hace
2200 anos por Euclides, quien probé la existencia de

l4g, Skewes, On the difference w(x) — Li(z) (I) J. London Math.
Soc. 8, (1933), 277-283. La demostracién de Skewes de esta cota
supone la validez de la hipétesis de Riemann que discutiremos més
adelante. Veintidos afios més tarde (On the difference 7(x) — Li(x)
(II), Proc. London. Math. Soc. (3) 5, (1955), 48-70) probé sin usar
la hipétesis de Riemann que existe un = menor que la cota (més

grande adn)
0964

1
1010
para el cual w(x) > Li(z). Esta cota ha sido disminuida a

0529,7
10!

por Cohen y Mayhew y a 1,65 x 101165 por Lehman (On the dif-
ference mw(x) — Li(x), Acta Arithm. 11, (1966), 397-410). Lehman
muestra incluso que hay un intervalo de al menos 10°%° nimeros
entre 1,53 x 101165 y 1,65 x 101165 donde 7(x) supera a Li(z).
Como consecuencia de su investigacidn, parece probable que haya
un nimero préximo a 6,663 x 1037° donde 7(x) > Li(x) y que no
existe ningtin nimero menor que 1029 con esta propiedad.

infinitos primos. Su argumento puede ser formula-
do en una frase: Si s6lo hubiera un nimero finito de
primos, entonces multiplicindolos todos y suman-
do 1, obtendriamos un nimero que no es divisible
por ningun primo, y eso es imposible. En el siglo
XVIII, Euler prob6 més, que la suma de los inversos
de los ntmeros primos diverge, es decir, eventual-
mente excede cualquier niimero dado previamente.
Su demostracion, que es también muy simple, usa
la funcién
C(s)zl—i—%%—%—%“-,

cuya importancia en el estudio de 7 (z) fue comple-
tamente reconocida s6lo mas tarde, con el trabajo
de Riemann. Es divertido senalar que, aunque la
suma de los inversos de todos los primos es diver-
gente, esta suma sobre todos los primos conocidos
(digamos que los primeros 50 millones) es menor
que cuatro '°. El primer resultado importante en
la direccién de la teoria de los nimeros primos fue
probado por Chebyshev en 1850.'° Probé que para
x suficientemente grande

0,80—— < m(z) < 1,11—
log

logx’

es decir, el teorema de los nimeros primos es correc-
to con un error relativo de a lo més el 11 %. Su de-
mostracién usa los coeficientes binomiales y es tan
bonita que no puedo resistir al menos bosquejar una
versién simplificada de la prueba (con constantes un
poco peores).
En una direccién probaremos
m(z) < 1,7——.
log
Esta desigualdad es valida para z < 1200. Suponga-
mos por induccién que ha sido probada para x < n
y consideremos el coeficiente binomial central

()

15ya que (como conjeturé Gauss en 1796 y probé Mertens en
1874)

Z 1 loglogz + C + (),

p<z
donde e(z) — 0 cuando z tiende a infinito y C' ~ 0,261497 es
una constante. Esta expresién es menor que 3,3 cuando = = 10,
incluso para z = 108 es todavia menor que 4.

16p, L. Chebyshev,Recherches nouvelles sur les nombres pre-

miers, Paris, 1851, C. R. Paris 29, (1849), 397-401, 738-739. Una
presentacién moderna (en alemén) de la prueba de Chebyshev pue-
de verse en W. Schwarz, Einfiihrung in Methoden und Ergebnis-
se der Primzahltheorie BI-Hochschultaschenbuch 278 /278a, Mann-
heim 1969, Chapt. I1.4, p. 42-48.
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Puesto que

2% = (1+1)*
() () () )

este coeficiente es a lo mas 22", Por otro lado

(20) - (@n—-1)--(n+2) - (n+1)

2n\  (2n)!
n) (n)?2
Cada primo p menor que 2n aparece en el numera-

dor, pero ciertamente ningin p mayor que n puede
aparecer en el denominador. Por tanto

2n
n
es divisible por cada primo entre n y 2n:
2n
IT »[ ()
n

n<p<2n
Pero el producto tiene 7(2n) — w(n) factores, cada
uno mayor que n, as{ que obtenemos

2n < 92n
n

n-(n—1)---2-1

nﬂ'(Zn)fﬂ(n) < H p <

n<p<2n

0, si tomamos logaritmos

2nlog?2 n
2n) — 1,39 .
m(2n) —m(n) < logn s logn

Por induccién, el teorema es valido para n, asi que
m(n) < 1,7(n/logn), y sumando estas relaciones
resulta

300" <1720

2
m(2n) logn 7 log(2n)’

(n > 1200).

Entonces el teorema es valido para 2n. Puesto que

a@2n+1) < 7(2n)+1<309—— +1<
logn
2n+1
—_— > 1200
“log(2n+ 1)’ (n )

es también valido para 2n + 1, completando la in-
duccion.

Para la cota en la otra direccion, necesitamos un
lema sencillo que puede probarse facilmente usando

la bien conocida férmula para la potencia de p que
divide a n!'":

Lema. Sea p un primo. Si p*? es la mayor potencia
de p que divide a (Z), entonces
P’ < n.

Corolario. Cada coeficiente binomial (Z) satisface

<Z> — I <.

p<n
Si sumamos las desigualdades del corolario pa-
ra todos los coeficientes binomiales con un n fijo,

encontramos
n

2" =(1+1)" =) (Z) <(n+1)-n™
k=0
y tomando logaritmos
(n) > nlog2 log(n + 1)

logn

logn
n

2 (n > 200)
3logn’ " '

Para terminar, quisiera decir unas pocas pala-
bras sobre el trabajo de Riemann. Aunque Riemann
nunca probd el teorema de los niimeros primos, hizo
algo que de alguna forma es mucho mas sorprenden-
te —descubrié una férmula exacta para 7(z). Esta
férmula tiene la forma

w(@) + g (VE) + 5m(VE) 4 = Li(a) — 3 Li(a?)

7a mayor potencia de p que divide a n! es p*, donde

o= 2]+ [

y |z] es el mayor entero < x. Asi en la notacién del lema
n k n—k
w= (- - 15D
Sty P P
Cada sumando en esta suma es o bien 0 6 1 y desde luego es 0

para r > (logn/logp) (puesto que entonces |n/p” | = 0). Asi pues
vp < (logn/logp), de donde sigue la afirmacién.
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donde el indice de la suma recorre las raices de la
funcién ((s)'®. Estas raices (aparte de los llamados
ceros triviales o = —2, —4, —6, ..., que aportan una
contribucién despreciable a la férmula) son nimeros
complejos cuyas partes reales estan entre 0 y 1. Las

primeras diez de ellas son como sigue!”:
01 = % + 14,1347251¢ 0, = % — 14,1347254
02 = % + 21,022040¢ 09 = % —21,0220404¢
03 = % + 25,010858 ¢ 03 = % — 25,010858 %
04 = % + 30,424876 ¢ 04 = % — 30,424876 ¢
05 = % + 32,935062 ¢ 05 = % — 32,935062 %

Es facil probar que con cada raiz aparece su com-
pleja conjugada. Pero que la parte real de cada raiz
sea exactamente 1/2 no estd todavia probado: es-
ta es la famosa hipétesis de Riemann, que tendria
importantes consecuencias para la Teoria de Nime-
ros?’. Ha sido verificada para 7 millones de raices.

1814 definicién de ¢(s) como
1 1
14+ > + = 4.

dada anteriormente tiene sentido sélo cuando s es un nimero com-
plejo cuya parte real es mayor que 1 (puesto que la serie converge
s6lo para estos valores de s) y en este dominio ((s) no tiene ceros.
Pero la funcién ¢(s) puede ser extendida a una funcién para to-
dos los nimeros complejos s, de manera que tiene sentido hablar
de sus raices en todo el plano complejo. El modo més sencillo de
extender la definicién de ((s) al menos al semiplano Re(s) > 0 es
usar la identidad

2 1 1 11 = (=1t
(152600 = trgergor =2 gt) =
n=

que es vélido para Re(s) > 1, y observar que la serie de la derecha
converge para todo s con parte real positiva. Con esto, las raices
interesantes de la funcién zeta, es decir, las raices ¢ = 3 + iy con
0 < B < 1, pueden ser caracterizadas en una forma elemental por
las dos ecuaciones

el n—1 el n—1

Z % cos(ylogn) =0, Z % sen(ylogn) =0

n=1 " n=1 n
La suma sobre las raices g en la férmula de Riemann no es abso-
lutamente convergente y por tanto debe ser sumado en un orden
conveniente (es decir, de acuerdo con los valores absolutos de Im(p)
crecientes).
Finalmente, debo mencionar que, aunque Riemann afirmé la
férmula para 7(z) correctamente en 1859, no fue probada hasta
1895 (por Von Mangoldt).

19Bstas rafces fueron calculadas ya en 1903 por Gram (J. P.
Gram, Sur les zeros de la fonction ((s) de Riemann, Acta Math.,
27, (1903), 289-304). Para una bonita presentacién de la teoria de
la funcién zeta de Riemann, ver H. M. Edwards, Riemann’s zeta
function, Academic Press, New York, 1974.

20, particular la hipétesis de Riemann implica (y de hecho
es equivalente a la afirmacién) que el error de la aproximacién de
Gauss Li(z) a w(z) es a lo més una constante por z'/2logz. En la

Con la ayuda de la funcién de Riemann R(z)
introducida antes podemos escribir la férmula de
Riemann en la forma

m(z) = R(z) — Y _ R(a")

La k-ésima aproximacién a w(z) que proporciona
esta formula es la funcion

Rk(x) = R(l‘) + Tl(x) + TQ(.T) +---+ Tk(x),
donde T}, (z) = —R(x?") — R(x®%) es la contribucién
del n-ésimo par de raices de la funcién zeta. Para
cada n la funcién 7T, (x) es una funcién oscilante y

suave de z. Las primeras son como sigue?!:

FiGura 9

Ficura 10

FIiGura 11

actualidad no es ni siquiera conocido si este error es menor que z¢
para alguna constante ¢ < 1.

2lpgte y los siguientes graficos estan tomados de H. Riesel y
G. Gohl, Some calculations related to Riemann’s prime number
formula, Math. Comp., 24, (1970), 969-983.
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Por tanto Ry(x) es también una funcién suave
para cada k. Cuando k crece, estas funciones apro-
ximan a 7(x). Aqui, por ejemplo, estan los graficos
de las aproximaciones décima y veintinueveava,
5 -
| | l;
0 50 100

FIGURA 19
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si comparamos estas curvas con el grafico de m(z) Espero que con éste y los otros graficos que les
hasta 100 (p. 9) obtenemos el siguiente grafico: he mostrado, les haya comunicado una cierta impre-

sién de la inmensa belleza de los ntimeros primos y
de las infinitas sorpresas que guardan para nosotros.

Traducido por J. Arias de Reyna, febrero 2003.



