Capitulo 7

Teoria Combinatoria de Numeros

La Teoria combinatoria de niimeros se ocupa de aquellos problemas de la teoria
de ntimeros con mayor sabor combinatorio. El matemético més representativo de este
area ha sido sin duda el matematico hiingaro Paul Erdés. No sélo planteo infinidad
de problemas, algunos de ellos imprescindibles para entender las matematicas del
Siglo XX, sino que desarrollo teorias, novedosas en su dia, que hoy son parte habitual
de las herramientas usadas en esta disciplina. El método probabilistico es un buen
ejemplo de ello.

. Qué podemos decir acerca del tamarnio de un conjunto A C [1, N] de enteros
con la propiedad de que sus elementos no satisfacen una ecuacién determinada?

La respuesta a esta pregunta para cada una de las siguientes ecuaciones repre-
senta un problema central en la teoria combinatoria de ntimeros.
l.x4+y=22 (Conjuntos sin progresiones aritméticas)
2. o+ty=z+w (Conjuntos de Sidon)
J.x4+y==z (Conjuntos libres de sumas )
Uno de los resultados mas representativos de la teoria combinatoria de niimeros
es el siguiente.

Definicion 7.0.1. Decimmos que una sucesion infinita de enteros A tiene densidad

(asintotica inferior) positiva si liminf, ASC) > 0.

Por ejemplos la sucesion de los primos es un ejemplo de sucesién de densidad
cero. La sucesién de los enteros positivos libres de cuadrados es un ejemplo de
sucesi’on de densidad positiva, concretamente de densidad 6/m?.
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El siguiente teorema, que no demostraremos aqui afirma lo siguiente respecto
a la ecuacion 1) de arriba.

Teorema 7.0.2 (Roth, 1970). Si A es una sucesion con densidad positiva entonces
contiene 3 términos en progresion aritmfica.

Erdés conjeturd que lo mismo deberia ser cierto para progresiones aritméticas
de longitud k, fuera quien fuera k. Esto fue confirmado finalmente por E. Szemeredi.

Teorema 7.0.3 (Szemeredi, 1976). Para todo k > 3, si A es una sucesion con
densidad positiva entonces contiene k términos en progresion aritmética.

De otra manera, una sucesién con densidad positiva contiene progresiones
aritméticas arbitrariamente largas.

Aunque el Teorema de Szemeredi no se aplicar a la sucesién de los ntimeros
primos (por tener densidad cero), B. Green y T. Tao demostraron este resultado
para la sucesién de los primos.

Teorema 7.0.4 (Green-Tao, 1998). La sucesidn de los primos contiene progresiones
aritméticas arbitrariamente largas.

Los resultados comentados anteriormente son demasiado dificiles como para
incluir en este curso sus demostraciones.

7.1. Conjuntos de Sidon

7.1.1. Preliminares

Dado un grupo G decimos que A C G es un conjunto de Sidon si todas las
diferencias a — @’ : a,a’ € A son distintas. Representaremos por r4(x) y da(x) al
numero de representaciones de n de la forma
(7.1) r = a+d, aad €A

= a—d, adcA
respectivamente.

Un conjunto de Sidon es por tanto aquel tal que da(x) < 1 para todo = €
G, = # 0 o de otra manera, aquel tal que r4(x) < 2 para todo x € G.

De manera mas general, dados dos conjuntos A, B, definimos 74, g(x) como el
nimero de representaciones de x de la forma x =a+0b, a € A, b€ B.
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Se define el conjunto suma de dos conjuntos A y B como
A+B={a+b: a€ A, be B}.
De manera mas general se define
Al +- 4+ Ae={a+-+ar: a; € A}
Los conjuntos productos se definen de manera analoga.

Observemos que

(7.3) S rassle) = 4]|B]

x

ya que
> rass@) = D #{(a,b), a+b=x, ac A be B}
= #{(a,b), a € A, be B} = |A||B|

Recientemente se ha acunado el término energia aditiva de A y B para la suma
(7.4) Y s =Y raca(@)re-p(@).

La igualdad es debido a que la suma ) %, z(z) cuenta el nimero de cuadruplas
(a,b,d’,b) tales que a +b = a’ + ¥, que coincide con el nimero de cuadruplas tales
que a —a’ = b’ — b, que es precisamente el valor de la suma ) _74_a(x)rp_p(x).

En el caso A = B, las identidades (7.3) y (7.4) se traducen simplemente en

> rara(®) = 3, racale) = [APy 32, rha(z) = 22, 7%_a(2). Recuperando la
notacién anterior, r4 =ra14 y da = ra_4, tenemos

(7.5) D ralz) = D dalx) =AP
(7.6) d i) = D di(x).

7.1.2. Cotas superiores

La cota superior mas ingenua para el tamano de un conjunto de Sidon A C
[1, N] es consecuencia de la observacién

AP =da(0)+ > da(n) < |A]+2N -2,
1<|n|<N-1

de donde
|A] < V2N +1/2.
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Teorema 7.1.1. Si A C [1, N] es un conjunto de Sidon entonces

|A] < NY2 4 NY* 1 1/2.
Demostracion. Sea B = [0,1] con | = |/n(]A| —1)]. Utilizando (7.3), (7.4) y la
desigualdad de Cauchy obtenemos

(1Al B)* = ( > TA+B(n)> < |A+B|Y  rhip(n) = [A+B] Y raa(n)rp-p(n).

neA+B

La ultima suma esta acotada por

raca(O)ra_p(0) + 3 rp_p(n) < |AIB| + B - |BI.

n#0
De donde
Al -1
AP < |A+B (1+
|B|
Al -1
< (N+D[1
< +>( T
N(|A] -1
< N+Z+M+|A|—1
[+1

< N+2yN(4] —-1)+ A -1
BN
Por lo tanto |A| — /N < y/|A| — 1. Escribiendo |A| = VN +¢NY/*41/2 y elevando

al cuadrado tenemos ¢2v/'N + cN'V* +1/4 < /N 4+ c¢NY* —1/2, que no se satisface
sic>1. ]

En la siguiente seccién veremos que el término N'/2 en esta cota superior es
optimo.

7.1.3. Conjuntos de Sidon. Construcciones.

La construccion mas ingenua de un conjunto de Sidon consiste en empezar con
a1 =1, ay = 2, y una vez construidos a, . .., a,_1, anadir el menor entero positivo
a, tal que a, # a; —a; +ai, 1 < 7,5,k < n — 1. Los primeros términos de esta
sucesion, conocida como sucesion de Mian-Chowla, son los siguientes:

1,2,4,8,13,21,31, 45,66, 81,97, 123, 148, 182, 204, 252, 290...
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Se desconoce como crece realmente esta sucesion aunque como a lo més hay
(n — 1) enteros prohibidos para a,, siempre es cierto que a, < (n — 1) + 1, lo que
nos permite seleccionar un conjuno de Sidon en {1,...,n} con n'/3 elementos por
lo menos.

Una construcciéon més densa se basa en el hecho de que el conjunto de los
primos es un conjunto de Sidon multiplicativo; es decir, todos los productos pq son
distintos.

Teorema 7.1.2. Dado un primo q y una raiz primitiva g (méd q), el conjunto

A={x: ¢*=p (mddq), para algin primo p < \/q}

V4
2logq”

es un conjunto de Sidon en Zq—; de tamano |A| = 7(\/q) ~

Demostracion. Supongamos que z1+2y = x3+x4 (mdéd g—1) para xq, z9, 13,24 € A.
Entonces existiran primos p; < /g tales que g* = p; (méd q), 7 = 1,2,3,4. Eso
implica que ¢g“'**2 = ¢*3t (mdéd q) y ppor tanto p1ps = pspy mdd g. Pero como
1 < pipe, p3ps < @, lo que tenemos es una igualdad entre enteros: pips = p3ps,

asi que {p1,p2} = {ps, ps} por ser los p; primos. ]

La rica estructura de algunos grupos nos va a permitir construir los conjuntos
finitos de Sidon mas densos que se conocen.

En las tres construcciones que presentamos a continuacién p es siempre un
primo impar y g es una raiz primitiva en F,. Los tres ejemplos se pueden representar
graficamente (ver figuras méas adelante) y el lector puede recrear su vista observando
que no existen cuatro puntos formando un paralelogramo.

La construccion del ejemplo 3, en particular, nos permitird construir, después
de unas observaciones sencillas, un conjunto de Sidon en {I,...,n} con ~ n!'/2
elementos.

Ejemplo 7.1.3. El conjunto de Sidon mds sencillo que se conoce es el conjunto de

p elementos
A={(z,2*), * € Z,} CZ, X Zp.

Ejemplo 7.1.4. A Golomb se debe el conjunto de Sidon de p — 2 elementos
A= {(SL’,y), gz +gy = 1} - prl X prl'
Ejemplo 7.1.5. Welch descubrio el conjunto de Sidon de p — 1 elementos

A={(z,¢°),0<x<p—1} CZ, 1 X Zp.
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Dejamos como ejercicio comprobar que los tres conjuntos de los ejemplos an-
teriores son de Sidon.

L Lip—1 Ly
Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3

Los isomorfismos entre grupos transforman conjuntos de Sidon en conjuntos
de Sidon. Es decir, si ¢ : G — G’ es un isomorfismo entre los grupos G y G', y A
es un conjunto de Sidon en G entonces el conjunto ¢(A) = {¢(a), a € A} es un
conjunto de Sidon en G’. Basta observar que

d(a) + o(b) = op(c) + ¢(d) = dla+b—c—d)=0
y por lo tanto a + b = ¢+ d. Pero como a, b, ¢, d pertenecen a un conjunto de Sidon

entonces {a, b} = {c, d}, por lo que {#(a), p(b)} = {o(c), p(d)}.

En particular, el isomorfismo natural ¢ : Z,_1 X Z, — Z—1), definido por
#(a,b) = x donde x es el elemento de Z,_1), tal que x = a (méd p —1) y x = b
(méd p), transforma, mediante el teorema chino del resto, el conjunto de Sidon del
ejemplo 3 en el conjunto de Sidon

(7.7) A={p—-1D(@—9g")p+z, 1 <x<p—1} C Zyp-1),
donde (y), es el menor resto positivo congruente con y (méd p).

Aunque hay otras dos construcciones clasicas de conjuntos de Sidon en grupos
de la forma Z,,, ésta, debida a Ruzsa, es la mas sencilla de describir.

Veamos cémo podemos utilizar este conjunto para construir conjuntos de Sidon
en nuestro conjunto original {1,...,n}.

Los enteros en {1,...,m} que representan los elementos de un conjunto de
Sidon en Z,, forman en particular un conjunto de Sidon en {1,...,m}. Como
sabemos de la existencia de conjuntos de Sidon en Z,, con ~ m'/? para valores
particulares de m, por ejemplo para los de la forma m = p(p — 1) con p pri-
mo, buscaremos el primo p; tal que p;(p; — 1) < n < piy1(pic1 — 1). Si llamamos
F(n) =max{|A|, A C[1l,n], A Sidon}, claramente,

F(n) Flpi(pi 1)) _ P

v T \pisi(pi — 1) T pin

—1

>
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por el teorema del niimero primo.

7.1.4. Sucesiones de Sidon infinitas

Nuestro conocimiento sobre las sucesiones infinitas de Sidon es mucho mas
escaso. No se sabe, ni siquiera de una manera aproximada, cual es el crecimiento
mas lento que puede llegar a tener una sucesion de Sidon. Utilizaremos el término
“sucesion de Sidon”para referirnos a conjuntos de Sidon infinitos.

La sucesion de las potencias de dos es una sucesion de Sidon porque claramente
21 + 28 =2 + 2% — {j k} = {j/,k'}. Es natural preguntarse por sucesiones de
Sidon con un crecimiento mas lento, por ejemplo de tipo polinémico.

sPara que valores de k la sucesion A = {n* n > 1} es una sucesién de Sidon?

Seguramente el lector ya haya observado que el problema es equivalente a
decidir si la ecuacion
b +yF = b ok
tiene soluciones no triviales y que entonces es por lo menos tan dificil como el
ultimo teorema de Fermat. Se sabe que para k = 2, 3,4 la ecuacion anterior si tiene
soluciones y se conjetura que no las tiene para £ > 5. Sin embargo no se conoce
ninglin polinomio p(z) para el cual la sucesion A = {p(n), n > 1} sea de Sidon.

La manera de medir el tamano de sucesiones infinitas es por medio de la funcién
contadora de la sucesién, A(n) = [{a < n, a € A}|. A la vista de lo que ya hemos
visto para conjuntos finitos, tenemos que, si A es una sucesion de Sidon, entonces

A(n) < n'? 4l 41,

por lo que parece natural preguntarse si existe alguna sucesién de Sidon A tal que
A(n) > n'/2. Es decir, si existe una sucesion que tenga un crecimiento parecido al
de la sucesién de los cuadrados.

Erdos demostré que no existe tal sucesiéon. Mas concretamente, demostro que
si A es una sucesion de Sidon infinita entonces

A(n)

Iminf ———-— < o0

n—oo  /n/logn

¢Para que valores de « existe una sucesion de Sidon A con A(n) > n*?

Conjetura 7.1.6 (Erdés). Para todo € > 0, existe una sucesion de Sidon A con
A(n) > nz~*.
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La sucesion de Mian-Chowla definida al principio de la seccion 2 satisface
A(n) > n'/3. Ruzsa en 1998 demostré la existencia de una sucesién de Sidon infinita
con

A(n) > nV?> 1700,

Recientemente, el autor de estas notas ha construido de manera explicita una suce-
sién de Sidon infinita del mismo crecimiento que la de Ruzsa. El término o(1) refleja
una cantidad que tiende a cero cuando n tiende a infinito.

7.2. La conjetura de Erd6s-Turan

Es claro que la funcién r4(n) no puede ser constante a partir de un cierto ng
porque si n es de la forma 2a para algin a € A entonces 74(n) es impar mientras
que si n no es de esta forma entonces 74(n) es par. Consideremos entonces la funcién
Ra(n) que cuenta el nimero de representaciones de n de la forma n = a+d/, a,d’ €
A, a <d'. Observar que r4(n) = 2Ra(n)sin €2--- Ay que ra(n) = Ra(n) — 1 si
n € 2 A. ;Existe alguna sucesion infinita de enteros no negativos A tal que R4(n)
es constante para todo n suficientemente grande, pongamos n > ngy?

La respuesta es que no. Los analistas apreciaran sin duda el siguiente argu-
mento de Dirac. Sea la funcién f(z) = > ., 2% |2| < 1. Entonces

(7.8)  f(2) = Z 24 = ZTA(n)z” = QZ R(n)z" — Z 22,

a,a’€A n>0 n>0 a€eA

Si asumimos que Ry(n) = C para todo n > ng, obtenemos la igualdad

z™

1—2’

P+ [E) =2 > Ran)z"+2Y  Ra(n)z" = P(z) +2C

0<n<ng n>no
donde P(z) es un polinomio de grado ng — 1.

Cuando z — —1 la parte de la derecha tiende a P(—1) + C(—1)™ < oo y la
parte de la izquierda diverge ya que f(z) > 0y f(2%) — f(1) = oo, obteniendo una
contradiccion.

Imponer la condicién de que R 4(n) sea constante para n suficientemente gran-
de puede parecer muy exigente y el resultado de Dirac era previsible.

&Y si sélo pedimos, por ejemplo, que 1 < R4(n) < 10007

Aqui es donde hace su apariciéon una de los problemas mds importantes en la
teoria aditiva de nuimeros.
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Conjetura 7.2.1 (Erdds-Turdn). Si R4(n) > 1 para todo n > 1, la funcién Ra(n)
no estd acotada uniformemente en n.

Si algtn lector decide intentar demostrar esta conjetura, deberia hacer primero
los ejercicios 7.7.8 y 7.7.10.

7.3. Bases

Definicion 7.3.1. Se dice que una sucesion de enteros no negativos A es una base
(asintotica) de orden h si todo entero no negativo (suficientemente grande) se puede
escribir como suma de h elementos de A.

Por ejemplo, un resultado clasico de Lagrange dice que la sucesién de los
cuadrados es una base de orden 4. Mas en general, Hilbert demostré el problema
de Waring: para todo k& > 1, existe una constante g de tal manera que la sucesion
{n*: n >0} es una base de orden g.

Otro ejemplo notable es la sucesion de los primos, que despus del teorema de
Harald Helfggot sabemos que son una base de orden 3 para los impares mayores que
5. La conjetura de Goldbach afirma que la sucesion de los primos es una base de
orden 2 para los pares mayores que 2.

Es claro que cuanto mas densa sea una sucesion mas facil es que sea una base.
Por el contrario, si la sucesion es muy densa, méas dificil es que sea una sucesion d
e Sidon o una sucesién Bj. Otra manera de enunciar la conjetura de Erdés Turan
es diciendo que no puede existir una sucesién Bs[g] que sea una base asintética de
orden 2.

Si A es una base de orden h entonces, para todo n, cualquier entero menor o
igual que n se escribe como suma de h elementos de A menores o iguales que n. Como
el nimero de h-tuplas (ai,...,ap), a1 < --- < ap <n, a; € Aes (A("):hfl) > n,
tenemos la desigualdad trivial

(A(n);h— 1) >

de donde
A(n) > (An)Y"(1 4 o(1).

Por otro lado es facil construir bases de orden h con funcin contadora A(n) <
n'/". Considérese por ejemplo la sucesién

h—1
(7.9) A={]J A4
k=0
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donde
Ay = Z €s2°: e, €{0,1}
s=k (méd h), s>0
Para ver que A es una base de orden h observemos que todo entero positivo n puede
escribirse de la forma
n= ZGSQS, es € {0,1}.
s>0

Por lo tanto podeos escribir n como suma de h elementos:
n=ny+---+ np

donde
ng = Z €;2° € A, C A.

s>0
s=k (mdd h)

Dejamos como ejercicio la estimacion del orden de magnitud de A(z).

No es dificil demostrar que una sucesin de Sidon no puede ser una base asintoti-
ca de orden 2. Una conjetura famosa de Erdos afirma que la exitencia de una sucesion
de Sidon que es base asintética de orden 3.

Conjetura 7.3.2 (Erdés). Existen sucesiones de Sidon que son bases asintdticas de
orden 3.

Recientemente ha habido importantes avances en esta direccin. Alain Plagne y
Jean Marc Deshouillers construyeron de manera explcita una sucesin de Sidon que
es base asinttica de orden 7 y posteriormene Sandor Kiss rebajo el orden a 5. De
hecho el orden se ha rebajado a 4 e incluso a 3 + € para todo ¢ > 0. Explicaremos
que queremos decir con esto.

Definicion 7.3.3. Decimos que A es una base asintotica de orden h + € si todo
entero n suficientemente grande se puede escribir de la forma

€
n=a+---+ap+ap, a1 <N, oar, ..., a1 €A

El que escribe estas notas ha demostrado el siguiente teorema.

Teorema 7.3.4. Para todo € > 0 existe una sucesion de Sidon que es una base
asintotica de orden 3 + e.

La demostracién es demasiado complicada para ser incluida en este curso.
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7.4. Conjuntos suma y producto

Es facil ver que si A es una progresion aritmética de nimeros enteros entonces
|A + A| = 2|A| — 1. Un poco mas dificil es ver que las progresiones aritméticas son
los tinicos conjuntos donde se da la igualdad.

Teorema 7.4.1. Si A y B son conjuntos de enteros entonces |A+B| > |A|+|B|—1.
Ademds, la igualdad se da si alguno de los dos conjuntos tiene un solo elemento o
si los dos conjuntos son progresiones aritméticas con la misma diferencia.

Demostracion. Sean ay < --- < a; y by <--- < by los elementos de A y B respecti-
vamente. Es claro que

bl+a1<b1—|—a2<---<b1—|—aj<b2+aj<---<bk+aj.

Entonces tenemos por lo menos j + k — 1 = |A| 4+ |B| — 1 elementos diferentes en
esta coleccion de elementos de A + B.

Para ver el resultado inverso, pongamos las dos sucesiones ordenadas de ele-
mentos de A + B

b1+a1<b1—|—a2<bl+a3<---<b1+aj<b2+aj<---<bk_1+aj<bk+aj
b2—|—a1<b2—i—a2<-~<b2+aj,1<b3—|—aj,1<--~<bk+aj,1

En la primer sucesién ya hay j + k — 1 elementos. Si A + B no tiene mas elementos
que estos, los elementos de la segunda sucesion tienen que estar en la primera.
Pero como b; + a1 y by + a; no pueden estar en la segunda, luego necesariamente
bl +as = b2+&1, Ce bl +asz = bg-'-&z, ceey bl —i—aj = b2+aj,1. Es decir, ;11 —0a; = bg—bl
paratodoi =1,...,j—1. Luego A es una progresion aritmética de diferencia by —b;.
De la misma manera demostramos que B tiene que ser una progresion aritmética de
diferencia as —ay. Pero como as —a; = by — by concluimos que A y B son progresiones
aritméticas de la misma diferencia. ]

Por otra parte el tamano de A+ A es maximo cuando todas las sumas a+a’ son
distinta; es decir, cuando A es un conjunto de Sidon. En ese case |A+ A| = W.

De la misma manera que hemos hecho para los conjuntos suma se puede ver
. .. Al(lAI—1 .
(ver ejercicios) que 2|A| — 1 < |AA| < % y que la cota superior se alcanza
cuando A es una progresion geométrica.

Erdos y Szemeredi conjeturaron que el conjunto suma y el conjunto producto
no pueden ser simultaneamente pequenos. Mas concretamente conjeturaron que para
todo € > 0 se tiene que |[A+ A|+|AA| > |A|*~¢. Este problema est4 atn sin resolver.
El mejor resultado se debe a Solymosi. Es consecuencia inmediata del siguiente
teorema:
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Teorema 7.4.2 (J. Solymosi, 6 de Junio de 2008). Para todo conjunto A de nimeros
reales,

|AA||A + A > AP
8log, |A|
En particular,
) |A‘4/3
max{|A + Al, |AA|} > W

Demostracion. La energia multiplicativa de A se define como
B(A) =Y [{(a,a); ad’ = A2 =Y [{(a,); a/a’ = A}
A A

La igualdad se debe que E(A) cuenta el nimero de cuadruplas (ay, as, as, ay) tales
que ajas = asay, que es igual al nimero de cuadruplas tales que a;/az = ay/as.
Mediante la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

AP =3 H(a,d); ad =N} < |AAM2E(A)Y,

A€AA

obtenemos que

El%
(7.10) B(A) 2 o

Si definimos las rectas [, : y = Ax podemos escribir

E(A) =) IhnAxAP< Y 294 27 < |hin(Ax 4) <2}
A 1<j<log, |A|

Existe entonces un j y un m tales que

E(A)
log, |A|

(7.11) m=#{l: 2 <|LhNn(Ax A)| <2} >27%

Si m = 1 entonces tenemos que
B(A) < 2% log, |A] < [Af log, |A] < |A+ A’ log, |A].

Sim > 1,sean 0 < \; < --- < )\, las pendientes de las rectas correspondientes,
donde hemos anadido la recta y = 0. La observacion clave es que para cada dos rectas
consecutivas ly,, ly,,,, todas las sumas (z,y) + (2',y'), (x,y) € L\,, (2',y) € l\,,, son
distintas (ver dibujo) y ademads todas ellas son distintas de las que se obtienen con
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otras dos rectas consecutivas. Ademads todas las sumas estan en (A+ A) x (A+ A).
Entonces

m—1

(7.12) A+ AP > | Iy, N (A x A) + (I, N (A X A))

=1

(7.13) Z\A (Ax A)

D N (AxA)>(m— 1)22].*2 > m22j/8_

De (7.11) y (7.12) obtenemos
E(A) < 8|A + A log, |A]

que junto con (7.10) nos da la primera afirmacién del teorema.

l>\z‘+1

€(A+A) % (A+ A)

Iy,

A
. . /
Para demostrar la segunda, simplemente observar que si |[A + A| < %
. /
entonces la primera parte del teorema nos da |AA| > %. 0

7.5. Conjuntos libres de sumas

Se dice que un conjunto esta libre se sumas si ningin elemento del conjunto
puede escribirse como suma de dos elementos del mismo conjunto. Por ejemplo el
conjunto de los nimeros impares es un conjunto libre de sumas. El objeto de esta
seccion es demostrar el siguiente teorema

Teorema 7.5.1. Todo conjunto de enteros A contiene un subconjunto S C A libre
de sumas con al menos |A|/3 elementos.
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Demostracién. Metamos A en un Z, con p =1 (méd 3). Para cada = € F, conside-
remos el conjunto xA = {za, a € A} como subconjunto de Z,. Para todo conjunto
I que no contiene al 0, tenemos que

E(|lzANI]) _—ZZJM ZZ ax _—|A||[|

z€F} a€A aEA zEFy

Por lo tanto existe un x tal que [zANT| > = L|A||1].

Vamos a ver que si [ = [E21, 2(p3_ )Y entonces el conjunto S = {a € A, za € I}

es libre de sumas. Es claro que I es libre de sumas en Z,, por lo que zAN I también
lo es.

Si S no fuera libre de sumas, existirian a,a’,a” € S tal que a = a + a’. En
particular, za = xa’ + xa” (méd p), contradiciendo lo dicho anteriormente. ]

7.6. Un problema de Erdos

Decimos que un conjunto A = {1 < a; < --- < a;} es de Erdés si todas las
sumas de elmentos distintos de A son distintas. El conjunto de las potencias de dos
es un ejemplo.

Erdés se pregunté por una cota inferior para a; (en funcién de k). La sucesion
a; = 2071, i = 1,..., k muestra que la cota no puede ser mayor que %2'“. De hecho
se conocen construcciones ligeramente mejores con ay = c2F para algin ¢ < 1/2.
Erdés ha conjeturado que aj, > 2*. La cota inferior que vamos a demostrar aqui es
practicamente lo mejor que se sabe salvo por la constante 3.

Teorema 7.6.1. Si A = {1 < a; < --- < ag} es un conjunto de Erdds entonces
k
Qg Z \3_376

Demostracion. Sea X; la variable aleatoria que toma los valores a; and —a; con
probailidad 1/2. Es claro que E(X;) = 0 y E(X?) = a?. Consideremos la varaible
X=X+ -+ X

k

= ZE(Xin) = ZE(XE) + ZE(XZ'XJ') - Za?

i#j i=1
k
Por una parte es claro que Y, a7 < ka?. Por otra,

E(X?) =) s"P(X =)

S
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donde s recorre todos los posibles valores que puede tomar X. Observar que cada
uno de esos valores se toma con la misma probabilidad 27 (por ser un conjunto de
Erdés) y que todos ellos tienen la misma paridad, pongamos que son todos impares.
Entonces
E(X?) =272 Y (25— 1) >2%/3
1<j<k-1

De las cotas superior e inferior para E(X?) obtenemos la desigualdad. O

7.7. Ejercicios de este capitulo

7.7.1. Demostrar que para todo o, con 0 < o < B < 1 existe una sucesion de
enteros positivos A tal que liminf,_, A(n)/n = « y limsup,,_,., A(n)/n = p.

7.7.2. Demostrar que si A C [1,N] y da(n) < s para todo n # 0 entonces |A] <
(sN)Y2 + (sN)V* +1/2.

7.7.3. Demostrar que si ro(z) < g para todo x € G, grupo abeliano de orden N,
entonces

A< V29— DN 1)+ L.

7.7.4. Encontrar un conjunto de Sidon de 8 elementos en {1,...,35} y demostrar
que no eziste ninguno con 9 elementos.

7.7.5. Para cada primo p =1 (méd 4) definimos 0 < ¢, < 7/4 como el argumento
del entero gaussiano a + bi tal que a®> + b*> = p. Demostrar que el conjuno A =
{[I0N®,], p=1 (méd 4), p < VN} es un comjunto de Sidon en {1,...,N} con
> NY2/log N elementos.

7.7.6. Demostrar que los tres conjuntos descritos en los ejemplos 1,2,3 son de Sidon.

7.7.7. Demostrar que si ¢ : G — G’ es un isomorfismo entre grupos y A es un
conjunto de Sidon en G, entonces ¢p(A) es un conjunto de Sidon en G'.

7.7.8. Demostrar que la conjetura de Erdds-Turan no es cierta en Z (en lugar de

N).

7.7.9. Demostrar que existe un conjunto infinito de enteros A tal que da(n) = 1
para todo entero n distinto de 0.

7.7.10. Demostrar que la conjetura de Erdds-Turan no es cierta si en lugar de ra(n)
consideramos
ri(n)=#{(a,d'): a+2d =n, a,d € A}.

Mads concretamente, utilizar las funciones generatrices para hallar una sucesion A
de nimeros no negativos tal que r’y(n) = 1 para todo n > 0.
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7.7.11. Demostrar que la funcion contadora de la sucesion A descrita en (7.9) sa-
tisface A(z) > x/h.

7.7.12. Demostrar que si A C Z, es un conjunto libre de sumas, entonces |A| <

(p—1)/3.

7.7.13. Sean A y B conjuntos de enteros con mas de un elemento cada uno. De-
mostrar que |AB| > |A| + |B| — 1 y que la igualdad es cierta sdlo cuando A y B son
progresiones geométricas de la misma razon.

7.7.14. Sea A - A ={)a: a € A}. Demostrar que |A+2-A| > 3|A| —2 y que la
igualdad es cierta solo cuando A es una progresion aritmética.



