Capitulo 5

Aproximacion de numeros reales
por racionales

En la antigua Grecia los nimeros tenian un caracter magico y divino. El primer
lugar de la jerarquia lo ocupaban los niimeros enteros. Habia otros sin el mismo grado
de perfeccion, los que se expresan como cociente de dos enteros. En aquellos tiemos
parecia inconcebible que existiera otra clases de nimeros. Cuenta la leyenda que
el primer matemaético que demosttré que la diagonal de un cuadrado de lado 1 no
puede ser el cociente de dos enteros, pagd muy cara su herejia.

Son otros tiempos y podemos empezar este capitulo demostrando que v/2 es
un numero irracional sin ningn tipo de temor.

Teorema 5.0.1. \/§ es irracional.

Demostracidn. Si /2 = a/b entonces 2b% = a?. Pero entonces el exponente de 2 de
la parte izquierda es impar, mientras el exponente de la derecha es par. O]

Después de este sencillo ejercicio a estudiar cémo se aproximan los niimeros
reales por racionales.

5.1. Aproximacion de numeros reales por racio-
nales

Proposicion 5.1.1. Sea 0 real y N un entero positivo. Entonces existe un racional
%, 0 <k <N tal que }9—%‘<ﬁ.
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Demostracion. Si 0 = %, con ¢ < N entonces ‘9 — ’5’ =

Sif = L con g > N 60 es irracional, construyamos los nimeros (mf) =
mf — [mb], m=1,...,N.

Ahora aplicamos el principio del palomar al intervalo [0, 1] dividido en N trozos
de longitud 1/N.

0,1/N), [1/N,2/N),...,[(N —1)/N,1).

Si existe un m tal que (mf) estd en el primer intervalo, tendriamos |mé — [mf)| <
1/N, Dividiendo entre m obtenemos la aproximacién deseada:

ol 1

m mN '

Si no existiera tal m, tendriamos N niimeros en N — 1 intervalos. Luego dos de ellos,
(mf) y (m'f) tendrian que estar en el mismo intervalo, por lo que su distancia seria

menor que 1/N,

|mf — [mb] — (m'6 — [m'0))| < %

Dividiendo entre m — m’ obtenemos el resultado deseado:
0] — [m'é 1
(o) — (0] _

m—m' (m—m/)N"

-
[l

Proposicion 5.1.2. El niumero 6 es irracional si y solo si existen infinitas fracciones

a a 1
7 tales que ‘0— E‘ < =k

Demostracion. Por la proposiciéon anterior sabemos que para cada n existe una

a
fraccién — tal que
bn

1

nb,

a
0— 2| <

a
g_n
o3

1

bo| 02

con b,, < n. Entonces

a
Si s6lo hubiese un ntimero finito de fracciones — cumpliendo dicha propiedad,

a.

una misma fraccion tendrfa lugar para infinitos n: §* = ¢ para infinitos n. Es decir,
n



5.2. IRRACIONALIDAD DE n Y DE EM 3

para infinitos valores de n, y tendriamos que ¢ = 7.

En el otro sentido, supongamos que 6 = ]—), (p,q) = 1, es un racional y que
q
) ) _ _ a ) a 1 1 p a
existen infinitos racionales — tales que si |- — —| < —. Como — < |= — —| para
b b b? bq g b
a
7 #+ b entonces necesariamente tenemos que b < ¢, lo que limita a un ntimero finito
q
a
las posibilidades de los racionales —. O

b

El resultado de la proposicién 5.1.2 puede ser mejorado en el sentido de sus-
tituir [0 — ¢| < 3 por |6 — | < ﬁ El resultado no es cierto para una constante
mayor que v/5 debido a que no lo es para la ra
‘on aurea @

Demostrar que un nimero real es irracional puede constitutir un problema
muy dificil. La siguiente Proposicion nos puede ayudar en algunos casos.

Proposiciéon 5.1.3. Un numero 6 es irracional si y sélo si existen infintas fracciones
Pn/qn tales que |0 — p,/qn| = o(1/qy).

Demostracion. Si g, § son racionales distintos es claro que

‘E_g’ _1Pg=pQl 1
Q@ q Qe — Qq
Por lo tanto para ver que un ntimero 6 es irracional basta con obtener una sucesion
de racionales Tq’—: tales que
=)
——|=o0|l—].
dn dn

5.2. Irracionalidad de 7 y de €™

La estrategia sugerida en la Proposicion 5.1.3 para ver si un numero es irra-
cional no siempre es facil de aplicar. Afortunadamente las propiedades intrinsecas
de ciertos niimeros nos permiten combinarla con otro tipo de argumentos para de-
mostrar que son irracionales.

Teorema 5.2.1. El numero w es irracional.
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. . . n .
Demostracion. Supongamos que 7 es racional, digamos m = — y onsideremos el
m
polinomio p(z) = x(n — mx).

P ()
B

Di (ﬁg)) — Di (%xk(n - mx)k) - % S Yt (n - ma)

T 0<r<k 0<s<k

Veamos primero que D7, ( ) esun enteroen x =0y en x =m.

para clertos enteros a,. .

Sir>0ys >0, entonces 5a, " (n —ma)* seanulaenz =0y enz =7 =
n/m.

Si r = 0, entonces z* ha sido derivado por lo menos k veces y por lo tanto k!
debe dividir a ag s.

Tenemos entonces que 4 ags(n — mx)* es entero en =0y en x = n/m.

Por 1ltimo, si s = 0, a,( serd miltiplo de mFk! por la misma razén anterior.

En este caso %anox” también es entero en x =0y en x = n/m porque r < k.

Una vez visto esto pasemos a demostrar nuestro teorema. Por definicién

p*(x)
k!

eP@) —

[e’e)
k=

T 0 T k
/ sinz e?Wdy = Z/ sinx P(x) dz.
0 0

k!
k=0

0

Entonces

Integrando por partes tenemos

™ k k / ™ k /
. opi(x) pi(x)\ |« p*(x)
/0 sin x o dr = —coszx ( ] |0 + ; COS ¥ ] dx.

Integrando otra vez por partes,

T k ! k " T k "
CcoS T P@) dr =sinx () ’W — sin x P(x) dz.
0 k! k! 0 0 k!

’ . T . K
En un nimero finito de pasos obtendremos fo sin x %

7) 7)
términos de la forma sin (pkk(f)> >y cosx <pkk(f)> |7

como una suma finita de

. . k 7)
Como las funciones sinz, cosz y (’%) toman valores enteros en x = 0 y

x = 7, el valor de la integral serd un nimero entero para todo k.
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Ademas las funciones sinzx y ’% son estrictamente positivas en el intervalo
(0, 7). Luego la integral foﬂ sin ’%d:p debe ser un nimero entero mayor o igual

que 1.

Por tanto la integral foﬂ sin z e?® deberfa ser infinita, lo cual es absurdo porque
estamos integrando sobre un intervalo finito una funcién acotada en dicho intervalo.

]

Teorema 5.2.2. El nimero €™ es irracional para todo entero m # 0.

Demostracion. Consideremos el polinomio p(z) = z(m — ). Por las mismas razones
k
p"(z)

T) toma valores enteros en z =0 y en z = m.

que en el teorema anterior, D’ (

También tenemos

m m 0 k
/0 e e\ dx /0 e E o

k=0

oo m k/.
_y [Ter (z)
k=0
Integrando por partes,

/Om el’%dm — " (pkk(;”)>/ - /Om e <]%>/dx.

Repitiendo el proceso un ntimero finito de veces, el valor de la integral para cada k
serd de la forma €™z + 2o, 21,29 € Z.

También cada una de las integrales es estrictamente positiva porque las fun-
ciones e” y p*(x) son estrictamente positivas en el intervalo (0, m).

Si e™ fuese racional, €™ = ¥, entonces €™z + 29 > 7 y

/ e e dg > Z
0 0

lo cual es absurdo porque la integral es finita. O

=0

S| =

Curiosamente, aunque casi todos los niimeros son irracionales, son pocos los
que se conocen explicitamente. En general es un problema muy dificil demostrar la
racionalidad o irracionalidad de un nimero real dado. Por ejemplo se desconoce si

la constante de Euler,
k
v = lgorg (Z —log k‘)

n=1
es un numero irracional, y en la misma situacién se encuentra el nimero 7€ o el
nimero ¢(5).
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5.3. Numeros algebraicos y trascendentes

Dentro de los ntimeros irracionales, hay algunos mas irracionales que otros.

Un ntimero irracional es aquél que no satisface ninguna ecuaciéon polinémica de
grado 1 con coeficientes enteros. Por ejemplo, v/2. Sin embargo este ntimero satisface
una ecuacién polinémica de grado 2, 22 —2 = 0 y, de alguna manera, podemos decir
que es menos irracional que por ejemplo /2, que satisface una ecuacién polinémica
de grado 3.

Definicion 5.3.1. Un nimero o es un nimero algebraico de orden n si es raiz de
un polinomio irreducible de grado n con coeficientes enteros.

. Existen nimeros reales que no son algebraicos de ningiin orden? La respuesta
es afirmativa. De hecho sabemos mucho mas: el conjunto de los niimeros algebraicos
es numerable y, por tanto, en el sentido de la teoria de la medida de Lebesgue casi
ningtin punto es algebraico. Si escogemos al azar un punto de la recta real, con
probabilidad igual a 1 se correspondera con un nimero no algebraico.

A estos nimeros no algebraicos les llamaremos trascendentes.

Teorema 5.3.2 (Liouville). Si a es un nimero algebraico de orden n > 2, existe
una constante Cy, > 0 tal que

para todo par de enteros p,q.

Demostracion. Si « es algebraico de orden n, existird un polinomio irreducible
f(x) =apz™ + -+ a1z + ap tal que f(a) =0.
Sija—E
q

_p
gel entonces | — B[ > 1/q.

p
a _—
q
tenemos que para algin z € (o — 1, + 1),

Si

< 1,sea M = sup,_cpcari |f'(x)]. Por el teorema del valor medio
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Sustituyendo en el polinomio, f(p/q) es un nimero racional con denominador menor
o igual que ¢" y distinto de 0 por ser irreducible. Entonces

’a B ]_9‘ > 1/M
q q"
y el teorema estd demostrado tomando C,, = maxz(1,1/M). O

El estudio de la trascendencia de un nimero es bastante mas dificil que el
estudio de su irracionalidad.

Sabemos que 7w y e son numeros trascendentes. La trascendencia de m fue
demostrada por Lindemann en 1882, acabando asi con el famoso problema de la
cuadratura del circulo: a partir de un circulo de diametro 1, ;podemos construir
con regal y compas un cuadrado del mismo area? Esto equivaldria a construir el
nimero /7. Ahora bien las construcciones con regla y compés involucran la resolu-
cion de ecuaciones de primer grado, interseccion de dos rectas, o de segundo grado,
interseccién de una recta y una circunferencia o de dos circunferencias entre si. Si
un nimero es construible entonces es raiz de un polinomio irreducible (en Z) con
coeficientes enteros de grado igual a una potencia de 2.

Como /7 es trascendente, en particular no puede ser construible y por lo tanto
no podemos cuadrar el circulo.

Teorema 5.3.3 (Hermite, 1873). El numero e es trascendente.

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que es algebraico y que satisface la
ecuacion
an€™ + ap_1" '+ Fae+ay=0

de coeficientes enteros, con ag # 0 y a,, # 0.

Fijado un ntimero primo p construimos el polinomio
P(z) =a" Yo — 1P (x —n)P
y la funcién
I(y) = /y e " P(zx)dx, y > 0.
0
Integrando por partes repetidas veces obtenemos la expresion

pj)(o) —

J=0 J=0

I(y) =e* P (y)

M-
M-

donde d = (n+ 1)p — 1 es el grado del polinomio P(x).
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Consideremos la cantidad
d d
A=apl(0)+---+a,l(n) = Z ay (ekPj)(O) Z ap P (k

Tenemos que:

1) P9(k) es un miltiplode p! si j > py 0<k<n
2) P)(k)=0sij<pyl<k<nésij<p—1lyk=0.
3) PP (k) es un entero divisible por p! excepto en el caso j =p —1, k= 0.

4) PP=Y(0) = (p—1)!(—1)"?(n!)?. Luego , si p > n entonces PP~Y(0) es un entero
divisible por (p — 1)! pero no por pl.

Recapitulemos: si p > n entonces A es un entero distinto de cero y divisible por
(p =D

Por otro lado, de la definicién de la funcién I(y) se obtiene facilmente la
estimacién:

[I(y)] < ye? sup |P(z)] < ye’(n+y)™.
0<z<y

Luego

A S Il <m0+ )" < m e 2n)’
: o
< méx |a;|e"n?(2n) TP < P
j

para alguna constante positiva C' = C'(n).

Si p es suficientemente grande resulta absurdo que (p — 1)! < CP. H

5.4. Sucesiones uniformemente distribuidas

Definicion 5.4.1. Decimos que una sucesion de nimeros reales {a,} C [0,1] estd uni-
formemmente distribuida si para todo intervalo I C [0, 1],

o #e el j=12... N}

N—o0 N

= [1].
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Esto es lo mismo que decir que

N

1

Jm Z;xf(aj) = |11,
]:

donde 7 es la funcién caracteristica del intervalo 1.

Teorema 5.4.2 (H. Weyl). Si 0 es un nimero irracional entonces la sucesion {(nf)}
estd uniformemente distribuida en [0, 1].

Vamos a descomponer en varias etapas la demostracion de este teorema.
Una particién del intervalo [0, 1] es un conjunto de puntos 0 =5 < t; < -+ <
t, = 1.

Una funcién acotada y definida en [0, 1], es continua y definida a trozos si
existe una particiéon 0 = tg < t; < --- < t, = 1 del intervalo [0, 1] de manera que la
restriccién de f a cada intervalo [t;_1,t;), ¢ = 1,...,n sea una funcién continua.

El caso en el que la funcion continua a trozos es igual a una constante en cada
intervalo [¢;_1,t;) recibe un nombre especial, se dice que f es una funcién escalonada.
Es decir, f es escalonada si es de la forma

n

flz) = Z akX[tk,l,tk)(x) donde

k=1

1six e [tk—htk)
X[tk_htk)(x) =
0 en otro caso.

Lema 5.4.3. Una condicion necesaria y suficiente para que una sucesion {a,} C
[0, 1] esté uniformemente distribuida en [0,1] es que

1 !
lim — = d
lim = f(ax) /0 f(z)dz
k=1
para toda funcion f continua a trozos.

Demostracion. 1) Si la igualdad (5.4.3) es cierta para toda funcién continua a trozos,
en particular es cierta para la funcién caracteristica de un intervalo I = [a,b) C [0, 1),
es decri:

h/m #{GJGI, j:1,2,...,n}

n—o00 n

1 & !
= lim — Xfa.b (ak):/ Xjap) (T)dz =b—a
i 25 0 = [
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ii) El hecho de que {a, } esté distribuida uniformemente es equivalente a afirmar
que la igualdad (5.4.3) es cierta para funciones escalonadas. Basta con observar que
toda funcién continua a trozos puede aproximarse por funciones escalonadas; es
decir, que para todo € > 0 podemos encontrar funciones escalonadas f; y fo tales

que 1 < f< foy fol(fg(flf) — fi(z))dz < e. Por tanto

n—oo T n—oo T T

, 1 < , 1 < ! !
imsup > fla) < limsw > Y- o) = [ folw) < [ ot e
k=1 k=1 0 0

lim inf 1 En lim inf 1 En ag) = 1 1 ] d
{ 1 — > 1 1 — — > — €.
ln 1 0 2 f(ak) = ln 1 n s fl( k) A fl(l‘) = /0 («T) i €

]

Teorema 5.4.4. Una condicion suficiente y necesaria para que la sucesion {a,}
esté uniformemente distribuida en el intervalos [0, 1] es que

n

1 .
lim — g e2rimar — ()
n—oo N, .

para todo entero m # 0.

Demostracién. a) La condicién es necesaria: Para probarlo, como €™ = cos x+isin z,
basta con aplicar el lema 5.4.3 a las funciones f(x) = cos(2rmz) y f(x) = sin(2rmaz)
y observar que

1 1
/ cos(2mmx)dx = / sin(2rma)dx =0
0 0

simeZ, m#0.

b) La suficiencia es un poco mas delicada y estd basada en el hecho de que
toda funcién continua f en el intervalo [0, 1] tal que f(0) = f(1) puede aproximarse
uniformemente por polinomios trigonométricos de la forma

P(x) = by + (by cos(2mz) + ¢ sin(27wx) + - - - + by, cos(2mma) + ¢, sin(2mrma)
Si

1
lim —
n—,oo N,

Z cos(2mmay) + i sin(2rmag) = 0
k=1

para todo m > 0, entonces

1< !
lim — P =by = P(z)d
Y, 22 Plar) = by | P
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para todo polinomio trigonométrico P(z) y, por lo expuesto anteriormente, si | P(z)—
f(z)| < € entonces

lim © 3" fla) = Jim S Pl + Jim S ()~ Pla)
k=1

n—oo 1

para toda funcién continua.

Finalmente basta con observar que si f es continua a trozos, podemos encontrar
dos funciones continuas y periédicas tales que f1 < f < fo y fol(fz(it) — fi(x))dx <
€. O

Demostracion del teorema 5.4.2. Tenemos que probar que para todo entero m # 0,

n

1 .
lim — Z 627rzm(n9) =0.

n—oo M,
k=1

. . . . 2miz __ 2mi(n+1)x
Utilizaremos el hecho de que e?mm(nf) = e2mimnd v que Y0 erike = eZize ot =

1—e2miz
cuando x no es un entero.
Al ser 6 irracional m# nunca va a ser un entero y entonces
n 2mimb _ 2wi(n+1)mo
l E 627rim(n9) — l € € < l 2
n n 1 — e2mimb - n ‘1 _ e?ﬂzmH”
k=1

que tiende a cero cuando n — oo. O

Hacer estimaciones no triviales del tipo Y €*™% es un instrumento clave para
resolver muchos problemas en teoria de niimeros.

Po ejemplo, la sucesién (n*6) se trata en el problema de Waring, y la sucesién
(pf) donde p recorre los primos, en la conjetura de Goldbach.

El teorema de H. Weyl, y sus extensiones a dimensiones mayores, es un resul-
tado importante no sélo en la teoria de los Numeros, sino también en Geometria y
Sistemas dinnamicos.

En el parrafo siguiente consideraremos otra generalizacién del caso (a,z), a, —
oo que es valida para casi todos los nimeros x € (0, 1], en el sentido de la teoria de
la medida.
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5.4.1. Numeros normales

Dado el nimero real x € [0, 1) con desarrollo decimal © = 0, x129... 2 ...,y
dado un digito m € {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}, el nimero

#{r;=m, j=1,...,N}
N

mide la frecuencia con la que el digito m aparece en al sucesién de las N primeras
cifras decimales de x.

Definicion 5.4.5. Un nimero x € [0,1) serd llamado normal si, para todo digito

m, existe

Im #{r;=m, j=1,...,N} :i‘
N—ro00 N 10

En otras palabras, un niimero normal es aquel que tiene la misma proporcién
de cada uno de los digitos en su desarrollo decimal.

Es facil construir nimeros normales, como 0, 1234567890123456789012.. y no
normales, por ejemplo, 0,121212... El siguiente teorema de E. Borel tiene conexio-

nes interesantes con otras ramas de las Matematicas, tales como la Teoria Ergddica
y la Probabilidad.

Teorema 5.4.6. Fxcepto por un conjunto de medida cero, todos los niumeros son
normales.

La demostracion la vamos a basar en una extension del Teorema de H. Weyl.

Teorema 5.4.7. Sea {a,} una sucesion creciente de nimeros enteros. Para casi
todo nimero real x (es decir, excepto por un conjunto de medida igual a cero), la
sucesion (anx) estd uniformemente distribuida en el intervalo [0, 1).

Demostracion. Fijado el nimero entero m # 0, consideremos las sumas

1 M
SM<.’L'> _ M Z eQmmanx
n=1

y la integrales

1 1 M 1 i : 1
1Sy (z;m|*de = — / e2mimlan=ar)r g, —
/O M2 n,kZ:I 0 M

ya que si n # k, entonces fol e2mimlan—ar) g — (),
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Por lo tanto, si consideramos la serie

m) =3 |Sya(asm)

resulta que

1
/OF(x;m :U—hrn/ Z\SNzxm\d:U—Zm<oo

Por lo tanto, para cada entero m # 0, ha de verificarse que F(z;m) < oo en casi
todo x; es decir, excepto en un conjunto B,, de medida cero.

En particular, si z ¢ B,, entonces limy_,., Sy2(z;m) = 0.

Dado el entero positivo M podemos encontrar N = [v/M] tal que N? < M <
(N + 1)%. Entonces

N2
Sy (x;m) = ]\14 {Z 2mimanz Z QWimanx}

n=1 n=N2+41
Y IN + 1
|Sar (s m)| < |Sn2(2;m)| + o

Luego si x € B,, tenemos que
lim Sy (z;m) = 0.
M—o0

Finalmente el conjunto B = J,, 20 Bm es de medida cero y verifica que si ¢ € B
entonces

lim — § :62mmanz —
M—oo M

para todo m # 0. En particular la sucesion (a,z) estd uniformemente distribuida en
0,1). O

Demostracion del teorema 5.4.6. Consideremos la sucesiéon a,, = 10™. Segun el teo-
rema anterior, existe un conjunto de medida cero B tal que si # ¢ B entonces (10"x)
estda uniformemente distribuida.

Dado el digito & = 0,1,...,9 consideremos el intervalo [, = [+, %), La
condicion de distribucion uniforme implica que

1
A}EHOO—ZXI;C (10™z) / Xz, (x)de = 10
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La demostracion se concluye observando que si 0, x1x5...2, ... es el desarrollo de-
cimal del niimero z, entonces (10"z) = 0, 41 ... Es decir, (10"z) € I} si y sélo si
Tnt1 = k. ]

5.5. Ejercicios

5.5.1. Demostrar que /3 — /2 es irracional.

5.5.2. Demostrar que el logaritmo decimal de un racional positivo, o bien es entero,
o bien es irracional.

5.5.3. Demostrar que senl es irracional.

5.5.4. Sea p(n) un polinomio con coeficientes enteros y positivos. Demostrar que
> oo tooe €5 racional siy solo si p(n) es de grado 1.

5.5.5. Demostrar que )\/5 — § > # para todo par de enteros p,q.

5.5.6. Hallar tres fracciones a/b tales que |v/6 — a/b| < b2,

5.5.7. Demostrar que Y -, ﬁ es trascendente.

5.5.8. Seaa =) 57", Demostrar que B = \/3 + \/a es irracional.

5.5.9. Demostrar que todo nimero racional perteneciente al intervalo [0, 1] se puede
expresar como una suma finita de fracciones distintas con numerador 1.

5.5.10. Demostrar que la sucesion {(nle)} no estd uniformemente distribuida.

5.5.11. En el primer examen saco un 8|sinl|, en el sequndo 8|sin2|, en el tercero
8|sin 3|, y asi sucesivamente. Demostrar que si el nimero de exdmenes es suficien-
temente grande, la media me saldrd aprobado.

5.5.12. Demostrar que, dados dos enteros a,b, a # 0, la sucesion {(an + b)a}
esta uniformemente distribuida st y solo si o es irracional.

5.5.13. Demostrar que la sucesion {(logn)} no estd uniformemente distribuida.

n
5.5.14. Demostrar que la sucesion: parte fraccionaria de (@) no estd unifor-

memente distribuida.

5.5.15. Demostrar que existe un n tal que (ne) tiene un 7 en el lugar 77.
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5.5.16. Demostrar que existe un n tal que [10000(7n)] = 2001 donde (7n) indica la
parte fraccionaria de wn.

5.5.17. Calcular

lim
éHooIZ 3—n\/_]+1

5.5.18. Demostrar que casi todo x en [0,1) es normal en todas las bases.

5.5.19. Demostrar que los numeros o = 0,12345678910111213... y § = 0,2357111317192329.. ..

son irracitonales.

5.5.20. Sean a,b enteros, b # 0. Demostrar que tan(%§) es racional si y solo si b
es entero.

5.5.21. Demostrar que si « es irracional entonces la sucesion (n?6) estd uniforme-
mente distribuida.

5.5.22. Sea L(n) el nimero de enteros positivos menores o iguales que n que son

libres de cuadrados. Demostrar que el nimero > - L(n)

nel o €8 rracional.



