
2.2.20. La función de Mandgoldt se define de la siguiente manera:

Λ(n) =

{
log p, si n es una potencia de un primo p

0 en otro caso

Demostrar que
∑
d|n

Λ(d) = log n y que
∑
d|n

µ(d) log d = −Λ(n). Demostrar

también que ζ′(s)
ζ(s) = −

∞∑
n=1

Λ(n)
ns

Solución:

1. Demostrar que
∑
d|n

Λ(d) = log n

Por el Teorema Fundamental de la Aritmética, n = pα1
1 · pα2

2 . . . pαr
r .

∑
d|n

Λ(d) =
r∑
j=1

αj∑
i=1

Λ(pij) =
r∑
j=1

αj∑
i=1

log(pj) =
r∑
j=1

αj log(pj) =
r∑
j=1

log(p
αj

j ) =

log(pα1
1 · pα2

2 . . . pαr
r ) = log(n)

2. Demostrar que
∑
d|n

µ(d) log d = −Λ(n).

Utilizando que
∑
d|m µ(d) = 1 si m = 1 y vale 0 si m > 1, podemos escribir

Λ(n) =
∑
c|n

 ∑
d|(n/c)

µ(d)

Λ(c) =
∑
d,c
cd|n

µ(d)Λ(c) =
∑
d|n

µ(d)
∑

c|(n/d)

Λ(c) =
∑
d|n

µ(d) log(n/d).

En la última igualdad hemos utilizado el apartado 1. Tenemos entonces
que

Λ(n) =
∑
d|n

µ(d) log n−
∑
d|n

µ(d) log d = −
∑
d|n

µ(d) log d.

3. Demostrar que ζ′(s)
ζ(s) = −

∞∑
n=1

Λ(n)
ns

Primera demostración: Utilizando las identidades

ζ ′(s) = −
∑
n=1

log n

ns
,

1

ζ(s)
=

∞∑
n=1

µ(n)

ns

1



y el apartado anterior tenemos que

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

( ∞∑
m=1

logm

ms

)( ∞∑
l=1

µ(l)

ls

)
= −

∑
m,l

µ(l) logm

(lm)s

= −
∞∑
n=1

∑
m,l
ml=n

µ(l) logm

ns
= −

∞∑
n=1

∑
l|n µ(l) log(n/l)

ns

= −
∞∑
n=1

∑
l|n µ(l) log n

ns
+

∞∑
n=1

∑
l|n µ(l) log l

ns
= −

∞∑
n=1

Λ(n)

ns

Segunda demostración: Recordando que ζ(s) =
∏
p

(
1 − 1

ps

)−1

ten-
emos que

log ζ(s) = −
∑
p

log

(
1 − 1

ps

)
.

Al derivar en los dos lados obtenemos

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∑
p

(log p)p−s

1 − 1
ps

= −
∑
p

log p

ps

∞∑
m=0

1

pms
= −

∑
p

∞∑
m=1

log p

pms
= −

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
.
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