
2.2.14. Demostrar que el conjunto {φ(n)
n
, n ≥ 1} es denso en el intervalo

[0, 1].

Solución: Recordemos que φ(n) es multiplicativa, y que por tanto, φ(n)
n

también lo es. Además, φ(pi)
pi

= 1− 1
p
, por lo que vamos a fijarnos únicamente

en los números libres de cuadrados.

Veamos que la función f(n) =
∏n

i=1(1−
1
pi

)→ 0, utilizando que 1− x ≤
e−x:

f(n) ≤
n∏
i=1

e
− 1

pi = exp(−
n∑
i=1

1

pi
)
n→∞−−−→ e−∞ = 0

Observamos que ∀n, 0 ≤ f(n) ≤ 1, ya que es un producto de números
entre 0 y 1. Y además, f(n) es estrictamente decreciente, pues ∀i ≥ 1, 0 <
1− 1

pi
< 1. Por lo tanto, la convergencia a 0 es monótona: f(n)↘ 0.

Para demostrar que el conjunto es denso en [0, 1], vamos a escoger un

r ∈ [0, 1] y ε > 0 cualesquiera, y vamos a buscar un n ≥ 1 tal que |φ(n)
n
−r| < ε.

Como existen primos arbitrariamente grandes, escogemos el primo k-ésimo,
pk, que cumpla pk >

1
ε
. Por lo tanto, para pk y todos los primos sucesivos,

tenemos que 1− ε < (1− 1
p
) < 1.

Definimos la función g(n) =
∏k+n

i=k (1 − 1
pi

). Observamos que cumple las
siguientes propiedades:

• |g(0)− 1| = 1
pk
< ε

• 0 ≤ g(n)−g(n+1) ≤ ε, ya que g(n)−g(n+1) = 1
pk+n+1

∏k+n
i=k (1− 1

pi
) <

1
pk+n+1

• g(n)↘ 0 al igual que la función f .

Por lo tanto, podemos encontrar un N tal que |g(N)−r| < ε. Conclúımos
con esto, ya que:

g(N) =
φ(
∏k+N

i=k pi)∏k+N
i=k pi
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