
1.4.36. Demostrar que

m.c.m(1, 2, . . . , n) = eΨ(n).

Deducir que la expresión

eΨ(2N+1)

∫ 1

0

xN (1− x)Ndx

representa un entero positivo y usar esto para demostrar que
Ψ(2N + 1) ≥ N log 4.

Solución:

En el sumatorio de Ψ(n), cada log p aparece tantas veces como potencias de
p haya menores o iguales que n. El máximo exponente m de p tal que pm ≤ n

es m =
⌊

log n
log p

⌋
. Aśı que

Ψ(n) =
∑
p≤n

log p

⌊
log n

log p

⌋
y por tanto

eΨ(n) =
∏
p≤n

pb
log n
log p c.

Por otra parte en el desarrollo en producto de potencias de primos del m.c.m(1, . . . , n)
el primo p aparece elevado a la máxima potencia de p menor o igual que n. Esa

potencia es precisamente pb
log n
log p c. Es decir,

m.c.m.(1, . . . , n) =
∏
p≤n

pb
log n
log p c.

Ahora, para demostrar que eΨ(2N+1)
∫ 1

0
xN (1− x)Ndx es un entero positivo

notamos que

eΨ(2N+1)

∫ 1

0

xN (1− x)Ndx = m.c.m(1, . . . , 2N + 1)

∫ 1

0

(
xN

N∑
i=0

(
N

i

)
(−1)N−ixN−i

)
dx

= m.c.m(1, . . . , 2N + 1)

N∑
i=0

(
N

i

)
(−1)N−i

∫ 1

0

x2N−idx

= m.c.m(1, . . . , 2N + 1)

N∑
i=0

(
N

i

)
(−1)N−i 1

2N − i + 1

=

N∑
i=0

(
N

i

)
(−1)N−im.c.m(1, . . . , 2N + 1)

2N + 1− i
,



de donde eΨ(2N+1)
∫ 1

0
xN (1− x)Ndx ∈ Z+ por ser positivo y tenerse

2N + 1− i ∈ {1, . . . , 2N + 1} para i = 0, . . . , N.

Finalmente, la función xN (1 − x)N alcanza su máximo en x = 1/2, aśı que∫ 1

0
xN (1− x)Ndx ≤ (1/2)2N = 1/4N y entonces

0 ≤ log

(
eΨ(2N+1)

∫ 1

0

xN (1− x)Ndx

)
≤ log

(
eΨ(2N+1)(1/4)N

)
= Ψ(2N + 1)−N log 4.
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