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EL DIABLO DE LOS NUMEROS
Seccién a cargo de

Javier Cilleruelo Mateo

La resolucion de la conjetura ternaria de Goldbach es uno de esos
logros matemdticos que hacen historia. Harald Helfgott, peruano afincado
en Paris, ha tenido la amabilidad de contarnos las estrategias que le han
llevado a la resolucion de la conjetura. Espero que los lectores disfruten,
como yo lo he hecho, de su estilo directo, transparente y con medidas dosis
de humor.

No se me ocurre mejor articulo para despedirme de los lectores como
responsable de esta seccion, que he intentado llevar con entusiasmo y me
ha dado muchas satisfacciones cientificas y personales.

La conjetura débil de Goldbach

por

Harald Helfgott

1. INTRODUCCION

Leonhard Euler, uno de los matematicos més importantes del siglo XVIII y de
todos los tiempos, y su amigo, el amateur y polimata Christian Goldbach, tuvieron
una regular y abundante correspondencia. En su célebre carta del 7 de junio de 1742,
Goldbach en verdad dio un enunciado de apariencia un tanto confusa, o por lo menos
poco familiar («todo nimero puede ser descompuesto en una suma de un ntmero
arbitrario de primosy). Euler rdpidamente la redujo a la conjetura siguiente, que,
segun dijo, Goldbach ya le habia expuesto anteriormente:

«Todo entero positivo puede expresarse como suma de, como mucho, tres
nimeros primosy.

Nosotros diriamos ahora «todo entero positivo mayor que 5», ya que en la actua-
lidad no se considera al 1 niimero primo. Por otro lado, la conjetura se ha dividido,
de manera natural, en dos:

» La conjetura débil (o ternaria) de Goldbach, que dice que todo entero impar
mayor que 5 puede escribirse como suma de tres nimeros primos, y
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Figura 1: Euler y la carta de Goldbach.

» La conjetura fuerte (o binaria) de Goldbach, que afirma que todo entero par
mayor que 2 puede expresarse como suma de dos nimeros primos.

Como sus nombres sugieren, la conjetura fuerte implica a la débil (facilmente:
reste 3 a su ntimero impar y después exprese n — 3 como suma de dos primos).

Se puede consultar [8, Ch. XVIII] para conocer la historia temprana de la conje-
tura. En resumen, parece que Waring volvié a proponer por su cuenta la conjetura
débil a finales del siglo XVIII, y que en el siglo XIX se hizo algo de trabajo compu-
tacional (comprobando la conjetura para los niimeros enteros hasta 2 - 106 a mano),
pero poco progreso de verdad.

La conjetura fuerte sigue fuera de nuestro alcance. Hace unos meses —mi preprint
[12] aparecié el 13 de mayo de 2013— probé la conjetura débil de Goldbach.

Los cimientos de la prueba descansan en los avances logrados a principios del si-
glo XX por Hardy, Littlewood y Vinogradov. En 1937, Vinogradov probé [29] que la
conjetura es cierta para todos los nimeros impares mayores que alguna constante C'.
Hardy y Littlewood [10] ya lo habian demostrado unos aflos antes, pero bajo la supo-
sicion de que la hipdtesis generalizada de Riemann fuera cierta; hablaremos de esto
mas adelante. Desde entonces, la constante C' ha sido especificada y gradualmente
mejorada, pero el mejor valor (esto es, el més pequenio) de C' del que se disponia era
C = 3100 > 101346 (Liu-Wang [17]), lo cual era, de lejos, demasiado grande. Incluso
C = 10'% gseria demasiado: como 10'%° es mas grande que el producto del nimero
estimado de particulas subatémicas del universo por el ntimero de segundos desde
el Big Bang, no habria ninguna esperanza de comprobar cada caso hasta 10'°° por
ordenador (aun asumiendo que uno fuera un dictador alienigena usando el universo
entero como una computadora muy altamente paralela).

Yo reduje C' a 10?° (y podria bajarlo més si fuera necesario). D. Platt y yo
habiamos comprobado la conjetura para todos los niimeros impares hasta 8.8 - 103°
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por ordenador (y podriamos haber llegado més lejos), asi que este fue el final de la
historia.

X ok ok

Es justo que repasemos algunos de los principales avances entre la época de
Vinogradov y la nuestra. En 1933, Schnirelmann probé [24] que todo entero n > 1
puede escribirse como la suma de, a lo més, K primos, donde K era una constante no
especificada. Se trata de uno de los trabajos precursores de la combinatoria aditiva.
En 1969, Klimov dio un primer valor para la constante (K = 6-107); luego la mejor6
a K =115 (con G. Z. Piltay y T. A. Sheptickaja) y K = 55. Siguieron resultados de
Vaughan [27] (K = 27), Deshouillers [7] (K = 26) y Riesel-Vaughan [23] (K = 19).

Ramaré mostré en 1995 que todo par n > 1 es la suma de a lo més 6 primos [21];
sus métodos se inscriben mas en la tradiciéon de Vinogradov que en la de Schnirel-
mann. Por tltimo, en 2012, Tao probé [25] que todo impar n > 1 es la suma de a lo
més 5 primos.

Hubo otras lineas de aproximacion a la conjetura fuerte. Estermann [9] demostro,
usando ideas cercanas a las de Vinogradov, que casi todo nimero par (es decir, un
conjunto de densidad 1 en los pares) puede ser escrito como la suma de dos ntimeros
primos. En 1973, J.-R. Chen lleg6 a probar [1] que todo par més grande que una cierta
constante puede escribirse como la suma de un primo y el producto de dos primos.
Por cierto, el mismo Chen, junto con T.-Z. Wang, es responsable de las mejoras
cotas para C' (en Goldbach ternario) antes de Liu y Wang: C' = exp(exp(11.503)) <
41043900 2] y ' = exp(exp(9.715)) < 6- 107193 [3].

* ok Xk

i Cuéles son los elementos de la demostracion? Demos primero un paso atras y
echemos una mirada a la estructura general del «método del circuloy», introducido
por Hardy y Littlewood.

2. EL METODO DEL CIRCULO: ANALISIS DE FOURIER EN LOS ENTE-
ROS

El analisis de Fourier es algo que usamos cada vez que sintonizamos una radio:
hay una senal, y la descomponemos en sus componentes en diferentes frecuencias.
En términos matemadticos: se nos da una funcién f : R — C (esto es, una funcién de
una sola variable real; en el caso de la radio la Variable es el tiempo) y definimos la
transformada de Fourier f R — C como f =[x f( —xr) dx, donde escribimos

( ) por 62“” Entonces como se aprende en Cualquler curso de analisis de Fourier,
fR e(xr) dr, siempre que f decaiga suficientemente réapido y se comporte
blen (Esta es la «férmula de inversion de Fourier».)

En otras palabras, z — f(x) ha sido descompuesta como una suma de funciones
exponenciales (complejas), con la funcién exponencial (compleja) x — e(xr) presente
con intensidad f(r) (Esto es equivalente a una descomposicién en ondas sinusoidales
x + sen (2mar) y @ — cos (2mar), ya que e = cos(z) + isen (z).) Volviendo al
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Figura 2: El dial de la radio de un verdadero especialista en teoria de nimeros.

ejemplo de la radio: f(r) es grande cuando r estd cerca de la frecuencia de alguna
estacion de radio, y pequeiio en otro caso. (Lo que la radio recibe es una superposicion
f de lo que transmiten todas las estaciones; el trabajo del receptor de radio consiste
precisamente en descifrar la contribucién de las frecuencias r alrededor de un rg
dado.)

Podemos hacer lo mismo si f es una funcién que va de los enteros Z a C. De
hecho, las cosas son ahora mds simples —se llega a definir f COmMO una suma en vez
de como una integral: f ( ) =>_, f(n)e(—an)—. Algo interesante aqui es que f ( )
no cambia en absoluto si sumamos 1, o cualquier otro entero m, a «a. Esto es asi
porque, para m entero,

e(—(a +m)n) = e 2man(g=2mMN — o(_qn) . 17™ = ¢(—an).

(Gracias de nuevo, Euler.) Por tanto, podemos restringir « al intervalo [0, 1] —o, de
forma mds abstracta, podemos pensar en « como un elemento del cociente R/Z—.
Topolbgicamente, R/Z es un circulo —lo cual es lo mismo que decir que, como no
importa si sumamos o restamos 1 a nuestra frecuencia, podriamos también hacer
que la aguja del dial de nuestra radio recorra un circulo marcado con niimeros de 0
hasta 1, en vez de que se deslice en (un segmento de) la recta real (como en la radio
sobre mi mesa)—. De allf viene el nombre de método del c{rculo

La descomposicién de f ahora se ve como sigue: f(n fo e(an)da, a
condicién de que f decaiga suficientemente rapido.

i Por qué nos importa todo esto? La transformada de Fourier es ttil inmediata-
mente si estamos trabajando en problemas aditivos, como las conjeturas de Gold-
bach. La razén detras de esto es que la transformada de una convolucion es igual al
producto de las transformadas: m = f g. Recordemos que la convolucion (aditiva)
de f,g:Z — C esta definida por

(f+g)(n) =" f(m) m).

mEeZ
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Figura 3: El diio Hardy-Littlewood e I. M. Vinogradov.

Podemos ver entonces que (f * g)(n) puede ser distinto de cero sélo si n puede
ser escrito como n = mj + my para algunos my,ms tales que f(my) y g(ms) sean
distintos de cero. De forma similar, (f * g * h)(n) puede ser distinto de cero sélo si
n puede escribirse como n = my + mo + m3 para algunos my, mo y ms tales que
flmq), g(ma) y h(ms) sean todos distintos de cero. Ello sugiere que, para estudiar
la conjetura ternaria de Goldbach, sea conveniente elegir f, g, h de forma que tomen
valores distintos de cero sélo en los primos. Por ejemplo, si f = g = h es la funcién
que vale 1 en los primos y 0 en el resto, es claro que (f*g+h)(n) coincide exactamente
con el nimero de representaciones de n como suma de tres primos.

Hardy y Littlewood definieron f(n) = g(n) = h(n) = 0 para n compuesto (o
cero o negativo) y f(n) = g(n) = h(n) = (logn)e~™/* para n primo (donde = es un
pardmetro que serd fijado més adelante). Aqui el factor e~ "/* estd, para proporcio-
nar «decaimiento rapido», por lo que todo converge. Como veremos més adelante,
la eleccién de Hardy y Littlewood de e~/ (en vez de alguna otra funcién de decai-
miento rdpido) es de hecho muy inteligente, aunque no la mejor posible. El término
log n aparece por razones técnicas (bdsicamente, resulta que tiene sentido ponderar
un primo p por logp porque aproximadamente uno de cada logp enteros alrededor
de p es primo).

Vemos que (f xg=*h)(n) # 0 siy sélo si n puede ser escrito como la suma de tres
primos. Nuestra tarea es, entonces, mostrar que (f*g*h)(n) (es decir, f* fx* f(n)) es
distinto de cero para todo n impar mayor que una constante. Como la transformada
de una convolucion es igual al producto de las transformadas, tenemos que

o~
~

(f % g% h)(n) = / g% h(a)e(an) da = / (Fgh)(@)e(an) da.
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Figura 4: Grafica de |f(a)|.

Nuestro trabajo es, por lo tanto, mostrar que la integral

~

/ (Fah)(@)e(an) da = / (F(e))?e(an) da
0 0

es distinta de cero.

Resulta que f(«) es particularmente grande cuando « estd cerca de un racional
con denominador pequeno; es como si realmente hubiera estaciones de radio trans-
mitiendo las frecuencias (de denominador pequeno) marcadas en el dial dibujado
arriba —cuando la aguja del dial estd cerca de una de ellas, hay una senal fuerte
y clara (i.e., la intensidad f(«) es grande), y cuando estamos lejos de todas ellas,
podemos escuchar sblo un leve zumbido—. En la figura 4 se representa el valor de

| f(@)] cuando f(a) = >° 60 log pe(ap). Esto sugiere la siguiente estrategia: calcular

f(a) para todo a dentro de arcos pequerios alrededor de los racionales con deno-
minadores pequefios (los arcos mayores —llamados asi porque aportan una mayor
contribucidn, a pesar de ser pequeiios—); acotar f(a) para « fuera de los arcos ma-
yores (todo lo que hay fuera de los arcos mayores se denomina arcos menores); por
altimo, mostrar que la contribuciéon de los arcos menores a la integral es menor, en
valor absoluto, que la contribucién de los arcos mayores, forzando asi que la integral
fol(f(a))?’e(an) do sea distinta de cero.

Es a esta estrategia general a la que se denomina método del circulo. Hardy y
Littlewood la introdujeron para tratar una amplia variedad de problemas aditivos;
por ejemplo, fue también parte de su enfoque sobre el problema de Waring, que
trata de enteros que son suma de potencias k-ésimas de enteros. El método fue
desarrollado plenamente por Vinogradov, quien fue el primero en dar buenas cotas
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o~

incondicionales para f(a) cuando « estd en los arcos menores (un logro considerado
muy notable en su tiempo). El método del circulo es también mi estrategia general:
lo que he hecho es dar estimaciones mucho mejores para los arcos mayores y menores
que las que tenfamos previamente, para unas funciones f, g y h elegidas con mucho
cuidado.

(Incidentalmente: si quisiéramos tratar la conjetura binaria, o fuerte, de Gold-
bach con el método del circulo nos topariamos pronto con un obstaculo mayusculo:
el «ruido» procedente de los arcos menores abruma la contribucién de los arcos ma-
yores. Ver la exposicién de este problema en el articulo [26], en el blog de T. Tao.)

3. FUNCIONES L DE DIRICHLET Y SUS CEROS

Antes de que podamos comenzar a trabajar en los arcos mayores, necesitamos
hablar sobre las funciones L. La reina de estas funciones es la funcién zeta, (s),
estudiada para s complejo por Riemann, cuyo nombre ahora lleva. Estd dada por

)=

n=1

cuando la parte real R(s) de s es mayor que 1. Cuando R(s) < 1, la serie diverge,
pero la funcién puede definirse (de forma tinica) por continuacién analitica (y esto
puede hacerse explicitamente usando, por ejemplo, Euler-Maclaurin, como en [5,
p- 32]), con un polo en s = 1.

La conexion entre la funcién ¢(s) (pero con s > 1 y real) y los primos habia sido
descubierta anteriormente por Euler, quien demostré la notable identidad

o) —1
>o-I(-5)
n=1 P
donde el producto se extiende sobre todos los primos. Euler dedujo facilmente de esta
identidad que la suma de los inversos de los primos es infinita. Se debe a Riemann,
sin embargo, la generalizacién de la funcién ((s) al plano complejo y el esbozo de
la estrategia para demostrar lo que hoy conocemos como el teorema de los nimeros
primos, felizmente demostrado por Hadamard y de la Vallée-Poussin:

rimo : p <z}~
{pp p_}\l%f
donde | - | representa el cardinal de un conjunto. Si la funcién ((s) es la que per-
mite estudiar la distribucién de los primos, las funciones L de Dirichlet son las que
nos proporcionan informacién sobre la distribuciéon de los primos en progresiones
aritméticas. Estan definidas por

M&MzE:M?,

n
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Figura 5: Dirichlet y Riemann.

para R(s) > 1, y por continuacién analitica para R(s) < 1. Aqui x es cualquier
cardcter de Dirichlet; para cada x dado, L(s,x) es una funcién de s. Un cardcter
de Dirichlet y (de médulo ¢) es una funcién x : Z — C de periodo ¢ (esto es,
x(n) = x(n+q) para todo n), con las propiedades adicionales de que es multiplicativa
(x(ab) = x(a)x(b) para a,b cualesquiera) y que x(n) = 0 cuando n y ¢ no son
coprimos. (La forma sofisticada de decir todo esto es que x es un cardcter de (Z/qZ)*
en 7Z.)

Un cero de una funcién f es un s € C tal que f(s) = 0. Un cero no trivial de (s),
o de L(s,x), es un cero de ((s), o de L(s, x), tal que 0 < R(s) < 1. (Los otros ceros
son llamados triviales porque es ficil decir dénde estan, a saber, en ciertos enteros
no positivos.) La hipétesis de Riemann asevera que todos los ceros no triviales de la
funcién zeta de Riemann «yacen en la recta critica», lo cual significa que R(s) = 1/2.
La hipdtesis generalizada de Riemann para funciones L de Dirichlet dice que, para
todo carédcter de Dirichlet x, todo cero no trivial de L(s, x) satisface R(s) = 1/2.

Como tanto la hipdtesis de Riemann (HR) como la hipdtesis generalizada de
Riemann (HGR) siguen sin ser demostradas, cualquier resultado probado usando
cualquiera de ellas sera condicional; ahora bien, nosotros queremos probar resultados
incondicionales. Lo que si puede ser demostrado, y utilizado, son resultados parciales
en la direcciéon de la HGR. Tales resultados son de dos tipos:

» Regiones libres de ceros. Desde finales del siglo XIX (de la Vallée-Poussin)
sabemos que hay regiones con forma de reloj de arena (més precisamente, de
la forma ¢/logt < o < 1—¢/logt, donde ¢ es una constante y donde escribimos
s = o +it) fuera de las cuales no pueden yacer ceros no triviales.

» Verificaciones finitas de HGR. Es posible (usando un ordenador) probar peda-
zos finitos y no muy grandes de la HGR, en el sentido de verificar que todos
los ceros s no triviales de una funcién L(s, x) (x dado) con parte imaginaria

3(s) menor que alguna constante H yacen en la recta critica R(s) = 1/2.
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La mayor parte de los trabajos hasta la fecha sigue la primera alternativa. Yo
elegi la segunda, y esto tuvo consecuencias para la manera en la que defini los arcos
mayores y menores: consegui resultados muy precisos en los arcos mayores, pero tuve
que definirlos de tal manera que fueran pocos y muy estrechos; si no, el método no
hubiera funcionado. Esto significé que los métodos para los arcos menores tenian que
ser particularmente potentes, ya que una parte del circulo mas grande de lo habitual
quedo para ser tratada con ellos.

Vamos a ver mas detenidamente cémo se puede lidiar con los arcos mayores
usando resultados parciales de la HGR y, en particular, verificaciones finitas de
la HGR.

4. ESTIMACIONES EN LOS ARCOS MAYORES

Recordemos que queremos calcular sumas del tipo f(oz) =5 f(n)e(—an), don-
de f(n) es algo como (logn)e™™* para n primo y 0 para n compuesto. Vamos a
modificar esto sélo un poco; de hecho calcularemos

ZA n(n/x),

donde A es la funcién de Mangoldt: A(n) = logp si n es de la forma p*, con k > 1,
y A(n) = 0 de lo contrario. (El uso de « en vez de —a es sélo una concesién a la
tradicién, como lo es el uso de la letra S, de «sumay. Por otra parte, el uso de A(n)
en lugar de simplemente log p simplifica las cosas cuando hay que trabajar con las asi
llamadas férmulas explicitas, que veremos enseguida.) Aqui 7(t) es alguna funcién
de decaimiento rapido; puede ser e~t, como en el trabajo de Hardy y Littlewood,
o (como en mi trabajo) alguna otra funcién. (Podria incluso ser el «truncamiento
brutal» 1g 1 (t), igual a 1 cuando ¢ € [0,1] y a 0 de lo contrario; esto seria bueno
para los arcos menores, pero, como veremos, resulta ser una mala idea cuando se
tratan los arcos mayores.)

Asumamos que « estd en un arco mayor, es decir, que podemos escribir « de la
forma a = a/q+ d/x para algin a/q (¢ pequeno) y algin § (con || pequeiio). Pode-
mos expresar Sy (a, ) como una combinacion lineal (esto es, una suma de multiplos)
de términos de la forma S, (6/z,x), donde

Sy (0/z,x) ZA Ye(on/x)n(n/x)

y x recorre los caracteres de Dirichlet de médulo q.

(Por qué son las sumas S, , mejores que las sumas S,? El argumento se ha
convertido en ¢/x, donde antes era . Aqui ¢ es pequefio —mds pequeiio que una
constante, en nuestro tratamiento—. En otras palabras, e(dn/x) se movers alrededor
del circulo un nimero acotado de veces a medida que n vaya de 1 hasta, digamos,
10z (para cuando n(n/x) es ya muy pequeilo). Esto hace que la suma S, , sea mucho
més facil de calcular.
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Es un hecho estdndar que podemos expresar S, , mediante una férmula explicita
(si, la frase tiene un significado técnico, como el Jugendtraum de Kronecker):

Snx(8/z,x) = [7(—0)]x — Z Fs(p)xz” + error pequeio.
p

Aqui el término entre corchetes aparece sélo para ¢ = 1. En la suma, p recorre todos
los ceros no triviales de L(s, x), y Fs es la transformada de Mellin de e(dt)n(t):

e dt
Fy(s) = / eotyn(ey .
0
Lograremos nuestro objetivo si llegamos a demostrar que la suma Y . F5(p)x” es
pequena.

La cuestion es esta: si comprobamos la HGR hasta parte imaginaria H, entonces
sabemos que todo p con |J(p)| < H satisface R(p) = 1/2, y por lo tanto |z*| = /.
En otras palabras, x” es entonces muy pequefio (comparado con z). Sin embargo,
para cualquier p cuya parte imaginaria tenga valor absoluto mayor que H no sabemos
nada sobre su parte real aparte de que 0 < R(p) < 1. (De acuerdo, podriamos usar
una regién libre de ceros, pero las regiones libres de ceros conocidas son notoriamente
débiles para (p) grande —es decir, nos servirian de poco en la practica—.) Por lo
tanto, nuestra tunica opcién es asegurarnos que Fy(p) sea pequenia cuando |S(p)| >
H.

Esto, claro estd, tendria que ser cierto para 6 muy pequeiio (incluyendo § = 0)
y para d no tan pequeio (J entre 1 y una constante). Si se juega con el método de
la fase estacionaria, se consigue ver que Fs(p) se comporta como M, (p) para § muy
pequenio (aqui M, es la transformada de Mellin de ) y como n(t/|6|) para 6 no
tan pequeno (donde t = Sp). Por tanto, estamos en un dilema cldsico, a menudo
llamado «principio de incertidumbre» porque es el hecho matemaético subyacente al
principio fisico del mismo nombre: no se puede tener una funciéon n que decrezca
muy rapidamente y cuya transformada de Fourier (o, en este caso, su transformada
de Mellin) también decaiga muy rapidamente.

. Qué significa aqui «muy rapidamente»? Significa «mas rapido que cualquier
exponencial e~“*». Por tanto, la eleccién n(t) = e~* de Hardy y Littlewood pareceria
ser esencialmente 6ptima.

iNo tan deprisa! Lo que podemos hacer es elegir 1 de tal manera que M, decrezca
exponencialmente (con una constante C' un poco peor que antes) y que n decrezca
més rapido que exponencialmente. Esto es lo crucial, ya que t/|d] (y no tanto ¢ en
si) corre el riesgo de ser bastante pequerio.

Una eleccién de 1 que obedece a esta descripcién es la funcidn gaussiana n(t) =
e~t’/2. La transformada de Mellin Fs es entonces una funcién cilindrica parabdlica,
con valores imaginarios para uno de sus parametros. Las funciones cilindricas para-
bélicas parecen ser muy apreciadas y estudiadas en el mundo aplicado —pero mas
que nada para valores reales del citado pardmetro—. Hay algunos desarrollos asin-
téticos de Fy en la literatura para pardmetros generales (notablemente por F. W.
J. Olver), pero ninguna que sea suficientemente explicita para mis propésitos. Por
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tanto, tenia que proporcionar estimaciones totalmente explicitas yo mismo, usando
el método del punto de silla. Esto me llevé un buen rato, pero los resultados segura-
mente seran de aplicacién general —hola, ingenieros— y también es de esperar que
la funcién gaussiana se vuelva un poco mas popular en trabajos explicitos en teoria
de ntimeros.

A propdsito, estas estimaciones de funciones cilindricas parabdlicas nos permiten
tomar no sélo n(t) = e~t"/2, sino también, mas generalmente, n(t) = h(t)e=t"/2,
donde h es cualquier funciéon de banda limitada, lo que significa, en este contexto,
cualquier funcién h cuya transformada de Mellin restringida al eje y tenga soporte
compacto. Deseamos optimizar la eleccién de h(t) —hablaremos de ello méas adelante.

5. LoOSs ARCOS MENORES

.Cémo acotamos |Sy (o, x)| cuando « no estéd cerca de ningin racional a/q de
denominador pequeio? Que esto sea posible fue el gran logro de Vinogradov. El
progreso desde entonces ha sido gradual. Doy mi propio enfoque al asunto en mi
articulo «Minor arcs...» [11]. Déjenme comentar algunas de las ideas detréds de los
avances alli contenidos.

La demostracién de Vinogradov fue simplificada sustancialmente en los 70 (del
siglo XX) por Vaughan, quien introdujo la identidad que ahora lleva su nombre [28].
Béasicamente, la identidad de Vaughan es un gambito: otorga una gran flexibilidad,
pero a un precio —aqui, un precio de dos logaritmos, en lugar de, digamos, dos
peones—. El problema es que, si queremos alcanzar nuestro objetivo, no podemos
permitirnos el lujo de perder logaritmos. La tinica opcién es recuperar esos logaritmos
encontrando cancelaciones en las diferentes sumas que surgen de la identidad de
Vaughan. Esto se tiene que hacer, por cierto, sin usar funciones L, puesto que ya no
podemos asumir que ¢ sea pequeno.

He aqui otro aspecto de esta parte de la prueba. Todo « tiene una aproximacién
de la forma o = a/q+ ¢ /x; el hecho de que « esté en los arcos menores nos dice que
g no es muy pequefnio. Estamos buscando cotas que decrezcan a medida que ¢ crece;
la cota que yo obtengo es proporcional a (logq)/+/¢(q). {Cudl es el efecto de 67

Algo de lo que me di cuenta pronto fue que, si § no es muy pequenio, puede de
hecho ser utilizado en nuestro beneficio. Una razon es que hay términos de la forma
7(9), y la tranformada de Fourier de funciones suaves decae conforme el argumento
crece. Hay otras razones, empero. Algo que podemos usar es lo siguiente: por un
resultado bésico de aproximacién diofantica, todo a tiene muy buenas aproximacio-
nes por racionales con denominador no demasiado grande. Si § no es muy pequeno,
entonces la aproximacién a = a/q+ §/x es buena, pero no muy buena; por lo tanto,
debe haber otra mejor aproximacién a ~ a’/q’ con ¢’ no demasiado grande (lo que
significa «considerablemente méas pequeno que x»). Podemos ir y volver entre las
aproximaciones a/q y a'/q’, dependiendo de cudl sea més 1til en cada momento.
Ello resulta ser mejor que usar una sola aproximacién a/q, por muy buena que esta
sea.

Otra manera en la que se consigue sacar provecho de un § grande es esparciendo
las entradas en una gran criba. La gran criba puede ser vista como una forma apro-
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ximada de la identidad de Plancherel, reformulada como una desigualdad. Mientras
la identidad de Plancherel nos dice que la norma | f|2 (norma ¢s) de la transformada
de Fourier f : R/Z — 7 de una funcién f definida en los enteros (también es cierto
para los reales u otros grupos) es igual a la norma | f|s de la misma funcién f, la gran
criba nos dice que el total de |f(ai)|2 para una muestra bien espaciada de puntos
a; € R/7Z esté acotada por (un miltiplo de) |f|?>. Ahora bien, en nuestro caso, los
puntos «; son multiplos de nuestro dngulo «. Si @ = a/q, el espacio entre los puntos
a; es 1/q, lo cual es bueno —pero puede ser que tengamos que aplicar la gran criba
varias veces, ya que tenemos que aplicarla de nuevo para cada tanda de ¢ puntos—.
Sin embargo, si @ = a/q+ é/x y ¢ no es demasiado pequefio, podemos rodear el
circulo varias veces y confiar en §/x en vez de en 1/q para darnos el espacio. Si,
d/x (e incluso dq/x) es més pequenio que 1/q, pero el efecto de esto estd mdas que
compensado por el hecho de que tenemos que recurrir a la gran criba muchas menos
veces (quizds solamente una vez).

Lo que es mas interesante, esta manera de esparcir los angulos puede ser combi-
nada con otra manera més tradicional de esparcirlos (lema de Montgomery; ver [18,
(3.9)], o la exposicién en [15, §7.4]) con el fin de aprovechar el hecho de que estamos
tratando con sumas donde la variable recorre los primos p.

6. CONCLUSION

Hemos estado hablando acerca de acotar S,(a,z) para « dentro de los arcos
menores, pero lo que queremos hacer realmente es acotar la integral fm 1S, (a, z)|? do.
Una forma facil —y tradicional— de hacer esto consiste en usar la desigualdad trivial

/ S, (v, ) |2 dev < meéx\Sn(a,x)|~/ S, (v, ) |* de.

Desgraciadamente, asi perderiamos un factor de un logaritmo.

Como nuestras cotas para Sy,(a, ), o ~ ag, estan dadas en términos de ¢, tie-
ne sentido combinarlas con estimaciones para integrales del tipo fmr 1S, (a, )|? dav,
donde m,. es una unién de arcos alrededor de racionales con denominador més gran-
de que una constante pero menor que 7. ;Como estimamos estas integrales? Esta
pregunta estd muy relacionada con otra que entra dentro del marco de la gran criba:
iqué cotas se pueden conseguir para «; = a/q, ¢ < r, donde r es de tamafio mode-
rado, si es que estamos trabajando con una sucesion con soporte en los primos?

Habia una respuesta en la literatura (basada en el lema de Montgomery; el enlace
con el método del circulo ya fue observado por Heath-Brown) pero era peor que la
cota 6ptima por un factor de al menos e? (o de hecho mas); es este el resultado
utilizado en [25, §4] y la primera version de [11, § 6]. También habia una estimacion
mas reciente para la gran criba debida a Ramaré ([22, Thm. 2.1]; ver también [22,
Thm. 5.2]), pero no se habia hecho totalmente explicita. Tuve que hacerla explicita,
y luego adapté el nuevo resultado sobre la gran criba a la tarea de estimar la integral
sobre m,.. Como era de esperar, el factor €7 (o realmente un poco més) desaparecio.
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Queda por comparar el término principal con el error. Resulta que tenemos cierto
margen para elegir lo que sera el término principal, ya que depende de los pesos 7
que utilicemos. El término principal es proporcional a

/0 h / e () (b2 (N2 — (02 + ) diy i,

donde 74 y 1. son los dos pesos con los que escogemos trabajar, N es el nimero impar
que queremos expresar como suma de tres primos y « es de nuevo un parametro de
nuestra eleccion. En comparacién, el error es proporcional a |1, |?|n.]1. Asi, tenemos
un problema de optimizacién («maximizar el tamafo de la doble integral dividida
por [n4|?n«|1»). Lo mejor es elegir un peso 1, simétrico o cercano a ser simétrico
(ne(t) ~ ne(2 — 1)), asegurdndonos, por otra parte, que 1y (t) ~ 0 para ¢t > 2. Esto
no es demasiado dificil de conseguir aun bajo la restriccién de que 74 sea de la forma
n(t) = h(t)e=**/2, donde h es de banda limitada.

., Qué pasa con 7,7 La solucién del problema de optimizaciéon nos dice que debe
ser de soporte pequetio, o por lo menos concentrado cerca del origen. Aparte de eso,
hay, por decirlo asi, un problema politico: 7., a diferencia de 74, se usa tanto en los
arcos mayores como en los menores; los arcos mayores quieren de verdad que sea de
la forma e=t*/2 o the—t"/ 2, mientras los arcos menores preferirian algo més simple,
como 7njg,1) © cOmo N = (211 /2,1]) *m (211 /2,1]), donde f xpr g es la convolucion
multiplicativa (o convolucion de Mellin):

o= 0 ()

(Aqui 72 es precisamente el peso usado en el articulo de Tao sobre los cinco primos,
o en mi propio articulo sobre los arcos menores.)

La solucién es simple: definamos 7. (t) = (f *ar g)(kt), donde k es una constante
grande, f(t) = n2(t) y g(t) = t%e —t*/2_ Para f v g esencialmente arbitrarias, si se
sabe cémo calcular (o estimar) S¢(o, x) para algunos «, y se sabe estimar Sy (o, )
para todos los otros «, entonces se sabe cémo estimar Sy.,,4(a, z) para todo a. (La
prueba sale en un par de lineas; se escribe qué es Sy.,,, en detalle y se cambia el
orden de la suma y la integral. En el proceso también se aclara que ayuda si f(t) y
g(t) son pequeiios para t cercano a 0.)

La moraleja de esta historia es que diferentes problemas, y diferentes partes
del mismo problema, exigen diferentes pesos 77. Al menos en el contexto de sumas
exponenciales, resulta haber un simple truco para combinarlas, como acabamos de
ver.

7. ALGUNOS COMENTARIOS FINALES SOBRE COMPUTACION

Una demostraciéon analitica normalmente da una prueba valida para todo n ma-
yor que una constante C'. La razén es simple: digamos que queremos mostrar que una
cantidad es positiva. Generalmente, después de bastante trabajo analitico, se llega
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a probar que la cantidad es de la forma 1 + error, donde el valor absoluto de este
error es menor que, digamos, C'/n (para dar un ejemplo simple). Esto ciertamente
muestra que la cantidad es positiva, a condiciéon de que n > C. La tarea, entonces, es
refinar la demostracién hasta que la constante C' sea suficientemente pequena para
que todos los casos en los que n < C' puedan ser comprobados a mano (literalmente
a mano o con un ordenador). Esto fue, en gran parte, mi trabajo: comprobar la con-
jetura hasta C' = 10%° (y de hecho hasta 8.8 - 100) fue, en comparacién, una tarea
secundaria —como veremos, no era siquiera el principal esfuerzo computacional.

Primero, permitanme decir algunas palabras méas en general sobre resultados
analiticos. Hay resultados del tipo «la proposiciéon es cierta para todo n mayor que
una constante C, pero esta demostracién no nos dice nada sobre C aparte de que
existe». A esto se le llama una «estimacién inefectiva»; muchas demostraciones de
los resultados de Vinogradov en libros de texto son de este tipo. (La razén detras de
esto es la posible existencia de los asf llamados «ceros de Siegel».) Un resultado pue-
de decir también «la sentencia es cierta para todo n > C, y en principio se deberia
poder determinar algin valor de C' usando las ideas de la prueba, pero el autor pre-
feriria irse a tomar un café». Esta es una proposicion efectiva no explicita; la versién
definitiva de Vinogradov de su propio resultado fue de este tipo (como lo son muchos
otros resultados en mateméticas, incluyendo algunos de mi propio pasado). Si se da
un valor explicito de C, entonces el resultado se denomina (jsorpresal) «expliciton.
Queda la cuarta etapa: conseguir que C sea razonable, esto es, suficientemente pe-
quena como para que el caso n < C pueda ser comprobado a mano. Estuvo claro
desde el principio que, en el caso de la conjetura ternaria de Goldbach, «razonable»
significaba aproximadamente C' ~ 103° (aunque las verificaciones existentes llegaban
a bastante menos que 103°).

Dije antes que D. Platt y yo comprobamos la conjetura para todos los impares
hasta 8.8 - 103°. He aqui como procedimos. Ya se sabia (gracias a un esfuerzo de
gran envergadura de parte de Oliveira e Silva, Herzog y Pardi [19]) que la conjetura
binaria de Goldbach es cierta hasta 4 -10'® —esto es, todo niimero par hasta 4 - 108
es suma de dos niimeros primos—. Sabiendo esto, todo lo que teniamos que hacer era
construir una escalera de primos, esto es, una lista de primos desde 2 hasta 8.8 -103°
tal que la diferencia entre cualesquiera dos primos consecutivos de la lista fuera a lo
més 4 - 108, Por tanto, si alguien le da a uno un entero impar n hasta 8.8 - 103, se
sabe que hay un primo p en la lista tal que n — p es positivo y a lo méas 4 - 10'®. Por
hipétesis, podemos escribir n — p = p; + ps para algunos primos p1, p2, ¥, por tanto,
n=p+p1+p2.

Construir esta escalera no nos llevé mucho tiempo. (De hecho, conseguir una
escalera hasta 10%° es probablemente algo que el lector pueda hacer en su ordenador
personal en unas pocas semanas —aunque almacenarla es otro asunto—.) La tarea
se hace en «aritmética entera», y comprobamos la primalidad de los ntimeros en la
escalera de manera determinista (restringiéndonos a primos para los cuales hay un
algoritmo rdpido de comprobacién de primalidad), asi que no hay que preocuparse.

El célculo computacional mas grande ha consistido en verificar que, para toda
funcién L de conductor ¢ hasta sobre 15000 (o dos veces esto para ¢ par), todos
los ceros de la funcién L con parte imaginaria acotada por 10%/q yacen sobre la
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linea critica. Esto fue por completo obra de Platt [20]; mi tnica contribucién fue ir
a buscar tiempo de ordenador por muchas partes (ver la seccién de agradecimientos
del articulo «Major arcs...» [12]). De hecho, Platt lleg6 hasta conductor 200000 (o
dos veces esto para ¢ par); ya habfa llegado hasta el conductor 100 000 en su tesis. La
verificacion llevo, en total, unas 400 000 horas de nicleo (esto es, el nimero total de
ntcleos (cores) de procesador usados por el nimero de horas que corrieron es igual
a 400 000; hoy en dia, un procesador de primera linea —como los de la maquina en
MesoPSL— normalmente tiene ocho nicleos). Al final, como decia, usé solamente
g < 150000 (o el doble de esto para g par), por lo que el niimero de horas necesarias
fue de hecho unas 160000; como me hubiera bastado con aproximadamente ¢ <
120000, podria decir que, en retrospectiva, se necesitaban sélo unas 80000 horas de
nicleo. Los ordenadores y yo fuimos cavando por lados opuestos de la montafna, y
nos encontramos en el centro. El hecho de que los ordenadores trabajaran mas de lo
necesario no es nada que lamentar: el calculo hecho es de uso general, y por tanto es
mucho mejor que no esté «hecho a la medida» de mis necesidades. Por otra parte,
con demostraciones de esta longitud, lo mejor es «construir como un romano», es
decir, calcular de mds por si uno (jno el ordenador!) ha cometido algin pequetio
error en algun sitio. (;jPor qué creen que esas paredes eran tan gruesas?)

Comprobar los ceros de la funciéon L computacionalmente es algo tan viejo como
Riemann (quien lo hizo a mano); es también una de las cosas que se intentaron en
computadoras electrénicas ya en sus primeros dias (Turing tenfa un articulo sobre
eso). Una de las principales cuestiones con las que hay que tener cuidado surge
cuando se quieren manipular nimeros reales: hablando honestamente, un ordena-
dor no puede almacenar 7; més aun, si bien un ordenador puede manejar niimeros
racionales, realmente se siente comodo sélo cuando maneja aquellos racionales cu-
yos denominadores son potencias de dos. Por tanto, en realidad no se puede decir:
«ordenador, dame el seno de este nimero» y esperar un resultado preciso. Lo que
se deberia hacer, si realmente se quiere probar algo (jcomo en este caso!) es de-
cir: «ordenador, te estoy dando un intervalo I = [a/2",b/2*]; dame un intervalo
I' = [c/2!,d/2!], preferiblemente muy pequefio, tal que sen(I) C I'». Esto se llama
«aritmética de intervalos»; es realmente la forma mas sencilla de hacer calculos en
coma flotante de manera rigurosa.

Ahora, los procesadores no hacen esto de forma nativa, y si se hace puramente
con software se retrasan las cosas en un factor de mas o menos 100. Afortunada-
mente, hay maneras de hacer esto a medias con hardware y a medias con software.
Platt tiene su propia biblioteca de rutinas, pero hay otras online (por ejemplo, PRO-
FIL/BIAS [16]).

(Oh, a propésito, no usen la funcién seno en un procesador Intel si quieren que el
resultado sea correcto hasta el dltimo bit. ;En qué habran estado pensando? Usen
la biblioteca CRIibm [4] en su lugar.)

Por dltimo, hubo varios calculos bastante menores que hice yo mismo; los encon-
trardn mencionados en mis articulos. Un cédlculo habitual fue una versién rigurosa
de una «demostracién por grafica» («el méximo de una funcién f es claramente me-
nor que 4 porque gnuplot me lo dijo»). El lector encontrard algoritmos para esto en
cualquier libro de texto sobre «computacién validada» —basicamente, es suficiente
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combinar el método de la biseccién con aritmética de intervalos.

Finalmente, déjenme indicar que hay una desigualdad elemental en el articulo
«Minor ares...» (viz., (4.24) en la demostracién del lema 4.2) que fue probada en
parte por un humano (yo) y en parte por un programa de eliminacién de cuantifica-
dores. En otras palabras, ya existen programas de ordenador (en este caso, QEPCAD
[14]) que pueden probar cosas ttiles. Ahora bien, no tengo dudas de que la misma
desigualdad puede ser probada puramente mediante el uso de seres humanos, pero
es bonito saber que nuestros amigos los ordenadores pueden (pretender) hacer algo
més que masticar nameros. . .

NoTA. Este articulo estd basado en un texto del autor publicado en su blog [13].
Se deben gracias a M. A. Morales, por una primera traduccion, y a J. Cilleruelo y
M. Helfgott, por muchos comentarios, asi como a F. Chamizo, por la grafica de la
figura 4.

NOTA ANADIDA EN LA IMPRENTA. R. Vaughan me indica que Descartes menciond
que «todo entero es igual a [la suma de] uno, dos o tres primos» en un manuscrito
publicado de manera p6stuma en 1901 [6, p. 298]. Dickson alude a esto en su historia
[8, p. 421], pero de manera un tanto oscurecida por una traduccién dudosa: la palabra
latina «pary» fue traducida como «eveny (en castellano, par) cuando, dice Vaughan,
debié haber sido traducida como «equaly» (igual). En resumen, Descartes planted la
conjetura de Goldbach un siglo antes de éste. Se trata, claro estd, de un enunciado
empirico (no publicado) y no de algo que Descartes supiera probar; ni siquiera parece
haberlo planteado de manera explicita como un problema para ser resuelto.
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