La sumacién de Poisson y parientes cercanos

FERNANDO CHAMIZO LORENTE

Resumen

Este articulo divulgativo sobre la féormula de sumacién de Poisson es una versién extendida
de la charla que imparti en la Universitat Autonoma de Barcelona el 14 de diciembre de 2016.
Comenzando con el caso euclideo de una dimensién, se muestran algunas de sus aplicaciones y
sus analogos en otros contextos.

1. ;Quién teme a las series que no convergen?

iRecuerdas cémo te metian miedo en Célculo I con ese teorema de Riemann que decia que las
series condicionalmente convergentes se podian reordenar para que la suma fuera cualquier nimero?
.Y qué decir de las no convergentes? ;Te acuerdas del desasosiego que te produjo1 =1—(1—-1) —
1-1)—---=(01-1)4(1—-1)+--- =07 ;No dejaste de confiar en el profe de Fisica I cuando te
dijo que la delta de Dirac ¢ era una funcién que valia cero en todos los puntos e infinito en el cero
pero que integraba uno? Pues, agarrate, la férmula que resume la sumacién de Poisson es
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Una vez que se ha expuesto a algin lector al infarto matemaético®, veamos qué sentido tiene esto,
primero intuitivo y después con una prueba matematica de esas que nos gustan.

Si metemos el hacha de cortar infinitos en el segundo miembro de (1.1), queda una humilde serie
geométrica que podemos sumar y hasta dibujar porque es real como la vida misma
(1.2)
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'Si te gustan las emociones més fuertes, abre un libro de teorfa cudntica de campos, alli verds pocas cantidades
finitas distintas de los nimeros de pdgina (vale, es una exageracién, pero si eres matemético nunca habrés visto tantas
integrales divergentes juntas).



El bulto grande que aparece en los enteros es de altura 2N + 1 y de anchura media més o
menos 1/2N, entonces (1.1) suena bien visualmente:
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Y si integramos Dy (x) contra una funcién que decaiga bien, el resultado se aproxima por la suma
de los valores de f en los enteros que es donde estan los bultos. Si confiamos en que N — 0o no nos
hace ninguna jugarreta, tenemos la forma habitual de la formula de sumacion de Poisson

(1.3) > s = Y Fw)con fie= [ s@eE an
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Esto es equivalente a (1.1) o lo que le da sentido. La J?es la famosa transformada de Fourier de f.

Vale, la deduccién de (1.3) como broma estd bien, pero jcuél es la demostracién para un matemati-
co serio? Muy fécil: se define la funcién 1-periédica F(z) = > 7o f(z + k), que bajo condiciones
adecuadas de regularidad debe ser igual a su serie de Fourier, por tanto
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y basta tomar x = 0.

2. Formulitas y formulotas

Una vez que tenemos el martillo, vamos a buscar los clavos. La funcién maés sencilla que sabemos
integrar es la exponencial e™*. Pongamosle un valor absoluto para que no se desmande en —oco y
un 2ma para hacerlo bonito. Esto es, tomemos f(z) = e~27*l_ El lado izquierdo de (1.3) es una
serie geométrica, bueno. .. dos, que sabemos sumar, lo que unido al calculo de las integrales del lado
derecho da lugar a
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Una bella férmula que generaliza el bien conocido 72/6 = Y > ; n™? del maestro sumador Euler. ;Lo
generaliza? Si, se deja como ejercicio deducirlo de (2.1).

Nuestra prueba de (2.1) requiere a@ > 0 pero Poisson nos ha dado més de lo esperado: por
extension analitica se cumple para todo @ € C con i ¢ Z. Para « imaginario puro, (2.1) es el
conocido desarrollo de la cotangente, también del maestro, y su desarrollo de Laurent permite calcular
3¢ n* cuando k es par.

Los valores absolutos tienen mala fama en el cdlculo infinitesimal por eso de que los pobre82no
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son derivables. Al grito de jgaussianizate! cambiamos la variable para conseguir f(z) = e y
jugando con variaciones de [~ e dz = /7, (1.3) nos da la férmula valida para R(c) > 0
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Vamos ahora con las formulotas. Se tiene el calculo

15
1 2 _
(2.3) (— > e_"2/4) = 3.14159265358979332840224 . . .
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n=-—15

.Es esto w7 Ciertamente lo es para tu calculadora pero desde el digito con boina difiere. Con (2.2)
podrés encontrar una explicacién a este fenémeno y, con mas esfuerzo, es posible acotar suficiente-
mente bien los errores para anticipar sin muchos calculos numéricos que la diferencia aparece justo
en el decimal 16.

La integral [*_|2|~% cos(2mz) da tiene sentido para 0 < s < 1y da 2(2m)* ! sin(ws/2)T(1 — s).
Tomando f(x) = |x| ® en (1.3) y cerrando los ojos se obtiene
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i Formulita o formulota? Formulota, si una suma existe la otra no y n = 0 da lugar a infinitos pero. ..
habia una cosa llamada funcién ((s) que extendia analiticamente > >, n~® y servia para estudiar
los primos. Si nos olvidamos de los n = 0 y de la convergencia, lo anterior se reescribe como

T8
(2.5) ¢(s) = 2(2m)* tsin (— 5 D1 —s)¢(1—s),

que es la ecuacion funcional correcta en forma asimétrica. Para el que esté ansioso por justificar este
misterio, estd la bibliografia de (la vieja) guardia [Gui4l] [Ing90, III.4].

3. Mas dimensiones y menos dimensiones

Extender (1.3) a més dimensiones es pura rutina: se suma en 7 € Z? y en la definicién de f
se escribe 45 #. Por si eso sabe a poco, generalicemos Z? considerando un reticulo en R%, eso es



simplemente A = AZ? con A una matriz cuadrada no singular y se llama reticulo dual a A* =
(A_l)tZd. Con la férmula de cambio de variable tenemos facilmente la generalizaciéon d-dimensional
en reticulos

(3.1) @) =AY F@)
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donde |A| := det(A). Por ejemplo, si elegimos f(Z) = e~ 27IZI” (2.2) se generaliza a
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Una vez que hemos subido la dimensién la podemos bajar. No es broma del todo. Si f tiene
simetrias especiales, es posible agrupar valores iguales dando lugar a una férmula en menos dimen-
siones aparentemente muy distinta. Por ejemplo, si A = A* = Z? y f es radial, f(77) = g(n? +n2) y
g(n) aparecera con multiplicidad r(n), el numero de representaciones como suma de dos cuadrados.
Trabajando los detalles [1K04, §4.4], se tiene una impresionante férmula con funcién de Bessel y todo:

(3.3) Zr(n)g(n) = 71/0 g(z) dx + ﬂ;r(n)/o g(x)Jo(2my/nzx) dz

n=1

que es fundamental para estudiar el problema del circulo de Gauss [IK04] [LWL24].

Vamos a ver una bella y rdpida aplicacién [Sko02] de (3.2) al “kissing number problem” que
pregunta cudl es el maximo nimero de esferas que pueden besar simultdneamente a otra, todas
del mismo tamano. Aqui “besar” significa “tocar”. Si, estd claro que besar no es lo mismo que
tocar. .. mejor no seguir por ahi y simplemente mirar estas figuras, donde k(d) es el “kissing number”
(;ntmero osculador?) en dimensién d:

k(1)=2 k(2)=6 k(3)=12

En la ultima figura, las esferas besuqueadoras se pueden colocar en los vértices de un icosaedro
regular y probar x(3) = 12 no es nada fécil. Las doce esferas dejan huecos y no esta claro si cabe
una decimotercera apretujandolas un poco. Esta polémica, que parte del siglo XVII, no fue resuelta
con rigor hasta mediados del siglo XX.

Aqui nos restringimos al “lattice kissing number” ¢(d), que es lo mismo pero suponiendo que
los centros de las esferas estdn en un reticulo. Uno tenderia a pensar que k(d) = £(d) por eso de la



elegancia y el orden en matematicas, de hecho los seis valores conocidos? de (d) coinciden con £(d)
pero se sabe indirectamente que x(9) # £(9). Por otro lado, esta claro que k(d) > ¢(d).

Llamemos F'(«) al lado izquierdo de (3.2) multiplicado por a2, Si hemos logrado poner { esferas
de radio 1/2 con centros en A besando la esfera unidad, separando de la suma ||77|| = 0, 1, mayor,

(34) F(a) :ad/2(1+6672ﬂa+ Z 6727"05“77“2)'

ll7i]>1
Lo crucial es que (3.2) asegura que F'(«) es creciente. Si o > d/4m,

d d
(3.5) 0< Fl(a) = iad/%l + ad/%lée*%a(i — 2mar) + cosas negativas.

Eligiendo de manera éptima o = (d + 2)/4m, se concluye

(3.6) od) < ged/2+1.

Esto no estd nada mal si se compara con los resultados conocidos cuando d — oco. Por cierto, un
problema relacionado es el empaquetamiento de esferas en dimensiones altas y las mejores cotas
superiores se obtienen con procedimientos parecidos [PZ04] [CE03].

4. Bienvenido al mundo modular

La variable compleja es muy rigida, en cuanto pones muchas condiciones te quedas sin funciones,
como las companias teatrales mediocres. Por ejemplo, si uno busca las funciones F' holomorfas en C
(enteras) que tengan dos periodos, digamos F(z) = F(z+ 1) y F(z) = F(z + 1), s6lo hay una muy
aburrida una vez que se ha especificado F(0), la funcién constante F'(z) = F(0).

Cuando uno considera funciones holomorfas en el semiplano superior H = {z : $(z) > 0} e
impone condiciones relacionadas con ciertos grupos hiperbdlicos, la teoria adquiere una riqueza y
profundidad increible. Es la teoria de las formas modulares y si no has oido mencionarla, no eres de
este mundo (matemdtico). En este contexto, se puede probar por ejemplo que s6lo hay una funcién
holomorfa en H que cumple

-1 1
4.1 F(z)=F 1), F(z) = F< _ )7
( ) (Z) (Z + ) (Z) 4Z2 4Z
una vez que especificamos el valor de F(ioco) := limg(;)_4o F(2), supuesto finito al igual que

limg )0+ I(2)?016 F(2), donde puedes cambiar 2016 por cualquier N > 2, siempre da cero.

2Son k(1) = 2, k(2) = 6, k(3) = 12, K(4) = 24, k(8) = 240, k(24) = 196560, como dijo J.H. Conway, es que hay un
montén de espacio alli arriba. Fue Gauss el primero que probé £(3) = 12, dando un reticulo sencillo que sustituye al
icosaedro antes mencionado.



Vamos a ver como deducir de ello un resultado clasico pero complicado de teoria de niimeros
gracias a (1.3). Definamos F(z) como el lado izquierdo de (2.2) elevado a la cuarta potencia con
a = —iz. Esto es,

(4.2) F(z) = ( i ezmn2z>4 _ im(n)ezmm’
n=—00 n=0

donde r4(n) es el numero de representaciones como suma de cuatro cuadrados. Gracias a (2.2), la
funcién F satisface (4.1) y proclamamos, segin lo anterior, que es la inica con F'(ico) = 1. El alumno
(9% 1PN

genial y desconfiado de la ultima fila, un tal Eisenstein sin escalinata y con “s” y “e”, podria dar un
ejemplo desconcertante

1 4 1
(43) Glz) = w2 Z Z ((m +4nz)?2  (m+ nz)Q)'
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A pesar de lo aparatoso de la férmula es muy sencillo (si, de verdad) comprobar que G verifica (4.1) si
no te distraes preocupandote con la convergencia. Por otro lado, hallar G(ico) se reduce a considerar
la contribucién de n = 0 que es 72 Yom £0 3m~? = 1. Hay que admitir entonces la identidad delirante
F(z) = G(z) por la unicidad de las funciones que cumplen (4.1).

Todavia hay mds, con (1.3) y usando residuos para hallar f(n), se tiene

0] 1 o
4.4 — = —4x? me2mimw.
(49 Y by
m=—00 m=1
que es valida para w € H tal como estd y extensible a —w € H cambiando e*™™% por e~ 2mmw,

Es posible también obtener esta férmula como consecuencia indirecta de (2.1). Sustituyendo en G y
haciendo los célculos, separando enes positivas negativas y nulas, la identidad delirante se convierte
en

00 0o oo
(4.5) Z 7«4(n)€27rinz =14+8 Z Z (me27rimnz _ 4me2”4m"2).
n=0

n=1m=1
Si ahora comparamos los coeficientes de e2™"* en ambos miembros, se tiene el golpe final, la férmula
apabullante:
(4.6) ry(n) =8 Z d.

44d, d|n

Una identidad limpia, breve y profunda. Por ejemplo, sin escribir ni una cuaterna de cuadrados, se
deduce

(4.7) r4(2016) = 8(1 + 24346+ 7+ 9+ 14 + 18 + 21 + 42 + 63 + 126) = 2496.



.Y qué ocurre para otro nimero de cuadrados? ;Hay formulas tan limpias? Sélo en algunos casos y
eso esta relacionado con las propiedades de las formas modulares [Gro85] [Har20] [Ran77] [Iwa97].
El lector abrumado encontrard en [Ven70] una prueba elemental de (4.6) y de otras férmulas rela-
cionadas.

5. Geometria, andlisis y aritmética

Las formas modulares, funciones que tienen simetrias relacionadas con (4.1), han estado tradicio-
nalmente ligadas a la variable compleja. Algunas de ellas aparecen naturalmente al aplicar (1.3) para
probar la ecuacién funcional de ciertos objetos relevantes en aritmética. En este contexto, H. Maass
se percatd de que al tratar cuerpos algebraicos reales era natural introducir funciones con simetrias
similares pero no holomorfas®. Si perdemos la variable compleja ;qué se salva? Una teorfa endia-
bladamente complicada pero 1til y bella [Rab15]. El resultado més representativo es la férmula de
la traza de Selberg [Sel56], una férmula de sumacién de Poisson que combina geometria, andlisis y
aritmética.

Comencemos por la geometria. El semiplano H fue introducido por Poincaré como modelo de
geometria hiperbédlica (curvatura —1) dotado de la métrica ds?> = 32 (dw2 + dyz). Esto significa
que arriba las cosas estan mas cerca de lo que parecen y abajo lo estdn menos. Las transformaciones
z+ z+1, z+— —1/z generan un grupo I y las funciones invariantes por ellas se pueden entender como
funciones en la superficie (de Riemann) obtenidas al identificar los lados de un dominio fundamental.

Hasta aqui la geometria, ahora vamos con el andlisis. Asociado a la métrica hay un operador de
Laplace-Beltrami —A que tiene autovalores 0 = A\g < A1 < A9 < ... correspondientes a autofunciones
normalizadas {u;(2)}32, (no holomorfas). Pues bien, en este contexto el andlogo de (1.1) es

(5.1) D Dz yw) =) ui(2)uj(w) + ﬁ /oo E(z,1/2 4 ir)E(w,1/2 + ir) dr,
yer j -

donde D(z,w) es una delta de Dirac centrada en z en el sentido que definiremos a continuacion y las
funciones E son las series de Eisenstein espectrales y, aunque son totalmente explicitas (a diferencia
de las u;), haciendo honor a su denominacién espectral desvaneceremos su contribucién en puntos

3En palabras de A. Weil [Wei79, p.463], fue necesario Maass para sacarnos del gueto de las funciones holomorfas.



suspensivos. Para pasar de (1.1) a (1.3), integramos contra una funcién. Hagamos aqui lo mismo. Si
K (z,v) sélo depende de la distancia de z a v, entonces

62 [KEoDwaw di = Keow) v [ K ou() di =0y (e)

donde u, es la medida correspondiente a la métrica y h es cierta transformada integral de K. Lo
primero es la definicién de la delta de Dirac y lo segundo es algo menos natural. Esencialmente dice
que un promedio de autofunciones con el mismo autovalor sigue siendo autofuncién. El analogo en R
seria

(5:3) / fllz = t)e*™™ dt = h(|n])e*™  con h=g, g(x)= f(]).

Con esto se llega a la féormula de pretraza

(5.4) Z K(z,yw) Z h(Aj)uj(z)uj;(w) + ...

vyel

El nombre es demasiado optimista, hay muchas complicaciones técnicas hasta llegar a la traza. Lo
que nos gustaria es integrar en z = w para que las u; desaparezca, por estar normalizadas, esto es
literalmente hallar la traza. Sin embargo, el malaje de los puntos suspensivos tiene traza infinita y
hay que truncar y encontrar un trozo en la suma en I' que cancele el infinito en el limite. El artifice
de la férmula, A. Selberg, no se detuvo ahi, organizé la traza del primer miembro separando clases
de conjugacién para darle un significado geométrico. El resultado final es algo de la forma

U f (L)
(5:5) Zf ZZ sinh( kzﬁn/2

donde /,, son las longitudes de las geodésicas cerradas.

.Y donde estd la aritmética? Hay dos cosas notables. La primera es una similitud formal entre el
conjunto {e‘»} y el de los primos de toda la vida pero con una funcién ¢ que satisface, casi trivial-
mente, la hipétesis de Riemann. La otra, més importante, es que las longitudes estan relacionadas
con las llamadas soluciones fundamentales de la ecuacion de Pell y sus multiplicidades, con ntimeros
de clases de cuerpos cuadraticos reales; dos objetos realmente elusivos sobre los que la formula de la
traza da una informacién sorprendente [Sar82].

6. Mas formulas de Poisson

La sencilla prueba de (1.3) nos revela dos ingredientes fundamentales: las series de Fourier y
empapelar R con [0, 1] a través de las traslaciones enteras.



Las series de Fourier tienen una generalizacién bastante fiel (sin las complicaciones no conmuta-
tivas de la teoria de Selberg) en los grupos abelianos localmente compactos [Kat04]. Si dentro de uno
de estos grupos G se tiene un subgrupo discreto H, un sosias de las traslaciones enteras, serviran para
empapelar G con G/H. La férmula de sumacién de Poisson generalizada que se obtiene siguiendo
este esquema tiene la pinta

(6.1) Sy = > F),

heH \eCJH

donde fes una transformada de Fourier generalizada y CT/?I es el grupo de caracteres, los homomor-
fismos continuos x : G/H — {|z| = 1}. En (1.3), G = R, H = Z y los caracteres son Y, (z) = >
con n € Z, que pueden identificarse con los enteros llamando n a x,.

. Es esto abstraer por abstraer? ; Estamos ante una de esas teorias tan generales que tienen como
Unico caso particular el que ya nos sabiamos? Rotundamente no. La famosa tesis de Tate, que es
realmente la tesis doctoral de J. Tate [Tat67], maneja estas ideas para integrar de manera elegante en
un objeto global (una funcién L de Hecke) la informacién aritmética de cuerpos de niimeros gracias
a una férmula de sumacién sobre los adeles [SDO1]. También es posible dar una prueba del teorema
de Riemann-Roch con una férmula de sumacién de Poisson generalizada [RV99].

La férmula de la traza de Selberg es universalmente famosa pero hay otra férmula de sumacion
de Poisson en el mundo modular no holomorfo que ha tenido un impacto mucho mayor en la teoria
de numeros actual: la férmula de Kuznetsov [Kuz80]. El lado izquierdo de (5.1) es una funcién, por
decir algo, 1-periddica en z, que admite un desarrollo de Fourier de toda la vida. Sus coeficientes
estan relacionados con la distribucion del inverso multiplicativo con respecto a un médulo que varia y
cuando se comparan con los del lado derecho de (5.1), surge entre un amasijo de funciones especiales
una relacién entre la distribucion de los inversos, autovalores y autofunciones. ;Es esto complicado?
Si, bastante (publicidad poco subliminal: en [CR15] hay una prueba que hasta un nifio* podria seguir)
pero desde los anos 80 muchos autores han probado que merece la pena y que lo poco que sabemos
de autovalores y autofunciones es suficiente para decir cosas que no sabiamos de la distribucién de
los inversos.

En el lado geométrico, la férmula de la traza de Selberg anticipé en muchos afios los trabajos
[Cha74] y [DGT75] (ver también [CdV72]). En ellos se prueba que si A, son los autovalores del
operador de Laplace-Beltrami —A de una variedad riemanniana compacta entonces » eieVn og algo
con singularidades, deltas de Dirac por asi decirlo, en x = kf,, con £, las longitudes de las geodésicas
cerradas y k € Z. Por ejemplo, en la esfera unidad es bien conocido que los autovalores son los enteros
de la forma k(k + 1), k € N, cada uno con multiplicidad 2k + 1 (las posibles orientaciones del espin
entero) y todas las geodésicas son circunferencias maximas de longitud 27. En la primera gréfica se

4(con un méster en mateméticas)



ha dibujado el médulo de Y e® An para A, < 10% y se aprecian claramente los picos en los miltiplos
de 2.
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Si ahora consideramos el toro plano unidad, esto es, el cuadrado unidad con las fronteras derecha e
izquierda identificadas y lo mismo con las de arriba y abajo; los autovalores son 472k con multiplicidad
el nimero de representaciones de k como suma de dos cuadrados y las longitudes de las geodésicas
son las normas de los vectores enteros. Las cuatro primeras son 1, /2, 2 y v/5 (una geodésica de
esta longitud estd marcada en la figura). La gréfica de la misma funcién que antes revela picos, mas
irregulares pero todavia claros, en estas cantidades.

La generalizacién de (2.2) en el dmbito geométrico ha dado también bastante juego. Con la
notacién anterior, un andlogo honesto del primer miembro de (2.2) es > e~*"®. No hay una férmula
exacta pero si un desarrollo asintético del tipo a~%/? > >0 Cne™ cuando o — 0T donde d es la
dimensién. Lo que se prueba es que los coeficientes encierran informacién geométrica. Por ejemplo,
cp es, salvo constantes, el volumen y ¢; es la integral de la curvatura escalar [MS67] [Sin75].

7. Historias e historietas

Siméon Denis Poisson (1781-1840) es este senior de la imagen y a la derecha algunas de sus
contribuciones que aparecen en los grados de fisica o matematicas.

1—r?
F(9) = 1 —2rcosf +1r2’ —AF=dmp,
gy =00 DB gy X
91 = 6qi apz‘ 8qi 8}%7 N N k! '

Fue un investigador y profesor infatigable que vivié los turbulentos anos de la restauracion monarqui-
ca tras la revolucion francesa. En la vida de Galois desempena un papel, posiblemente injusto, del
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lado de los malos de la pelicula por no haber apreciado su famosa memoria y recomendar a la Acade-
mia de Ciencias que no fuera admitida®. El nombre de Poisson es uno de los 72 de ilustres franceses
que aparece en la torre Eiffel. No es para menos, sus contribuciones a la fisica y a las matematicas
son ciertamente notables. Su produccién es inmensa, se estima que escribié entre 300 y 400 trabajos.

Segun algunas referencias, la férmula de sumaciéon de Poisson estd en su memoria Sur la Distri-
bution de la Chaleur dans les Corps solides publicada en el Journal de I’Ecole Royale Polytechnique
en 1823. Quizd esté alli® porque hay muchas series de Fourier pero ;dénde?

Afortunadamente a continuacién de esta memoria, dentro del mismo volumen, hay otro trabajo de
Poisson: Sur les intégrales définies et sur la sommation des séries, el titulo es bastante esperanzador
y en la pagina 451 aparece:

S FO)+EZF(20l)=—F4.+Z 4.,

@ nwy dg __
_[; cos —= Fg—+=4,.

En caligrafia moderna I TEXiana,
1 > 1 > 1 [ nwz
(7.1) §F(0) + Z:: F(2ln) = §A0 + nzz:l A, con A, = l/o cos (—)F(z) dz.

Para deducir (1.3) tomamos [ = 1/2 y f la extensién par de F, f(z) = F(|z|). El primer miembro
de (7.1) es

(72) SO+ fo =5 > i)

n=—oo

Mientras que el segundo miembro es

(7.3) /f dx—l—QZ/ cos(2mnx) f Z/ cos(2mnz) f Z

n=—oo n=—oo

Con esto queda probado (1.3) a partir de la férmula original (7.1) para funciones pares. ;Y para las
impares? Muy facil: 0 = 0. ;Y para el resto? Todas las funciones son suma de una par y otra impar.

Cémo deduce (7.1) Poisson? Esencialmente como se deduce (1.3) pero de una manera mas
enrevesada, considera la serie de cosenos en lugar de la de Fourier, teniendo cuidado con las discon-
tinuidades que induce en los extremos. Ya es tarde para que mande una fe de erratas pero de hecho

SProvisionalmente: “Se puede pues esperar a que el autor haya publicado su trabajo completo para formarse una
opinién definitiva” [Cor00].
SN. del A. No he sido capaz de encontrarla en dicha memoria.
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hay un pequeiio error en su férmula de partida justamente por la contribucidon de esos términos.
Poisson no da referencias a trabajos anteriores, por lo cual es natural suponer que es en este trabajo
donde la obtuvo originalmente. Quizé se considere parte de su larga memoria sobre el calor.
Para terminar, un reto para el lector. Unas péaginas antes de llegar a su férmula, Poisson da
sentido a algunas series divergentes curiosas:
I—I14+1—141—1-+&c = —;—

>

2

1+o——:+1+o—1+1+o—1+8{c.:T,

1+0+4+0—~1+I+0~+0—1—+1-4+0+0— t+&c.:'-—i——:

., Qué estaba usando para llegar a tan estrafalarias identidades? Pista: empieza por “ntcleo de”.
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