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C C Poisson summation for number theory is what a
car is for people in modern communities — it transports
things to other places and it takes you back home when
applied next time — one cannot live without it. , ’

H. lwaniec, E. Kowalski

Analytic Number Theory
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Idea intuitiva

La férmula que resume la sumacién de Poisson es

Z 5 X o n Z e—27rlnx
n=— n=—
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Idea intuitiva

La féormula que resume la sumacién de Poisson es

i (5(X—n)= i e—27rinx

n=—0o0 n=—00

—2mi(N+1)x _ e2milNx

N e
2 : e—27rmx — —
e—2mix _ 1
n=—N

_sin (m(2N + 1)x)

sin(mx)
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Idea intuitiva

La férmula que resume la sumacién de Poisson es

Z 5(x—n): Z e—27rinx

hacia oo
hacia oo
hacia oo
hacia oo
hacia oo

\

Y si integramos [DN(X) =N . e‘2”i”"] contra una funcién que

decaiga bien, el resultado se aproxima por la suma de los valores de

f en los enteros.
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Idea intuitiva

La férmula que resume la sumacion de Poisson es

Z 5 X _ n Z e—27r/nx
n=—00

hacia o
hacia oo
hacia oo
hacia oo
hacia oo

\

Férmula de sumacidon de Poisson

_f: f(n) = _fj ()  con F(&)= /_ 7 F(x)e2mEx dx
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La férmula

.Y para un matematico formal?

Se define una funcién 1-periédica: [F(x) =30 o flx+ k)]

F(X) — Z / F(t)e 27rlntdt e27rlnx

n=—o00
_ Z / f(t 27rmtdt e27rlnx
n=—o00

y basta tomar x = 0.

Formula de sumacién de Poisson

S fm)= 3 Fm)  con F(e)= /_O:o F(x)e 276 dx

n=—oo n=-—0o0o
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La férmula

Formulitas
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La férmula

[£(x) = e |

€4+ e ™ o & 1
—)—:; Z m (aG(C,coniagZZ)

eTfOt _ e—ﬂ'Oé

n=—oo

(£(x) = 270"

i 2
e~ wan? _

n—=—0o0

ﬂ\H
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[f(x) = e_27”"|x|]

eﬂ'Oé + e—7TOé o

era _ g—ma o et n2 4+ o2
2
[f(X) — e—27rax ]
o

> e—27ran2=\/% Y e/

n=—oo n=——oo

[e e}

L

(a € C, con ia ¢Z)

1 15 2 2
(5 S e_”2/4) — 3,141592653589793 ... = T
n=-—15
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[f(x) = e_27”"|x|]

eﬂ'Oé + e—7TOé o

era _ g—ma o et n2 4+ o2
2
[f(X) — e—27rax ]
o

> e—27ran2=\/% Y e/

n=—oo n=——oo

[e e}

L

(a € C, con ia ¢Z)

1 15 2
(3 X e/*)" = 3,14150265358079332840224 ..
n=-15
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La férmula

[e e}
—)ngz - (ae(C,coniagZZ)

Z e—27rom2 _ % Z e—wn2/2a
n=—00 n=—00
f(x) = [x|™*

. f: Inf=* = 2(2m)*sin (3)7(1 — 5) S |t

~

n=—0o0

_
~—

[ffooo |x|~* cos(27x) dx, 0<s< 1]
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—2man —7n? /20
L e — R 0
n;oo 20[ n:Z—OO ) (a) >
f(x) = Ix|"*
N Z |n|=* = 2(2m)¥ Lsin ()(1 - 5) Z |n|~1
n=—o0 n=—o0

La funcién ¢(s) extiende analiticamente >, n~*,

((s) = 2(2m)* " sin ()T (1 = s)¢(1 - 5)
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Fisica matematica

Un tema candente. ..
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El método de las imagenes

El método se utiliza para construir soluciones en diversos
problemas de la fisica matematica.

C Ecuacién del calor

du  d%u
Eriiel x€eER, t>0
u(x,0) = f(x)
D
ou  u

5 = a2 x € (0,1), t>0
X [ P—
u(x,0) =1f(x), w(0,t)=u(l,t)=0
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Fisica matematica

ou  O%u
E—W, XGR, t>0
u(x,0) = f(x)

Cuando f(x) = d(x), la funcién
G(x,t) = (4mt)~1/2e=x/4t

resuelve , y empleando f(x) = [d(x — y)f(y) dy

Solucién {u(x, t) = /O:o G(x —y, t)f(y) dy}

general: _
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Fisica matematica

2
{8”—‘9” x€(0,1), t>0

at  ax?’
u(x,0) =f(x), w(0,t)=u(l,t)=0

(l.[“(xa t) = /01 Glx —y, t)f(y) dy}?
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Fisica matematica
ou  O%u
— ==, €(0,1), t>0
(D) [{or &2 * 0.1)
u(x,0) = f(x), wu(0,t)=u(l,t)=0
Situando fuentes de frio opuestas a las
fuentes de calor detrds de x = 0,

f(x)
1
ulxit) = [ Golx =y )" (v) dy
-1
con f* la extensién impar de f a [—1,1]

™ ] |
-1 % 0 1
A 1
\‘ N}
—f(=x) .
iy
. \‘
N *
' ‘\ .
| J o imparen x =0
- = b= & e
B < enx =1
L T T
\‘ 'l \‘ 'l
‘\ N ‘\‘ N
“ot ~at
La sumacién de Poisson y parientes cercanos
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Fisica matematica

2
%:%, x€(0,1), t>0

u(x,0) =f(x), w(0,t)=u(l,t)=0

{u(x, t) = /_ 11 Gp(x —y, t)f*(y) dy

con f* la extensién impar de f a [-1,1] y

1 ()2
Gp(x,t) = \/ﬁ Z e-(x=2n)/ac pequefio
Tl =00
Férmula de sumacién . 1 & _ 22t _mwinx v t grande
de Poisson 2 Z € € &
n=—o0

1 /1 :
U(X t) —_ Z cn e—7r n’t rrmx’ Cp= 5/1 f-*(y)e—mny dy

n=-—oo
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Otras dimensiones

La puerta a mas dimensiones
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Otras dimensiones

Subir de dimensién es facil.

Z f(n) = Z f(7) con (&) = f()—g)e—zwi{.; dz

d
rnezd rezd R

Una vez que hemos subido, también la podemos bajar.
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Subir de dimensién es facil.
Z f(n) = Z ?(ﬁ) con ?( _’) = /Rd f()—g)e—zwi{.; dz

Una vez que hemos subido, también la podemos bajar.

Si d =2y f es radial, entonces [f(ﬁ) = g(n? + n%)] y

oo

Z r(n)g(n) = 7r/0 )dx + 7 Z / x)Jo(2m+/nx) dx

n=1

que es fundamental para estudiar el

problema del circulo de Gauss.
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Sumacién de Poisson en reticulos

.
== ==C=-==0-=--0--1 AP e
I I I I A= nd
| | | | /
I I I I o
e e e e .
| | | |
| | | |
o :
I I —e
I I o /
R |
l 9L l

Reticulo en R? : A = AZ9, con A matriz cuadrada no singular
Reticulo dual :  A* = (A~1)"z¢

STF@AE) =AY f(A)  donde |A| == det(A)

Aen AeN*
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con A matriz cuadrada no singular

det(A)

A=

donde

)

<

(

= AZ9,
N = (AY)'zd
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Reticulo en RY :

Reticulo dual :
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Otras dimensiones

Muac
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Kissing number x(d

El problema

Para cada dimension d, calcular el maximo nimero de esferas que
pueden tocar o “besar” simultdneamente a otra (todas del mismo

tamafio).

"
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Kissing number x(d

El problema

Para cada dimension d, calcular el maximo nimero de esferas que
pueden tocar o “besar” simultdneamente a otra (todas del mismo

tamafio).

Config. de
Kepler

Config.
icosaedro
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Lattice kissing number ¢(d

El mismo problema pero suponiendo que los centros de las esferas
estan en un reticulo.

5 17N )

d | x(d) ir(d) = £(d)?

1 2

2 6 Los seis valores conocidos de «(d) coinci-

i ;i den con £(d) pero se sabe indirectamente

que x(9) # £(9).

8 240 ©) ©)

24 | 196560 Por otro lado, esta claro que x(d) > ¢(d).
S —

Estos problemas estan relacionados con el empaquetamiento de
esferas.
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Otras dimensiones

ST =N F(R)

nen nEN*

&(;) _ e—zwanfn?]

0d/2 Z o—2mallfil? | IA[~12—d/2 Z eIl /2

AeN AEN*

\—' F(a) = a2 (1 + e~ 4 Z e"zm||ﬁ||2)

lIAl>1
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> =AY ()

AeA nen*

[f()‘(’) _ e—zmuznj

{ad/Z ) e-zmﬁqz A|129/2 3 ez

AeN Aen*

\—> F(a) = a2 (1 + Lo 1 > e72m”’7”2>
17]1>1
Si a > d/4m,
cosas

d d
< Fl(o) = 9. d/2-1 | dj2-1y,-2ra(9 _
0 < F(a) o +o te (2 27ra) L negativas

2

Tomando a = (d +2)/4n,  {(d) < ged/ZH
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Mundo modular

Bienvenido al mundo modular
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Pregunta rapida: j Cudntas funciones F hay que sean holomorfas
en C con dos periodos, digamos

F(z)=F(z+1) y F(z)=F(z+1),

una vez que se ha especificado F(0)?

Respuesta (igual de rapida): Solo una, la funcién constante
F(z) = F(0).

Cuando uno considera funciones
holomorfas en el semiplano superior
H={z : 3(z) >0} e impone
condiciones relacionadas con ciertos
grupos hiperbdlicos, la teoria adquiere s
una riqueza y profundidad increible.
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Formas modulares

Sélo hay una funcién holomorfa en H que cumple

Fz) = F(z+1), F(z) = 47—212F<7 i)

una vez que especificamos el valor de F(ioo) 1= limg(;)— 400 F(2),

supuesto finito al igual que limg(,) o+ S(2)"VF(2).

} 1 = 2
727rozx § —27an? _ § : —mn® /2«
( ( ) n__ooe 2c y

«

[F(z) = ( _i e2wfn22)4 _ ir4(n)62”i"z, Flico) = 1
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Formas modulares

Sélo hay una funcién holomorfa en H que cumple

Fz) = F(z+1), F(z) = 47—212F<7 i)

una vez que especificamos el valor de F(ioo) 1= limg(;)— 400 F(2),

supuesto finito al igual que limg(,) o+ S(2)"VF(2).

} 1 = 2
727rozx § —27an? _ § : —mn® /2«
( ( ) n__ooe 2c y

«

—00

[F(Z) = (X @) =Y amen ™, Flic) =1
n=—o00 n=0
1 4 L
6(2) = Zm: ; ((m+4nz)2 - (m+n2)2)
(m,m)#(0.0)
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ZM( 2”2_772 2 2,7: (m+4nz —(m+1”2)2)

n=0 m

(m,n)#(0,0)
[

S 1 - Timw
{mzoo m = _471'2 mXZ; me2 J
1
Z r4(n)e27rmz —1+8 Z Z (meZW/mnz o 4m627r/4mnz)J

n=0 n=1 m=1

Comparando los coeficientes de €2™%;  ry(n) = 8 Z d
4td, d|n

r4(2016) = 8(1+2+346+7-+9+14+18+21+42+63+126) = 2496
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Geometria y analisis

La apoteosis de Poisson:

Andlisis, aritmética y geometria
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Formas modulares no holomorfas

Geométricamente:

El semiplano H dotado de la métrica ds? = y—2(dx? + dy?) es un
modelo de geometria hiperbdlica.

Cuando un grupo fuchsiano I' acttia en H, el cociente '\H
adquiere estructura de variedad riemanniana.

( )

z—z+1

Las formas modulares no holomorfas son las funciones de N\ H.

F. Chamizo



Operador de Laplace-Beltrami: —A = y? (02 +02)

Formas de Maass (normalizadas): uj(z)
son las autofunciones del laplaciano hiperbélico

—Auj=XNuj con 0=Xg <A\ <N <...

%

iAndlogo de Z §(x —n) = Z e—2minxy

n=—0o0 n=—o0o
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Operador de Laplace-Beltrami: —A = y?(5% + 83)

Formas de Maass (normalizadas): uj(z)
son las autofunciones del laplaciano hiperbélico

—Auj=XNuj con 0=X <A <A <...

ZD(Z/YW) = Zuj(z)m—i- % /_Z E(z,1/2+ ir)E(w,1/2 + ir) dr

yer J
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Férmula de la pretraza
Si K(z, w) s6lo depende de la distancia de z a w,

Y K(z,yw) = Z h(OA)ui(2)ui(w) + ...
J

el

Integrando en z = w se llega a la traza pero ... hay que truncar y
encontrar un trozo en la suma en I' que cancele el infinito en el
limite.

e . aF(kly)
,;f(w”_ Zkzl sinh(k{ /2)

donde /,, son las longitudes de las geodésicas
cerradas.

A. Slberg

F. Chamizo



(Chazarain, Colin de Verdiére, Duistermaat, Guillemin)

Si A, son los autovalores de —A de una variedad riemanniana
compacta entonces 3 e*V*n es algo con singularidades en x = k/,
con k € Z.

Autovalores
k(k+1)

multiplicidad 2k + 1

geodésicas : longitud 27

Autovalores

multiplicidad r(k)

geodésicas : vectores enteros — —
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Colgaré un articulo con el contenido de esta charla un poco
extendido y con mejores chistes en:

https://www.uam.es/fernando.chamizo

(no hace falta ni suscribirse ni pinchar ningin me gusta)
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https://www.uam.es/fernando.chamizo

Bonus track
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Conoce a tus héroes

Siméon Denis Poisson (1781-1840)

Fue un investigador y profesor infatigable
que vivié los turbulentos afios de la res-
tauraciéon monarquica tras la revolucion
francesa.

En Sur les intégrales définies et sur la sommation des séries,
publicada en 1821 en el Journal de |'Ecole Royale Polytechnique,
aparece:

—FO+EF(20l)=—F4d.+ 5 4.,

e nwy 4z __
ﬁ CDSTFZ_I_—A"
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|
(_\/—{

_{

Y ]
£ 3
° 5
o

=+ o
NgER
:_H\ —
3 N
| <
o

= X
Mg i
- [
-~ A
3 x
3z | x
N

Il
S—
(e}
o]
wn
BuR
N
3
3
g
gy
&
&

/Ooo f(x) dx + 2 i /Ooocos(anx)f(X) dx

Con esto queda probado la formula de sumacién para funciones pares.

.Y para las impares? .Y para el resto?
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1 = 1 = 1 nmz
§F(0)+ZF(2ln):§Ao+ZA,,, con n77/ cos () F(2) dz

Tomando | =1/2y f(x) = F(|x|),
3 Z f(n)

/O f(x) dx+2z / cos(2mnx)f(x) dx = Z / cos(2mnx)f(x) dx

-2

I\:v\r—l

Con esto queda probado la formula de sumacién para funciones pares.

;Y para las impares? v’ .Y para el resto? v
0=0 f=fFft+f"
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