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Resumen:

Todos tenemos una idea intuitiva de la probabilidad y por ello las
paradojas que aparecen en esta disciplina son de las mas chocantes
en Matemadticas para un publico general. A través de ejemplos se
busca ilustrar esta situaciéon y motivar una fundamentacién
matemadtica del concepto probabilidad.
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Martingala

i Se puede ganar siempre en el casino?

En la ruleta jugar a rojo o negro es como jugar a cara o cruz. J
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Martingala

i Se puede ganar siempre en el casino?

En la ruleta jugar a rojo o negro es como jugar a cara o cruz. J

La probabilidad de ganar o de perder apostando a rojo es del 50 %.
Eso significa que, de acuerdo con la experiencia, nuestras
expectativas de ganar o perder, son las mismas.
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Martingala

La martingala

Supongamos que comenzamos apostando un euro a rojo, si
ganamos, nos retiramos y si perdemos apostamos doble a rojo y
repetimos este proceso de duplicar la apuesta tantas veces como
perdamos y nos retiramos la primera vez que ganemos.

El ndmero de tiradas r que tarde en salir rojo, sorprendentemente
no afecta a nuestras ganancias.
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Martingala

La martingala

Supongamos que comenzamos apostando un euro a rojo, si
ganamos, nos retiramos y si perdemos apostamos doble a rojo y
repetimos este proceso de duplicar la apuesta tantas veces como
perdamos y nos retiramos la primera vez que ganemos.

El ndmero de tiradas r que tarde en salir rojo, sorprendentemente
no afecta a nuestras ganancias.

¢ r=1
* r=2
" r=3
00 =4
0004 r=5

gano 1€

gano 2 —1=1€
gano4 -2 —-1=1€
gano8—4—-2—-1=1€
gano1l6—-8—-4—-2-1=1€

LI
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Martingala

La ganancia, sea cual sea el nimero de tiradas que tarde en salir
rojo es 1€ gracias a la férmula matemitica

14244484421 =2"_1.
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Martingala

La ganancia, sea cual sea el nimero de tiradas que tarde en salir
rojo es 1€ gracias a la férmula matemitica

14244484421 =2"_1.

Si esto parece poco ambicioso, con una apuesta inicial de 100€ se
ganaran 100€.

Estd claro que antes o después saldra rojo, por tanto con esta
estrategia siempre ganaré pero un juego de cara y cruz es
equitativo y las probabilidades de ganar son del 50 %.

Nota: Los juegos de ruleta reales no son exactamente equitativos, si sale el 0O,
lo cual ocurre con probabilidad 2.7 %, la banca se lleva todo. Si los juegos de

azar fueran equitativos no existirian los casinos.
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Martingala

Si todos los jugadores siguieran la misma estrategia,
aparentemente arruinarian al casino.

Ju|J2|J3]J4]J5]J6|J7 | J8
1L 4[] ¢[¢/¢¢[0¢]¢]4e
2 ¢ K ¢ | —2€
3 ¢ ¢ | 1€
4 K3 — 1€
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Martingala

Si todos los jugadores siguieran la misma estrategia,
aparentemente arruinarian al casino.

Ju|J2|J3]J4]J5]J6|J7 | J8
1666666 4 6|4
2 ¢ ¢ ¢ | —2€
3 ¢ ¢ | — 1€
4 ¢ | — 1€
Los ocho jugadores J1-J8 ganan 1€, el casino pierde 8€. )
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Martingala

Por otra parte el casino sabe que en cada turno la mitad de los
jugadores perderdn y por tanto en promedio el balance entre sus
pérdidas y ganancias es cero.

JU| J2 [ J3 | J4 | )5 |J6| J7 | U8

LI 6] ¢ [ 6] ¢ 6] ¢] ¢ 0e
2 ¢ ¢ | ¢

3 ¢ ¢

4 ¢
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Martingala

Por otra parte el casino sabe que en cada turno la mitad de los
jugadores perderdn y por tanto en promedio el balance entre sus
pérdidas y ganancias es cero.

J7 | 18

¢ | ¢ |—0e

Ji2 ¢ | —o0€
¢

JU| )2 [ 3] )4 5

EKEEKREKIEK

J9 ¢ | JI0O Ji1 ¢

2R 2R AR RS

PO
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Martingala

Por otra parte el casino sabe que en cada turno la mitad de los
jugadores perderdn y por tanto en promedio el balance entre sus

pérdidas y ganancias es cero.

JU| J2 [ J3 | J4 | )5 |J6| J7 | U8

KKK

J9 ¢ |Ji0 Ji1 ¢ [ e |J12 ¢

¢ J13 J14 & J15 ¢ |Ji6
¢

PO

— 0€
— 0€
— 0€
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Martingala

Por otra parte el casino sabe que en cada turno la mitad de los
jugadores perderdn y por tanto en promedio el balance entre sus
pérdidas y ganancias es cero.

JU| J2 [ J3 | J4 | )5 |J6| J7 | U8
LI 6] ¢ [ 6] ¢ 6] 4] ¢ 0e
20J9 ¢ [JI0 J11 ¢ [ 4 [J12 & | —o0€
3/ 6 JI3 J14 & JI5 ¢ |Ji6 ¢ | —0€
406 & & 17 J18 & [J19 J20 —7
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Martingala

Por otra parte el casino sabe que en cada turno la mitad de los
jugadores perderdn y por tanto en promedio el balance entre sus
pérdidas y ganancias es cero.

JU| J2 [ J3 | J4 | )5 |J6| J7 | U8
LI 6] ¢ [ 6] ¢ 6] 4] ¢ 0e
20J9 ¢ [JI0 J11 ¢ [ 4 [J12 & | —o0€
3/ 6 JI3 J14 & JI5 ¢ |Ji6 ¢ | —0€
406 & & 17 J18 & [J19 J20 —7

Los veinte jugadores J1-J20 han disputado en total 32 turnos y
han perdido la mitad de ellos.
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Bertrand

Un problema, varias soluciones

La paradoja de Bertrand

i Cudl es la probabilidad de que una cuerda elegida al azar en la
circunferencia sea mas larga que el lado del tridngulo inscrito?

— cuerda mas corta

— cuerda mas larga

NS

Es dificil dudar de que éste es un problema matematico bien planteado
porque, incluso si no lo sabemos resolver, parece que podriamos hacer
una aproximacién experimental eligiendo muchas cuerdas.
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Bertrand

Dos soluciones:

1)

Nl

angulo central
prob =1/3

1) La tercera parte de las cuerdas que parten de un punto caen en
el dngulo central.
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Bertrand

Dos soluciones:

1) 2)
ﬂm \ /
angulo central radio perpendicular
prob =1/3 prob =1/2

1) La tercera parte de las cuerdas que parten de un punto caen en
el dngulo central.

2) La mitad de las cuerdas perpendiculares a un radio estan en la ’
mitad mas cercana al centro.
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Kolmogorov

Los axiomas de la probabilidad

En 1933, A. Kolmogorov introdujo la probabilidad de manera
axiomdtica. Con ello dio su fundamentacién matematica rigurosa. J
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Kolmogorov

Los axiomas de la probabilidad

En 1933, A. Kolmogorov introdujo la probabilidad de manera
axiomdtica. Con ello dio su fundamentacién matematica rigurosa.

Se llama espacio muestral al conjunto de todos los posibles
resultados de un experimento. Por ejemplo, al tirar una moneda
dos veces, el espacio muestral es

|

Se llama suceso a cualquier subconjunto del espacio muestral. Por

ejemplo {

} es salir dos caras y el suceso salir al menos

una cara seria {

F. Chamizo Probabilidad e intuicién |



Kolmogorov

Se llama probabilidad a una funcién que “mide” los sucesos y que
satisface los siguientes tres axiomas (propiedades)

© La probabilidad es un niimero> 0
@ La probabilidad del total (espacio muestral) es 1

© La probabilidad de la unién sucesos disjuntos es su suma
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Kolmogorov

Se llama probabilidad a una funcién que “mide” los sucesos y que
satisface los siguientes tres axiomas (propiedades)

© La probabilidad es un niimero> 0
@ La probabilidad del total (espacio muestral) es 1

© La probabilidad de la unién sucesos disjuntos es su suma

Con esta abstraccién, las Matematicas evitan el problema del
significado de la probabilidad, que pasa a ser una funcién
introducida por nosotros desligada del mundo fisico pero, por
supuesto, motivada por él en cada una de las aplicaciones.
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Kolmogorov

Por ejemplo podemos |nventar una funC|on de probab|||dad P con

que no corresponde a una moneda normal pero que seria util para
representar otra cargada.

€

Una funcién de probabilidad con P(( (2 #* P(’F )) podria

representar una moneda que de alguna manera se dana al salir cara.

De esta forma, conjeturas como la de Bertrand no llevan a ninguna
contradiccién matemdtica, las diferentes soluciones corresponden a
diferentes maneras de llevar a cabo el experimento.
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Simpson

Mayor=menor

La paradoja de Simpson permite deducir conclusiones opuestas a
partir de los mismos datos. A pesar de que tiene mds de 100 afos
se incurre con frecuencia en ella en los medios de comunicacién y

en los estudios cientificos al interpretar estadisticas.
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Simpson

Mayor=menor

La paradoja de Simpson permite deducir conclusiones opuestas a
partir de los mismos datos. A pesar de que tiene mds de 100 afos
se incurre con frecuencia en ella en los medios de comunicacién y

en los estudios cientificos al interpretar estadisticas.

Uno de los casos mas famosos es una acusacién por discriminacion
sexual contra la prestigiosa Universidad de Berkeley.

La situacion era que practicamente los mismos varones que mujeres
solicitaban comenzar el doctorado pero se admitia a mas varones. Por lo
cual, la probabilidad de ser admitido era menor siendo mujer. La
universidad investigd la situacion y observé que tipicamente en los
diferentes departamentos era mayor la probabilidad de ser admitido al
doctorado si se era mujer.
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Imaginemos un mundo educativo extrano donde sélo hay dos
asignaturas: Filosofia y Matematicas y los estudiantes sélo deben
escoger una de ellas.

Supongamos que hay 2600 estudiantes matriculados, 1300
hombres y 1300 mujeres, y que la distribucién de matriculados y
aprobados viene dada por las siguientes tablas:

Matriculados Aprobados
Filos. | Mat. Filos. | Mat.
Hombres | 800 500 Hombres | 200 | 400
Mujeres 500 800 Mujeres 100 600
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Matriculados Aprobados
Filos. | Mat. Filos. | Mat.
Hombres | 800 500 Hombres | 200 400
Mujeres 500 | 800 Mujeres 100 | 600
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Matriculados Aprobados
Filos. | Mat. Filos. | Mat.
Hombres | 800 500 Hombres | 200 400
Mujeres 500 | 800 Mujeres 100 | 600

Las mujeres aprueban mas que los hombres ya que sus
probabilidades son 700/1300 frente a 600/1300.
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Matriculados Aprobados
Filos. | Mat. Filos. | Mat.
Hombres | 800 500 Hombres | 200 400
Mujeres 500 | 800 Mujeres 100 | 600

Las mujeres aprueban mas que los hombres ya que sus
probabilidades son 700/1300 frente a 600/1300.

Las mujeres suspenden mas que los hombres en cualquiera
de las asignaturas ya que en Filosofia sus probabilidades son
100/500 frente a 200/800 de los hombres, y en Matematicas de
600/800 frente a 400/500 de los hombres.
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Desafortunadamente, a menudo en los medios la malinterpretacién
(y a veces manipulacién) de probabilidades y de estadisticas es mds
burda.

Los errores en la toma de datos afectan al modelo de probabilidad
escogido y no son faciles de rebatir por el “ciudadano de a pie”
que no tiene capacidad para tomar muestras. El caso tipico son las
encuestas con resultados incompatibles hechas por diferentes
medios.

Los errores en la interpretacién de los datos son comunes vy, sin
llegar a las sutilidades de la paradoja de Simpson, nos harian dudar
en una lectura somera y nos engafiarian si no se nos indica el
procedimiento.

Veamos dos ejemplos reales (tomados de www.malaprensa.com).
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www.malaprensa.com

El correo (22/08/12) “Las mujeres vascas son las mds longevas de
Europa, con 85.7 anos”

Datos en el articulo: Euskadi, 85,7 afios. Espana, 85,3. Francia,
85,3. Malta, 83,6. Suecia 83,6. Finlandia, 83,5. Alemania, 83... ’
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El correo (22/08/12) “Las mujeres vascas son las mds longevas de
Europa, con 85.7 anos”

Datos en el articulo: Euskadi, 85,7 afios. Espana, 85,3. Francia,
85,3. Malta, 83,6. Suecia 83,6. Finlandia, 83,5. Alemania, 83...

Hechos: Ya sélo en Espafia hay al menos otras cuatro comunidades
con mayor longevidad femenina. Una poblacién mds grande tiende
a suavizar la media. En el Pais Vasco sélo hay 2.2 millones de
habitantes frente a 66 de Francia. Madrid tiene casi el triple de
habitantes que el Pais Vasco y una longevidad femenina mayor.

F. Chamizo Probabilidad e intuicién |



El correo (22/08/12) “Las mujeres vascas son las mds longevas de
Europa, con 85.7 anos”

Datos en el articulo: Euskadi, 85,7 afios. Espana, 85,3. Francia,
85,3. Malta, 83,6. Suecia 83,6. Finlandia, 83,5. Alemania, 83...

Hechos: Ya sélo en Espafia hay al menos otras cuatro comunidades
con mayor longevidad femenina. Una poblacién mds grande tiende
a suavizar la media. En el Pais Vasco sélo hay 2.2 millones de
habitantes frente a 66 de Francia. Madrid tiene casi el triple de
habitantes que el Pais Vasco y una longevidad femenina mayor.

Si la media de la clase es un 6 y mi primo y yo tenemos un 6.1
entonces jhemos tenido la mejor nota?
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Simpson

rtve.es (14/04/12) “Los conductores espafioles desconocen mds
de la mitad de las sefiales de trafico”

para las siguientes sefiales y el porcentaje de aciertos fue

ASODALAOOP

67.6% 98.7% 59.9% 53.1% 135% 18.6% 40.4% 68.4%

Datos (no estan en el articulo): Se hizo un test con 4 opciones J
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Simpson

rtve.es (14/04/12) “Los conductores espafioles desconocen mds
de la mitad de las sefiales de trafico”

Datos (no estan en el articulo): Se hizo un test con 4 opciones
para las siguientes sefiales y el porcentaje de aciertos fue

ASODALAOOP

67.6% 98.7% 59.9% 53.1% 135% 18.6% 40.4% 68.4%

Hechos: El porcentaje supera el 50.0 % (!!). Algunas sefiales son
poco comunes. Habia varias veces opciones muy proximas (calzada

con dos carriles 31.1 %, Peligro: circulacién en ambos sentidos 67.6 %).
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Simpson

rtve.es (14/04/12) “Los conductores espafioles desconocen mds l
de la mitad de las sefiales de trafico”

Datos (no estan en el articulo): Se hizo un test con 4 opciones
para las siguientes sefiales y el porcentaje de aciertos fue

ASODALAOOP

67.6% 98.7% 59.9% 53.1% 135% 18.6% 40.4% 68.4%

Hechos: El porcentaje supera el 50.0 % (!!). Algunas sefiales son
poco comunes. Habia varias veces opciones muy proximas (calzada

con dos carriles 31.1 %, Peligro: circulacién en ambos sentidos 67.6 %).

Si me muestran 8 palabras en espaiiol de las que desconozco el
significado exacto jno sé ni palabra de espafiol?
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Parrondo

perder+ perder—ganar?

Para clasificar a los jugadores de ajedrez, se usa el sistema de
puntuacién Elo, que asigna a cada ajedrecista un nimero
relacionado con la probabilidad que tiene de ganar.

Si el jugador A es mejor que el B y el jugador B es mejor que el C,
claramente el jugador A es mejor que el C.

Ciertamente, C podria ganar a A por suerte. Lo que significa lo anterior
es que si juegan muchas veces, A ganard mas veces.
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Parrondo

Curiosamente hay juegos de azar, recogidos para bajo el nombre
genérico de paradoja de Parrondo que en cierto modo no son
transitivos. Concretamente, dos juegos J; y J» tales que en ambos
se juega contra la banca (contra alguien con mas oportunidades de
ganar) pero en los que es posible conseguir una ganancia
jugandolos alternativamente.
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Parrondo

Curiosamente hay juegos de azar, recogidos para bajo el nombre
genérico de paradoja de Parrondo que en cierto modo no son
transitivos. Concretamente, dos juegos J; y J» tales que en ambos
se juega contra la banca (contra alguien con mas oportunidades de
ganar) pero en los que es posible conseguir una ganancia
jugandolos alternativamente.

Consideramos tres monedas cargadas, con las siguientes
probabilidades de salir cara

Moneda 1 | Moneda 2 | Moneda 3
Probabilidad 0.495 0.095 0.745

En cualquiera de los dos juegos, si nos sale cara ganamos un euro y
si nos sale cruz, perdemos un euro.
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Indice Martingala Bertrand Kolmogorov Simpson Parrondo San Petersburgo Aplicaciones

Moneda

Probabilidad  49.5% 9.5% 74.5%
Primer juego J;

Tirar la moneda 1.

Segundo juego J,
Tirar la moneda 2 si el dinero que tengo es miltiplo de tres y la
moneda 3 si no es miltiplo de tres.

Claramente J; es desfavorable porque si lo jugamos muchas veces
seguidas sélo ganamos el 49.5% de ellas.
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Parrondo

Moneda 1 2

Probabilidad  49.5 % 9.5% 74.5%

Segundo juego J»

Tirar la moneda 2 si el dinero que tengo es miltiplo de tres y la
moneda 3 si no es miultiplo de tres.

Es mas dificil ver que jugar sélo a J> también lo es. Con célculos
matematicos se puede probar que la moneda 2 se usa algo mas de
la tercera parte de las veces, concretamente el 38.4 % y la moneda
3, el 61.6%. Usar tanto la segunda moneda es malo y lleva a que
las probabilidades de ganar son

38,4 - 0,095 + 61,6 - 0,745 = 49,56 %.
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Parrondo

Jugando 1 /ool obbhbhl. ..... acabaremos
arruindndonos (un poco mas rapido con el primer juego).

Sin embargo se puede probar que J1J1 b by hds. .., es decir,

alternar dos partidas con el primer juego con dos partidas con el

segundo (o incluso jugar al azar a uno o a otro) es una estrategia
que permite conseguir una ganancia a partir de estos dos juegos

perdedores.
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Parrondo

Jugando 1 /ool obbhbhl. ..... acabaremos
arruindndonos (un poco mas rapido con el primer juego).

Sin embargo se puede probar que J1J1 b by hds. .., es decir,

alternar dos partidas con el primer juego con dos partidas con el

segundo (o incluso jugar al azar a uno o a otro) es una estrategia
que permite conseguir una ganancia a partir de estos dos juegos

perdedores.

La explicacién de esta paradoja, se basa en que ambos juegos no
son independientes: estdn conectados a través del cambio en la
cantidad de dinero.
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San Petersburgo

i Te atreverias a jugar?

Consideremos un juego de azar en que se nos da la posibilidad de
ganar un premio o no ganar nada y por consiguiente se nos pide
una cantidad determinada por participar.

Por ejemplo, en la loteria cada décimo tiene un mismo precio que
se ajusta de manera que el dinero que se haya recaudado sea mayor
que el dinero a repartir en premios.
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San Petersburgo

i Te atreverias a jugar?

Consideremos un juego de azar en que se nos da la posibilidad de
ganar un premio o no ganar nada y por consiguiente se nos pide
una cantidad determinada por participar.

Por ejemplo, en la loteria cada décimo tiene un mismo precio que
se ajusta de manera que el dinero que se haya recaudado sea mayor
que el dinero a repartir en premios.

En un juego de cara o cruz a una tirada, si prometo un euro por
sacar cara debo pedir mas de un euro por participar si quiero
obtener ganancias cuando haya muchos jugadores.
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San Petersburgo

Consideremos un juego de cara o cruz extraiio que termina y
perdemos cuando salga cruz y nos da 1€ por la primera cara,
2€ por la segunda, 4€ por la tercera, 8€ por la cuarta y

asi sucesivamente, cada vez duplicando el premio anterior.
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San Petersburgo

Consideremos un juego de cara o cruz extraiio que termina y
perdemos cuando salga cruz y nos da 1€ por la primera cara,
2€ por la segunda, 4€ por la tercera, 8€ por la cuarta y

asi sucesivamente, cada vez duplicando el premio anterior.

En resumen, no recibimos nada si sale cruz y en otro caso
recibimos 1 +2 44 4 --- 42771 =27 — 1 euros donde n es el
nimero de caras seguidas.

— 14+2+4=7€
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San Petersburgo

i Cudnto dinero habria que pedir a los jugadores de este juego por
participar? o dicho de otra forma, jcudnto deberiamos estar
dispuestos a pagar por participar en este juego?

La paradoja de San Petersburgo consiste en que la cantidad a
pagar para que el juego sea justo es infinita, por tanto nos
deberiamos atrever a jugar fuera cual fuera el precio que nos
exigiesen.
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San Petersburgo

i Cudnto dinero habria que pedir a los jugadores de este juego por
participar? o dicho de otra forma, jcudnto deberiamos estar
dispuestos a pagar por participar en este juego?

La paradoja de San Petersburgo consiste en que la cantidad a
pagar para que el juego sea justo es infinita, por tanto nos
deberiamos atrever a jugar fuera cual fuera el precio que nos
exigiesen.

Digamos que juegan N personas, tipicamente se pagard 1€ a N/2
de ellos y 2€ a N /4 por haber sacado dos caras. Como hay mds de
N/2+2-N/4 = N euros en premios, es ventajoso pagar 1€ por
participar.
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San Petersburgo

Por otro lado, tipicamente N /8 personas cobraran 4€ y N/16
cobrardan 8€, entonces la cantidad tipica repartida en premios es
mayor que

N N

N N
1.~ +2-—+4.-—+8-

2 4 8 16N

Asi pues, también es ventajoso pagar 2€ por participar.

Matemdticamente, al considerar el andlisis de k tiradas, a partir de

N N N N  k
1 — 42— 44— 4..ogokl Dy
2+ 4+ 8+ + 2k 2

se deduce que también es ventajoso pagar k/2 euros por participar, sea lo

grande que sea k.

F. Chamizo Probabilidad e intuicién |



San Petersburgo

Esta paradoja, creada por el matematico N. Bernoulli en 1713, ha
llamado la atencién de los economistas modernos.

Estd claro que casi nadie apostaria la mitad de sus ahorros en este
juego a no ser que estuviera desesperado. La manera de cuadrar los
calculos con el comportamiento real de las personas es introducir
“funciones de utilidad” que tienen en cuenta que la mayor parte de
las personas no arriesgan una parte sustancial de su patrimonio
pero continuamente, como en la loteria, arriesgan una cantidad
marginal si ven oportunidades remotas de premios sustanciosos.

F. Chamizo Probabilidad e intuicién |



San Petersburgo

Esta paradoja, creada por el matematico N. Bernoulli en 1713, ha
llamado la atencién de los economistas modernos.

Estd claro que casi nadie apostaria la mitad de sus ahorros en este
juego a no ser que estuviera desesperado. La manera de cuadrar los
calculos con el comportamiento real de las personas es introducir
“funciones de utilidad” que tienen en cuenta que la mayor parte de
las personas no arriesgan una parte sustancial de su patrimonio
pero continuamente, como en la loteria, arriesgan una cantidad
marginal si ven oportunidades remotas de premios sustanciosos.

Casi nadie entraria en un juego de cara o cruz en que pido 1€ si gano y
pago 0,75€ si pierdo. Sin embargo la participacién en loterias muchisimo
mas desventajosas es masiva. Es un hecho psicolégico que los grandes
premios y la publicidad llaman a los jugadores.
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Aplicaciones

Paseos aleatorios y por Copenhague

Un paseo aleatorio es genéricamente un modelo matematico para
reflejar situaciones fisicas en que se toman caminos al azar.

Ya el caso de una dimensién tiene una riqueza notable.
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Aplicaciones

Paseos aleatorios y por Copenhague

Un paseo aleatorio es genéricamente un modelo matematico para
reflejar situaciones fisicas en que se toman caminos al azar.

Ya el caso de una dimensién tiene una riqueza notable.

Supongamos que estamos en una recta horizontal, tiramos una
moneda y damos un paso a la derecha si sale cara y uno a
izquierda si sale cruz. Al cabo de n pasos estaremos a cierta
distancia d, del punto de partida.
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Aplicaciones

Tras n tiradas podemos estar a distancia como mucho d, = nvy
puede también que, por casualidad, el nimero de caras y cruces se
haya compensado y estemos en el punto de partida d, = 0.
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Aplicaciones

Tras n tiradas podemos estar a distancia como mucho d, = nvy
puede también que, por casualidad, el nimero de caras y cruces se
haya compensado y estemos en el punto de partida d, = 0.

Un analisis matemdtico cuidadoso dice que cuando n es muy
grande, el valor medio de la distancia, d, dividido entre \/n tiende
a\/2/m.

Como en tantas otras ocasiones, aqui hay una invitacién al platonismo:
los seres humanos introdujimos hace muchos siglos el niimero 7 en
relacién con los circulos pero resulta que estaba misteriosamente también
ahi, en los paseos aleatorios. Parece que hemos descubierto una verdad

matematica preexistente.
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Aplicaciones

En dos dimensiones podriamos decidir entre norte, sur, este y oeste
tirando un dado vy repitiendo la tirada si aparece un 5 o un 6. En
general, en un hipotético mundo de k dimensiones hay k “ejes de
coordenadas” cada uno con dos sentidos, por tanto 2k
posibilidades.

Una pregunta natural es si los paseos aleatorios tipicamente
vuelven al punto de partida. La respuesta es bastante curiosa:
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tirando un dado vy repitiendo la tirada si aparece un 5 o un 6. En
general, en un hipotético mundo de k dimensiones hay k “ejes de
coordenadas” cada uno con dos sentidos, por tanto 2k
posibilidades.

Una pregunta natural es si los paseos aleatorios tipicamente
vuelven al punto de partida. La respuesta es bastante curiosa:

@ En una o dos dimensiones se vuelve al origen infinitas veces
con probabilidad del 100 %.
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Una pregunta natural es si los paseos aleatorios tipicamente
vuelven al punto de partida. La respuesta es bastante curiosa:
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@ En tres o mds dimensiones, con probabilidad del 100 % se
tiene que d, tiende a infinito.
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Aplicaciones

En dos dimensiones podriamos decidir entre norte, sur, este y oeste
tirando un dado vy repitiendo la tirada si aparece un 5 o un 6. En
general, en un hipotético mundo de k dimensiones hay k “ejes de
coordenadas” cada uno con dos sentidos, por tanto 2k
posibilidades.

Una pregunta natural es si los paseos aleatorios tipicamente
vuelven al punto de partida. La respuesta es bastante curiosa:

@ En una o dos dimensiones se vuelve al origen infinitas veces
con probabilidad del 100 %.

@ En tres o mds dimensiones, con probabilidad del 100 % se
tiene que d, tiende a infinito.

El estudio de los paseos aleatorios en diferentes variantes es
importantisimo en muchas &reas fuera de las Matematicas (Fisica,
Economia, Informética, Biologia, .. .)
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Aplicaciones

Si en un montén de nodos conectados por enlaces dejamos 2000 millones
de personas que eligen caminos al azar, jdénde se concentraran
preferentemente?
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Aplicaciones

Si en un montén de nodos conectados por enlaces dejamos 2000 millones
de personas que eligen caminos al azar, jdénde se concentraran
preferentemente?

Este es esencialmente el método con el que funciona el algoritmo que
ordena los resultados en el buscador de Google (Page Rank Algorithm).
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Aplicaciones

La fisica cuantica considera que los estados son funciones
matematicas y que los observables son operadores entre ellos. De
esta forma, cosas tan bdasicas como la posicién o el momento no
son nimeros concretos sino ciertas maneras de transformar
funciones que a pueden representar particulas o sistemas.
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La fisica cuantica considera que los estados son funciones
matematicas y que los observables son operadores entre ellos. De
esta forma, cosas tan bdasicas como la posicién o el momento no
son nimeros concretos sino ciertas maneras de transformar
funciones que a pueden representar particulas o sistemas.

Una particula libre se representa por una funcion de onda v que
indica el estado fisico. El momento lineal (en la fisica clasica la
masa por la velocidad) en fisica cudntica es algo tan raro como la
operacién

0o o0 0

Y — 1034 (L 2 9
) — —hyv/—1 V4 con h =1,05-10 y V (ax’ay’éz)‘
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Aplicaciones

Por otro lado, cuando utilizamos instrumentos para hacer
mediciones fisicas, obtenemos nimeros. j Qué representan esos
nimeros?

Segln la interpretacion de Copenhague, hay que entenderlos en
sentido probabilistico como promedios.

En cada punto, la funcién de onda de un electrén esta relacionada
con la probabilidad de que lo detectemos en dicho punto.
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Por otro lado, cuando utilizamos instrumentos para hacer
mediciones fisicas, obtenemos nimeros. j Qué representan esos
nimeros?

Segln la interpretacion de Copenhague, hay que entenderlos en
sentido probabilistico como promedios.

En cada punto, la funcién de onda de un electrén esta relacionada
con la probabilidad de que lo detectemos en dicho punto.

Un electrdn libre nos parece que viaja en linea recta porque es muy
probable que si lo detectamos en dos puntos, también lo
detectemos en un tercero alineado, pero con instrumentos muy
precisos se comprueba que, segln las mediciones, las trayectorias
son “borrosas”, con una componente aleatoria.
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Aplicaciones

Presentacion y codigo fuente disponibles en

http://www.uam.es/fernando.chamizo
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