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Las investigaciones de Euler en teoria de nimeros

© Divisibilidad de potencias
@ Distribuciéon de los primos
© Divisibilidad de formas cuadraticas
@ Ultimo teorema de Fermat n = 3,4

© Numeros perfectos

@ La ecuacion de Pell
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Las investigaciones de Euler en teoria de nimeros

© Divisibilidad de potencias e

@ Distribuciéon de los primos

© Divisibilidad de formas cuadraticas e
@ Ultimo teorema de Fermat n = 3,4
© Numeros perfectos e

@ La ecuacion de Pell

Otros temas: Nimeros convenientes, nimeros amigos, teorema
chino del resto, particiones, fracciones continuas, representacion
por formas cuadraticas.
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[...] creo firmemente que no he desperdiciado mi
trabajo y mi esfuerzo en investigar estas propiedades
que contienen notables propiedades sobre los diviso-
res de los niimeros. Esta teoria de los divisores no
es de uso vano sino que alguna vez podria mostrar

alguna utilidad no despreciable en andlisis.
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Potencias

Divisibilidad de potencias

Euler se interes6 mucho por la sucesién de restos cuando dividimos
las potencias de un nimero entre otro

EL S A A e n J

Factorizando, todo se puede reducir a los casos n primo o potencia
de primo.
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Potencias

Divisibilidad de potencias

Euler se interes6 mucho por la sucesién de restos cuando dividimos
las potencias de un nimero entre otro

EL S A A e n J

Factorizando, todo se puede reducir a los casos n primo o potencia
de primo.

La sucesién acaba siendo periddica porque sélo hay un ndmero
finito de restos.

Actividad: jcudles son los posibles periodos?
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Potencias

Primo | Periodos Primo | Periodos
2 1 11 1, 2, 5,10
3 1,2 13 1,2, 3,4,6, 12
5 1,2, 4 o .
7 1,2, 3,6 467 1, 2, 233, 466
&: Paran=5
10 1t 12 13 14 20 21 22 923 o4
11 1 2 4 3 1

30 31 32 33 34 40 41 42 43 44
1 3 4 2 1
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Potencias

Euler probé inicialmente los siguientes resultados para los restos
cuando se divide ak, k =0,1,2,... entre n:

Si n es primo, los posibles periodos son divisores de n — 1. J

Si n es potencia de un primo, p, los posibles periodos son divisores
de n—n/p.

Mas tarde logré probar que en el primer resultado todos los
divisores de n — 1 realmente aparecen como periodos.
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Potencias

El resultado mas conocido e influyente de Euler acerca de restos de
potencias trata el caso compuesto general.

Congruencia de Euler-Fermat Euler 1758

Teorema: Sean a'y n coprimos y ¢(n) = n[],,(1 —1/p),
entonces a®(") deja resto 1 al ser dividido por n.

Ej.: Si 3,51 a entonces 15 divide a a® — 1.
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Potencias

i Matemiticas tiles e inttiles?

El criptosistema RSA rige la mayor parte de las transmisiones
seguras por la red y estd basado en que si n = pq, los restos de las
potencias tienen como periodo un divisor de r = (p — 1)(g — 1).

Si py g son primos grandes (de cientos de bits)

facil

P, q == n(yr) --> crear una clave
p,q (yr) dificit --» romper una clave
9
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Numeros perfectos

Numerologia en el siglo de las luces

Ndmeros perfectos
Se llama ndmero perfecto al que coincide con la suma de sus
divisores distintos de él mismo.

Ej.: 6=1+2+3, 28=1+2+4+7+14.
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Numeros perfectos

Numerologia en el siglo de las luces

Ndmeros perfectos

Se llama ndmero perfecto al que coincide con la suma de sus
divisores distintos de él mismo.

Ej.: 6=1+2+3, 28=1+2+4+7+14.
Euler descubrié el octavo niimero perfecto.
Hasta la fecha (noviembre 2007) se conocen en total 44 nimeros

perfectos. El dltimo de ellos cuenta con 19616 714 cifras.

Actividad: elaborar una tabla con los primeros niimeros perfectos y
tratar de inferir una férmula.
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Numeros perfectos

Los primeros nimeros perfectos:

6, 28, 496, 8128, 33550336, 8589869056,

Euclides (s.IV-IIl a.d.C.), Euler (s.XVIII)

Los ntimeros perfectos pares son aquellos de la forma 27~1(2" — 1)
donde 2" — 1 es primo.
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Numeros perfectos

Los primeros nimeros perfectos:

6, 28, 496, 8128, 33550336, 8589869056,

Euclides (s.IV-IIl a.d.C.), Euler (s.XVIII)

Los ntimeros perfectos pares son aquellos de la forma 27~1(2" — 1)
donde 2" — 1 es primo.

ot [22] [23] 24 [28] 28 [27] ...
Lol ! !

6 28 496 8128

Nota: Existen algoritmos muy eficientes para saber si 27 — 1 es primo.
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Numeros perfectos

Problemas sin resolver:
@ ;Existe alglin niimero perfecto impar?

@ ;Verdaderamente hay infinitos valores de n para los que
2" — 1 es primo?

Euler dijo del primer problema que era muy dificil y dio un
resultado acerca de la factorizacién que deberian tener los
hipotéticos nliimeros perfectos impares. Se cree que no existen.
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Formas cuadraticas

Divisibilidad de Formas Cuadraticas

Euler 1748
59 “teoremas experimentales” acerca de la divisibilidad de
x2 + Cy? cuando se dan valores (coprimos) a x e y.

Reducciones que Euler conocia:
@ Se puede prescindir de la segunda variable tomando y = 1.

@ Los casos importantes son C =1y C =primo.

Nota: Supondremos C > 0.
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Formas cuadraticas

Experimentos de Euler — los factores primos al descomponer
x?> 4+ C, x € N, no son arbitrarios. Se agrupan en familias.

Actividad: estudiar estas familias.
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Formas cuadraticas

Experimentos de Euler — los factores primos al descomponer
x?> 4+ C, x € N, no son arbitrarios. Se agrupan en familias.

Actividad: estudiar estas familias.

Polinomio | Factores primos p # 2, C

x> +1 p=4n+1

x?+2 p=8n+1, 8n+3

x> +3 p=6n+1

x?+5 p=20n+1, 20n+3, 20n+7, 20n+9
x>+7 | p=14n+1, 14n+9, 14n+11

Fernando Chamizo Lorente Euler y los nimeros



Formas cuadraticas

Eji. (x*+1, p=4n+1,p=2)

824+ 1=05x 13, 202 + 1 = 401, 302 +1 =17 x 53,
16362 4+ 1 = 17 x 29 x 61 x 89
20072 +1=2x 52 x 13x 6197, |40+ 31> +1

Ej. (x*+7, p=14n+1, 14n+9, 14n+11, p=2,7)

10% + 7 = 107, 20° +7 =11 x 37, 302 + 7 = 907,
2007001 1 x> + 7, 14n+ 34 x> +7
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Formas cuadraticas

Para cada par de primos p, g # 2, Euler se percatd de una extrana
simetria de la cual se deducia casi todo lo que se proponia.

Reciprocidad cuadratica (Demostracién: Gauss 1801)
Q Si4p—1yd|g—1
p posible factor g posible factor

primo de x% + g primo de x% + p

@ En el resto de los casos:
p posible factor g no es posible factor
primo de x% + g primo de x% + p

Ej. p=14n+ 31x%+7 < 7 es posible factor de x? + 14n + 3.
Lo es, basta tomar x = 2.
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