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Resumen

En este trabajo se demuestra el teorema de Vinogradov, el
cual afirma que cualquier entero impar suficientemente grande
es la suma de tres primos. La demostración es completa salvo
los resultados clásicos sobre la densidad y distribución de los
números primos en progresiones aritméticas, que solamente se
enuncian.

Previamente se introduce el método del ćırculo y los ingre-
dientes necesarios para poder usarlo en el estudio de las repre-
sentaciones de enteros como sumas de primos.

Se intercalan un par de argumentos heuŕısitos que sugieren
una fórmula asintótica para las representaciones con dos pri-
mos. Se prueba también que la densidad de las excepciones a
la conjetura binaria de Goldbach tiende a cero, y se concluye
resaltando la dificultad de resolver la conjetura con el método
del ćırculo.
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1.2. Primer acercamiento heuŕıstico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2. El método del ćırculo 9
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Prólogo

Algunos problemas aditivos en Teoŕıa de Números son notoriamente dif́ıciles. Sin
embargo otros problemas estrechamente relacionados, que parecen a primera vista igual
de arduos, śı han sido resueltos. Un ejemplo notable es el teorema de Vinogradov
que afirma que cualquier entero impar suficientemente grande es la suma de tres primos.

Creo que la recompensa de hacer una incursión de decenas de páginas al territorio
de la representación de los números naturales como sumas de primos incluye disfrutar
comprendiendo un buen número de ideas perspicaces y culminar con la ascensión al
pico Vinogradov, contemplando muy de cerca la aún hoy inaccesible cumbre conjetura
de Goldbach. Si el famoso problema de Goldbach fuera resuelto probablemente se
revelaŕıa algo nuevo acerca de los números primos [I-K, pág. 4].

En resumen el contenido de este trabajo es el siguiente:

El caṕıtulo 1 contiene un aperitivo de historia y un primer argumento heuŕıstico
favorable a la conjetura de Goldbach.

Para continuar abriendo boca, el caṕıtulo 2 introduce en pocas páginas el método
del ćırculo.

En el caṕıtulo 3 se exponen los principales ingredientes y herramientas que se
utilizan en el análisis de los arcos mayores que se hace en el caṕıtulo posterior.

En el caṕıtulo 4 se encuentra el candidato a término principal en la estimación
asintótica para la cantidad de representaciones de un número entero como suma
de varios números primos.

Los esfuerzos culminan en el caṕıtulo 5 cuando, tras el estudio de los arcos menores,
se completa la demostración del teorema de Vinogradov y se añade el resultado de
que casi todo número par es suma de dos primos.

En el caṕıtulo 6 se recapitula acerca de la dificultad de resolver, con el método del
ćırculo, precisamente la conjetura binaria de Goldbach.

((El escritor actúa también como un rumiante: a todo lo que ha visto, todo
lo que ha tocado y óıdo le da vueltas y más vueltas)) Jose Luis Sampedro

xi
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Durante mi particular bovino empeño he pastado, en esfuerzo placentero la mayoŕıa
de las veces, a lo largo de diversas secciones de los libros y los art́ıculos que aparecen en
la Bibliograf́ıa. Los prerrequisitos espećıficos para analizar las sumas de primos por el
método del ćırculo se abordan en los caṕıtulos 2 y 3 y en la sección 5.1; parece razonable
suponer que el resto del bagaje necesario para leer este trabajo se adquiere durante los
estudios de Grado de Matemáticas.

Termino animado por el deseo de Quevedo: ((Dios te libre, lector, de prólogos largos
y de malos eṕıtetos)) que he procurado cumplir en cada eṕıgrafe de lo que sigue.

Notación

En muchas ocasiones hablaremos de aproximaciones y para distinguirlas cualitati-
vamente usaremos ciertos śımbolos que recordamos a continuación. Si f y g son dos
funciones reales con valores reales o complejos, al compararlas cuando x→∞ escribire-
mos

f = O(g) o bien f � g si existe C > 0 constante impĺıcita tal que |f(x)| ≤ C |g(x)|
en todo el dominio de f . Para resaltar el caso en que C dependa de a, b, . . . escribiremos
f �a,b,... g.

f ∼ g cuando (f/g)(x)
x→∞−→ 1 y f = o(g) si (f/g)(x)

x→∞−→ 0.

Exhibiremos estimaciones que escribimos, como es habitual, con el patrón siguiente

F = P + Err = P

(
1 +

Err

P

)
,

en donde F es la función que buscamos aproximar por otra función P y Err representa
el error cometido. La fórmula de las funciones F y P será bien conocida y bastará acotar
con precisión el término de error por otra función C de modo que F − P = Err � C.
En muchos casos además C = o(P ) y entonces P será la parte principal prevaleciendo
sobre Err, todo lo cual implicará en conclusión la estimación asintótica F ∼ P.

Convendremos que N = {1, 2, . . .} = Z+ no incluye al número 0.
Utilizaremos := para resaltar que es definición en lugar de igualdad =

Para confirmar el significado de otros śımbolos consultar la página siguiente.



Notación xiii

Expresión Significado Referencia

A := B definición de A como igual a B
(n,m) máximo común divisor de n y m

a ≡ b (mód c) a− b es múltiplo de c
|A | cardinal del conjunto A
#A cardinal del conjunto A
|x| valor absoluto del número x
bxc parte entera de x
{x} parte fraccionaria de x
‖x‖ distancia de x al entero más cercano pág. 45

f ∼ g f(x)/g(x)→ 1 cuando x→∞ pág. xii
O, o,�,�a,b,... pág. xii

Err término de error en una estimación pág. xii

P conjunto de los números primos pág. 1
r2(N) representaciones binarias de N pág. 1

r(n; k,A) representaciones de n con k sumandos de A ⊂ N pág. 9
R(N ; k,P) representaciones de N con k sumandos de P y peso log p pág. 36

e (x) exp(2πix) pág. 10
π(x) cantidad de números primos menores que x
µ(n) función de Möbius pág. 16
φ(n) función de Euler pág. 17
Λ(n) función de Von Mangoldt pág. 20
ψ(x) potencias de primos menores que x, con peso log p pág. 26
cq(n) sumas de Ramanujan pág. 21

χ caracteres de Dirichlet pág. 26
π(x; a, q) primos menores que x con residuo a módulo q pág. 30
ψ(x, χ) pág. 30
M arcos mayores para representaciones con sumandos primos pág. 39
m los arcos menores: [0, 1] \M

Sk(N), Sk(N, x) la serie singular para representaciones con sumandos primos pág. 47
E(x) número de excepciones a la conjetura de Goldbach pág. 69

IA(N ;n) pág. 69

P(A) probabilidad del suceso A
{A suceso/conjunto complementario de A

A \B elementos de A que no están en B
A
⊎
B es A

⋃
B, cuando A ∩B = ∅

C[X] anillo de polinomios con coeficientes en C
U(A) unidades del anillo A
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Caṕıtulo 1

La conjetura de Goldbach,
probablemente

La conjetura de Goldbach ocupa un puesto destacado dentro del grupo de problemas
aún por resolver en la teoŕıa aditiva de números. Se habla del problema binario
cuando los sumandos son una pareja y del problema ternario cuando se suman tres
primos.

Conjetura (Goldbach). Todo número par mayor que 2 se puede escribir como suma de
dos primos.

Llamando P := {p : p es número primo} esta conjetura se puede expresar aśı

P + P = {4, 6, 8, · · · }.

Denotamos por r2(N) al número de representaciones de N como suma de dos primos:

(1.1) r2(N) := # {(p1, p2) ∈ P × P | N = p1 + p2},

donde #A representa el cardinal del conjunto A. Nos proponemos estimar el valor de
r2(N).

1.1. Origen e historia

Euler conoció a Goldbach en San Petersburgo en 1727. Que se sepa, intercambiaron
cerca de doscientas cartas. El 7 de junio de 1742 Goldbach escribe a Euler interesándose
por las posibles aportaciones de los problemas sin solución

(( no considero inútil que se hagan proposiciones que son muy probables,
incluso si no están aún sustentadas por una demostración, pues aunque con
el tiempo se demuestre que son incorrectas pueden contribuir a descubrir una
nueva verdad))

1
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poco después añade

(( quiero aventurar una conjetura de este tipo: que todo número que está com-
puesto [como suma] de dos números primos es a la vez la suma de tantos
números primos como queramos (incluyendo 1), hasta llegar a la suma que
consiste sólo de unos))

En los ejemplos que utiliza en su carta intervienen tanto números pares como números
impares. Es posible apreciar que Goldbach segúıa dando vueltas a la idea hacia el final
de esta misma carta, pues escribe en el margen un comentario adicional

((después de leer esto otra vez, considero que la conjetura puede demostrarse
con todo rigor para el caso n + 1 si sucede para el caso n y si n + 1 puede
dividirse en dos números primos. La demostración es muy fácil y parece al
menos ser cierto que todo número mayor que 2 es la suma de tres números
primos))

Goldbach se encontraba en Moscú y Euler en Prusia y el intervalo en las cartas
conocidas era de tres semanas. Por esta razón se cree que la respuesta de Euler es la
carta del 30 de junio del mismo año. En ella encontramos que Euler reconoce la iniciativa
a Goldbach en el planteamiento del problema:

(( que todo número que es resoluble como [suma] de dos primos puede [a su
vez] ser representado como [suma] de tantos primos como se quiera, puede
ser ilustrado y confirmado por una observación, misma que usted me comu-
nicó formalmente, concretamente, que todos los números pares son suma de
dos primos [...]

))Sin embargo que todo número par sea la suma de dos números primos, lo
que considero un teorema correcto, es algo que no puedo demostrar))

Este último párrafo escrito por Euler marcaŕıa el inicio de las referencias a lo que hoy
se conoce como conjetura de Goldbach. “[...] no puede decirse que la conjetura binaria
fuera propuesta por Goldbach, pero lo que śı se puede afirmar es que el primero en
mencionarla - sin demostrarla - es Euler”(v. [G-O, pág. 77])

Antes que Goldbach, Descartes abordó el asunto cuando enunció que todo número par
es la suma de uno, dos o tres primos. En 1770, Edward Waring publicó sus Meditaciones
Algebraicae y en el problema 63 señala la representación de un número en diferentes
formas escribiendo

((aqúı es apropiado mencionar algunas propiedades de los enteros y de los
números primos, 1) todo número par es la suma de dos primos y todo número
impar es primo o suma de tres primos))
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Figura 1.1: Carta de Goldbach a Euler de fecha 7 de junio 1742

Waring no teńıa por qué conocer el enunciado de Descartes, cuyos manuscritos fueron
publicados en 1908, ni el contenido de las cartas entre Goldbach y Euler, publicadas por
primera vez en 1843.(v. [G-O, pág. 79])

El progreso en este “teorema” desde que fue identificado y enunciado ha ido lenta-
mente apuntalando la hipótesis de que es correcto. Algunos de los hitos alcanzados son
los siguientes:

En 1923 Hardy y Littlewood dieron el primer paso importante hacia una demostra-
ción de la conjetura de Goldbach. Usando su método del ćırculo probaron el teorema
de Vinogradov suponiendo ciertas propiedades, todav́ıa desconocidas, de los ceros de las
funciones L.

En 1937 Vinogradov mostró que todo número impar suficientemente grande se puede
escribir como suma de tres primos.
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En 1966 Chen demostró que todo número par suficientemente grande puede escribirse
como la suma de un primo más un casi-primo (primo o producto de dos primos).

En 1976 Montgomery y Vaughan mostraron que el número de excepciones es O(x1−c)
para cierto c > 1. En particular esto implica que casi todo número par se puede repre-
sentar como suma de dos primos.

Ramaré probó en 1995 que todo entero par es la suma de como máximo seis primos.

El número de representaciones de N como suma de dos primos parece crecer con el
tamaño de N . Nótese que los factores primos de N juegan también un papel relevante
en este número (v. (1.5), la aproximación asintótica para r2(N) que se conjetura hoy en
d́ıa).

Figura 1.2: Número de representaciones como suma de dos primos

En el año 2008 la conjetura de Goldbach hab́ıa sido verificada para todos los números
pares menores que 12× 1017 (v. [mathworld]). Para algún detalle más acerca del avance
en este problema se puede consultar por ejemplo [T-P-Glossary].

1.2. Primer acercamiento heuŕıstico

Fijado un número par N ∈ N imaginemos un experimento aleatorio en que escogemos
al azar un número n menor o igual que N y llamamos B al suceso “n es primo”. La
probabilidad de este suceso depende de N . Si la distribución de probabilidad fuera uni-
forme, por el teorema de los números primos (v. (3.9) en la página 25) la fórmula
asintótica es

P(B) = π(N)
1

N
∼ 1

logN
,
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siendo π(N) = # {p ≤ N : p primo }.
Si llamamos C al suceso “N − n es primo”, también P(C) ∼ 1/ logN ∼ P(B).

(Es claro que la distribución no es uniforme: la probabilidad de que n sea primo
decrece con el tamaño de n, se podŕıa decir —en cierto sentido— que es como 1/ log n.
Pero śı podemos imaginar que la distribución es uniforme con un cierto grado de apro-
ximación para los n del mismo orden que N y que son estos n los que se espera que
contribuyan más al valor de r2(N). Por ello proponemos asumir la atrevida hipótesis de
que P(C) ∼ 1/ logN ∼ P(B) que nos va a llevar con poco esfuerzo heuŕıstico más a la
estimación (1.4)).

¿Se puede estimar asintóticamente el valor de

r2(N) := # {(p1, p2) ∈ P × P | N = p1 + p2},

como

(1.2)
r2(N)

N
= |B ∩ C | · 1

N
= P(B ∩ C) = P(B) · P(C) ∼ 1

(logN)2
?

La respuesta es negativa porque la condición de que n sea primo no es independiente
de que lo sea N − n y en consecuencia no se da necesariamente la igualdad más a la
derecha de (1.2). Como ejemplo de dependencia entre ambas condiciones notemos que
en el caso de que p sea un factor primo del número N entonces la correlación es total
entre p | n y p | N − n. También los casos particulares por ejemplo N = 12

B : n ∈ {2, 3, 5, 7, 11} C : n ∈ {5, 7, 9, 10}

P(B ∩ C) =
2

12
6= 5

12
· 4

12
= P(B) · P(C)

muestran la dependencia entre los sucesos B y C.
Usando la estimación asintótica para cada una de las dos probabilidades individuales

lo que śı tenemos es

(1.3) r2(N) = N P(B ∩ C) ∼ N

(logN)2

P(B ∩ C)

P(B)P(C)
.

Llamamos ahora ρ(N) al factor P(B∩C)
P(B)P(C) el cual querŕıamos aproximar asintótica-

mente. Supongamos que podemos hacerlo con la estrategia de

a) reemplazar el suceso B por un cúmulo de sucesos más elementales, cada uno de
ellos consistiendo en que n no sea divisible por un número primo p.

b) hacer lo mismo para el suceso C.

c) acumular las probabilidades elementales multiplicándolas.
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Esta es una idea que en ocasiones śı resulta exitosa [Ch-4, §1].
Manos a la obra: reemplazamos la condición “n es primo” por la equivalente de que

no sea divisible por todos los primos p menores que
√
N y fijamos la atención en el

suceso Bp “n no es múltiplo del primo p” (y en el suceso análogo Cp). Ahora estimamos
el factor

ρp(N) :=
P(Bp ∩ Cp)
P(Bp)P(Cp)

Notamos primero que P(Bp) = 1 − P({Bp) = 1 −
⌊
N
p

⌋
1
N ∼ 1 − 1/p y por simetŕıa

P(Cp) = P(Bp). ¿Podemos calcular P(Bp ∩ Cp)?

Caso 1. p | N . En este caso se tiene Bp = Cp porque N − n es múltiplo de p si y sólo si n
es múltiplo de p, y entonces

ρp(N) = P(Bp ∩ Cp)/P(Bp)
2 = 1/P(Bp) ∼

p

p− 1
= 1 +

1

p− 1
.

(En particular recordando que 2 | N , tenemos que ρ2(N) ∼ 1/2
(1/2)2

= 2).

Caso 2. p - N . Ahora ha de ser p > 2 pues N es par. Contaremos clases residuales módulo
p. Sea rN > 0 el resto de dividir N por p. El número n escogido al azar puede
estar en una de las p clases residuales con probabilidad 1/p (por la hipótesis de
distribución uniforme en el experimento aleatorio). El suceso Bp es la unión de
los casos en que el residuo de n ≡ rn (mód p) es uno de 1, 2, . . . , p− 1 y entonces
P(Bp) = (p−1)/p. También tenemos P(Cp) = (p−1)/p. El suceso Bp∩Cp equivale
a rn ∈ {1, . . . , p− 1} \ {rN} de modo que ahora

ρp(N) =
P(Bp ∩ Cp)
P(Bp)P(Cp)

=
(p− 2)/p

(p− 1)2/p2
=
p(p− 2)

(p− 1)2
= 1− 1

(p− 1)2

Cuando p aumenta de tamaño ρp(N) se aproxima a 1, es decir está más cercana la
condición de independencia entre los dos sucesos “n no es múltiplo de p” y “N − n no
es múltiplo de p”. Escogidos dos primos de tamaño similar p1, p2 tales que el primero es
factor de N y el segundo no lo es, la proximidad a dicha independencia es relativamente
menor para el primo p2.

Multiplicando

ρ(N) ∼
∏

p≤
√
N

ρp(N) ∼
∏

p≤
√
N

p|N

(
1 +

1

p− 1

)
·
∏

p≤
√
N

p-N

(
1− 1

(p− 1)2

)

Si ahora llamamos

P ∗(N) =
∏

p≤
√
N

p|N

(
1 +

1

p− 1

)
y P (N) =

∏
p|N

(
1 +

1

p− 1

)
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estos dos productos son equivalentes asintóticamente. Efectivamente N tiene como mu-
cho un factor primo p∗ mayor que

√
N y por tanto

1 ≤ P ∗(N)

P (N)
≤ 1 +

1

p∗ − 1
≤ 1 +

1√
N − 1

N→∞−→ 1.

Del mismo modo en el segundo producto se puede prescindir de la restricción p ≤
√
N .

Finalmente

(1.4) r2(N) ∼ N

(logN)2

∏
p|N

(
1 +

1

p− 1

) ∏
p-N

(
1− 1

(p− 1)2

)
N par

De este modo probabilista hemos hallado una probable expresión asintótica para la
cantidad de representaciones de un número par N como suma de dos primos. La fórmula
(1.4) ha sido contrastada por extensos cálculos computacionales.

Notamos que esta fórmula se puede escribir también aśı:

(1.5) r2(N) ∼ 2 N

(logN)2

∏
p>2

(
1− 1

(p− 1)2

) ∏
p|N
p>2

(
1 +

1

p− 2

)
N par,

donde el primer producto recorre todos los primos impares, ya que cuando p > 2,

(1− (p− 1)−2)(1 + (p− 2)−1) = 1 + (p− 1)−1.

En [Ci, pág. 559] se observa que:
“Sin embargo este argumento, basado simplemente en la densidad de los primos, no

sólo no es riguroso, sino que ofrece una visión equivocada del problema. Podemos ofrecer
ejemplos de conjuntos de impares más “numerosos” que los primos donde hay infinitos
pares que no son suma de dos elementos del conjunto. Por ejemplo, con los impares de
la forma 4k + 1 que son mucho más numerosos que los primos, no podemos representar
los múltiplos de 4.

Esta última observación nos invita a pensar que no sólo debemos tener en cuenta que
hay muchos primos, sino que también habrá que ver cómo se distribuyen en progresiones
aritméticas”.
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Caṕıtulo 2

El método del ćırculo

En 1923 Hardy y Littlewood desarrollaron el método del ćırculo, que ya hab́ıa sido
usado previamente por Hardy y Ramanujan para estudiar la cantidad de particiones: ¿de
cuántas maneras distintas se puede expresar un número como suma de otros números?

Figura 2.1: G. H. Hardy y J. E. Littlewood

En la Teoŕıa Aditiva de Números este método es uno de los instrumentos más
útiles para tratar aquellos problemas que buscan calcular la cantidad de representaciones
de un número n entero positivo como suma de otros números.

Dado cualquier subconjunto de los enteros positivos A ⊂ N y un número k fijo de
sumandos se pretende encontrar el orden de magnitud de la función r( · ; k,A) : N→ N
definida como

r(n; k,A) := #{(a1, . . . , ak) ∈ Ak | n = a1 + . . .+ ak},

que cuenta el número de representaciones de n con k sumandos del conjunto A.

Llamando P := {p : p es primo} y R := {nr : n ∈ N} para un exponente entero
positivo r fijado, algunos ejemplos son:

• Si A = N y k no está fijo, el problema es el de la cantidad de particiones de
un número entero positivo.

9
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• Si A = P y k = 2 el objeto de estudio es P + P, en donde ocupa un lugar
destacado la conjetura de Goldbach para los números pares.

• Si A = P y k = 3 se trata de investigar P+P+P. El teorema de Vinogradov
confirma que todo número impar suficientemente grande está en este conjunto.

• Cuando A = R y fijamos k queremos analizar
(k veces)

R+ · · ·+R. Conocido como
Problema de Waring busca las formas de expresar un número entero positivo
como suma de k potencias r-ésimas.

Funciones generatrices

Comenzamos observando que el valor buscado aparece como coeficiente del término
n-ésimo en ciertas series. En primer lugar si definimos FA : {z : |z| < 1} → C

FA(z) :=
∑
a∈A

za,

elevando FA a k obtenemos una nueva serie de potencias donde el coeficiente de la
potencia n-ésima es precisamente r(n; k,A):

[FA(z)]k =
∑
a1∈A

za1 × . . .×
∑
ak∈A

zak =
∞∑
n=0

r(n; k,A)zn.

En particular F kA es una función holomorfa en el interior del disco de centro 0 y radio
1 y por ello, tomando cualquier circunferencia Cρ = {|z| = ρ} de radio ρ < 1, podemos
expresar el coeficiente de zn por medio de la fórmula integral de Cauchy

r(n; k,A) =
1

2πi

∫
Cρ

[FA(z)]k

zn+1
dz.

La parametrización habitual en coordenadas polares del contorno Cρ (v. figura 2.2)
sugiere una aproximación ligeramente alternativa a la anterior. Abreviaremos por como-
didad

e (t) := exp (2πit) = cos 2πt+ i sen 2πt.

Tomando ahora como función generatriz

fA : [0, 1]× [0, 1]→ C fA(ρ, x) =
∑
a∈A

ρa e (ax) ,

aprovechando la siguiente versión particular de la fórmula integral de Cauchy

(2.1)

∫ 1

0
e (mx) dx =

{
1 si m = 0,
0 en otro caso

m ∈ Z,
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1
2πx

ρ

10

z = ρ exp(2πix)

z
Cρ

x

Figura 2.2: Desenrollando el ćırculo

y despreocupándonos por un momento de la convergencia -considerando a fA(ρ, x) como
una serie formal- tenemos que

[fA(1, x)]k =
∞∑
n=0

r(n; k,A)e (nx) y entonces

r(n; k,A) =

∫ 1

0
[fA(1, x)]ke (−nx) dx.

Truncamiento de la serie y expresión como integral

En los casos interesantes A es infinito y no está garantizada la convergencia de
la serie que define fA cuando ρ → 1. Para circunvalar este escollo se trunca dicha
serie trigonométrica en el término N -ésimo, lo que deja un polinomio trigonométrico
fN : [0, 1]→ C

fAN (1, x) = fN (x) =
∑
a∈AN

e (ax) siendo AN = A ∩ [1, N ]

fN es una función entera (holomorfa en todo C) y ahora tenemos
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[fN (x)]k =
∑

a1∈AN

e (a1x)× . . .×
∑

ak∈AN

e (akx) =
n=kN∑
n=1

rN (n; k,A) e (nx) ,

donde el coeficiente rN (n; k,A) cuantifica el número de representaciones de n con k
sumandos de A que además son menores o iguales que N .

Aprovechamos también una consecuencia de que los elementos de A son positivos:
cuando n ≤ N se cumple rN (n; k,A) = r(n; k,A) porque siempre que a1 + . . .+ ak = n
necesariamente ai ≤ n ≤ N , es decir ai ∈ AN . Apelando de nuevo a (2.1) concluimos
que

Lema 2.1. Sea A ⊂ N y k un número entero positivo. Sea r(n; k,A) el número de
representaciones de n con k sumandos de A, entonces

(2.2) r(n; k,A) =

∫ 1

0
[fN (x)]ke (−nx) dx cuando n ≤ N,

en donde

fN (x) =
∑

a∈A , a≤N
e (ax) e (ax) := exp(2πiax).

A partir de esta fórmula habitualmente el trabajo consistirá en estimar la integral
de la derecha intentando al menos asegurar que está acotada inferiormente por un valor
estrictamente mayor que cero.

2.1. Arcos mayores y menores

En numerosas aplicaciones exitosas del método del ćırculo se procede del modo si-
guiente

1. Se construye el polinomio generatriz fN para AN . Como es una suma oscilatoria
de números complejos de módulo 1 se espera bastante cancelación en la suma.

2. Se subdivide [0, 1] en dos partes disjuntas denominadas los arcos mayores M y
los arcos menores m. La construcción de M dependerá del problema concreto.
Entonces se subdivide el análisis en dos integrales para su estudio por separado:

r(n; k,A) =

∫ 1

0
[fN (x)]ke (−nx) dx =

=

∫
M

[fN (x)]ke (−nx) dx+

∫
m

[fN (x)]ke (−nx) dx.
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3. En los arcos mayores M se extrae información de las singularidades. Por un lado
se espera que los valores de fN en este conjunto sean grandes debido a que se
define M de manera que su imagen por la aplicación t 7→ e (t) esté cerca de los
puntos singulares que tiene FA (la función de variable compleja que fue el punto de
partida desde el que llegamos a fN ). Por otro lado enM se encuentra una función
que se parece a (fN )k y es sencilla de integrar. Cuando se integra se obtiene una
contribución en los arcos mayores que se puede acotar inferiormente lejos de 0 y
además es grande.

4. Se comprueba que, al hacer N → ∞, la contribución a la integral de los arcos
menores m es de un orden de magnitud menor que la contribución de los arcos
mayores M. Esto implica que, para N suficientemente grande, r(N ; k,A) > 0 es
decir que cualquier N suficientemente grande se puede expresar como suma de k
elementos de A.

En [M-TB, pág. 312] se destaca lo siguiente:

“La suma fN tiene | AN | sumandos cada uno de ellos con valor absoluto
igual a 1. En muchos problemas para la mayoŕıa de x ∈ (0, 1) el tamaño de
fN (x) es como

√
| AN | y para unos x particulares se tiene que fN (x) es de

tamaño | AN |. Cuando se pueda demostrar además que en el resto de los x
la contribución es más pequeña, tendremos una cota inferior de r(N ; k,A)
lejos de cero.

El paso más dif́ıcil es el último. Cuando se puede conseguir la cancelación
deseada sobre los arcos menores, ello requiere habitualmente la mayor parte
del esfuerzo.”

En las primeras aplicaciones del método se usaba la serie de potencias en variable
compleja y se part́ıa Cρ = {|z| = ρ} en dos subconjuntos disjuntos de arcos de circun-
ferencia. Es por esta razón que se sigue hablando de ćırculo y de arcos aun después de
haberlos desenrollarlo en un intervalo de longitud 1 dentro de R (ver figura 2.2 en la
página 11).

Los arcos mayores habitualmente reposan sobre puntos singulares de la función de va-
riable compleja subyacente. Por ejemplo la función generatriz para el problema concreto
de las particiones de un número es

FN(z) = 1 +

∞∑
n=1

Pn(z)zn

= (1 + · · ·+ zk + · · · )(1 + · · ·+ (z2)k + · · · ) . . . (1 + · · ·+ (zm)k + · · · ) . . .

=
1

(1− z)(1− z2)(1− z3) · · ·

Esta función es singular en todos los números complejos de la circunferencia unidad
cuyo argumento dividido entre 2π es un número racional: z = e (n/d). En consecuencia
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se espera poder extraer información suficiente de estas singularidades de modo que al
integrar sobre M se obtenga una contribución predominante respecto a la de los arcos
menores.

En otros casos, como veremos más adelante, la función fN que aparece en el inte-
grando de (2.2) también toma valores de gran tamaño (en valor absoluto) en la cercańıa
de ciertos racionales. Para x = n/d racional tenemos

fN

(n
d

)
=

∑
a∈A , a≤N

[
e
(n
d

)]a
.

Observamos que, cuando a−a′ es múltiplo de d, los valores de ambos sumandos coinciden[
e
(n
d

)]a
=
[
e
(n
d

)]a′
,

y podemos decir que los dos exponentes a, a′ han resonado a la frecuencia n/d. El estudio
de tales resonancias está ı́ntimamente relacionado con la distribución de los elementos
de A módulo d. La suma total se subdivide en tantas sumas como residuos distintos
r1, · · · , rM módulo d aparezcan entre los enteros de A:

fN

(n
d

)
=

∑
a∈A , a≤N

e
(n
d
a
)

=
∑

1≤i≤M
A(N ; ri, d) e

(n
d
ri

)
,

en donde A(N ; ri, d) cuenta los elementos de A menores o iguales que N cuyo residuo
módulo d es ri.

Cuanto más pequeño es el denominador d es más fácil que los exponentes enteros y
las frecuencias racionales resuenen. En consecuencia tendremos menos residuos distintos
y previsiblemente habrá menos cancelación en la suma total. Por tanto es esperable que
fN (n/d) sea de tamaño más grande en los racionales de denominador pequeño, que por
esta razón serán buenos candidatos a integrar los arcos mayores.



Caṕıtulo 3

Los mayores ingredientes

Durante el resto del trabajo analizaremos el número r(N ; k,P) de representaciones
de un entero positivo N como suma de k números primos. Comenzamos en este caṕıtulo
concretando los ingredientes que, combinados siguiendo el método del ćırculo (v. caṕıtulo
2), proporcionarán la parte principal de la estimación para r(N ; k,P).

El producto de Euler

Una versión anaĺıtica del Teorema Fundamental de la Aritmética es la identidad

(3.1)
∞∑
n=1

1

nx
=

∞∏
p primo

1

1− 1/px
1 < x ∈ R,

que es también un ejemplo de una idea perspicaz: extraer información a partir de las
singularidades.

Proposición 3.1. Definimos la función de variable compleja

ζ(s) :=

∞∑
n=1

1/ns Re (s) > 1.

Entonces ζ se puede extender al semiplano abierto Re (s) > 0 como una función mero-
morfa con un polo simple en s = 1.

Demostración. Observamos que la extensión de ζ al semiplano abierto Re (s) > 0 se
puede formular como

(3.2) ζ(s) =
1

s− 1
+ 1− s

∫ ∞
1

{u}
us+1

du Re (s) > 0,

donde {u} es la parte fraccionaria de u. Una manera de deducir esta fórmula es usar
sumación por partes como sigue. Fijado N , por el lema 3.5 con f(t) = 1 g(t) = 1/ts

podemos escribir

15
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∑
n≤N

1

ns
=

s

s− 1
− s

∫ N

1

{u}
us+1

du− 1

(s− 1)N s−1
Re (s) > 1.

Haciendo tender N a infinito, nótese que la función s
∫∞

1 {u}/u
s+1 du es holomorfa

en el semiplano abierto derecho del plano complejo. Por la propiedad de unicidad en la
continuación anaĺıtica de las funciones holomorfas se concluye (3.2).

Centrando la atención en el punto singular s = 1 se puede desvelar información
valiosa. Euler se percató de que haciendo tender 1 < x ∈ R hacia el 1 se consigue otra
demostración de que los números primos son infinitos. Además tomando logaritmos en
ambos miembros de (3.1) y recordando que − log(1− x) = x+O(x2) obtuvo

log

(∑
n

1

nx

)
=
∑
p

1

px
+ Err(x) x > 1 con

∣∣Err(1+)
∣∣ <∞,

y de este modo extrajo la información añadida de que la serie
∑

1/p diverge, hecho que
viene a engrandecer la infinitud de los números primos.

3.1. Algunas funciones aritméticas

Una función f : N → C se dice aritmética porque inicialmente su dominio son los
números naturales. Se extiende a todos los reales mayores que 1 como sigue f(x) :=
f(bxc), con b·c denotando la parte entera.

La función µ de Möbius

Aparece al poner invertido el producto de Euler (3.1)

1

ζ(s)
=
∏
p

(
1− 1

ps

)
=

∞∑
n

µ(n)

ns
Re (s) > 1

definiendo µ(1) = 1, µ(p1 × · · · × pk) = (−1)k y µ(n) = 0 en otro caso.

En Teoŕıa de Números se asocia a una función f la serie de Dirichlet Df =
∑
f(n)/ns

cuyos coeficientes son precisamente f(n). Nuestros primeros ejemplos han sido

D1 =
∑

1/ns = ζ(s) Dµ =
∑

µ(n)/ns = ζ(s)−1.

Cuando Df y Dg convergen absolutamente entonces también converge la serie de
Dirichlet Df ·Dg y sus coeficientes son la convolución de f y g:

(f ? g)(n) =
∑
d|n

f
(n
d

)
g(d).
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Como 1 +
∑

n>1 0/ns = ζ(s)ζ(s)−1 = D1Dµ la convolución 1 ? µ es

(3.3)
∑
d|n

µ(d) = 0 si n > 1 y
∑
d|1

µ(d) = 1.

Con esto podemos ya probar el siguiente resultado

Lema 3.1 (Inversión de Möbius).
Si f es una función aritmética y llamamos g(n) =

∑
d|n f(d) entonces

f(n) =
∑
d|n

µ(d)g
(n
d

)
=
∑
d|n

µ
(n
d

)
g(n).

Demostración. De hecho

∑
d|n

µ(d)g
(n
d

)
=
∑
d|n

µ(d)

∑
c|n
d

f(c)

 =
∑
cd|n

µ(d)f(c) =
∑
c|n

f(c)

∑
d|n
c

µ(d)

 = f(n),

porque la última suma interior vale 1 si n/c = 1 y 0 en otro caso.

La función φ de Euler

Los coeficientes de la serie de Dirichlet(∑
n/ns

)(∑
µ(n)/ns

)
=
ζ(s− 1)

ζ(s)
=
∑

φ(n)/ns = Dφ,

son la convolución Id ? µ

φ(n) =
∑
d|n

n

d
µ(d).

Podemos expandir esta suma como sigue

φ(n) =
∑
d|n

n

d
µ(d) =

n∑
i=1

∑
d|(i,n)

µ(d),

pues fijado d, en la última suma el sumando µ(d) aparece exactamente cuando i ∈
{d, 2d, . . . ndd}. Por (3.3) la suma interior es 0 salvo si (i, n) = 1 en cuyo caso es 1.
Concluimos que φ(n) es la cantidad de números menores que y coprimos con n:

φ(n) =
∑
i≤n

(i,n)=1

1.

También esta otra fórmula

(3.4) φ(n) = n
∑
d|n

µ(d)

d
= n

∏
p|n

(
1− 1

p

)
,
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resalta la interpretación de φ(n)/n como la probabilidad de que un número menor que
n sea coprimo con n.

Usando la inversión de Möbius (lema 3.1) obtenemos

n =
∑
d|n

φ(n).

Una función aritmética f es multiplicativa cuando

(m,n) = 1 (i.e. m,n primos entre śı)⇒ f(m · n) = f(m) · f(n)

y es completamente multiplicativa si se cumple siempre f(m · n) = f(m) · f(n).

Lema 3.2. Si f es función aritmética multiplicativa también lo es F (n) :=
∑

d|n f(d).

Demostración. Si n1, n2 son coprimos entonces todo divisor de su producto n1n2 se
escribe de forma única como d = d1d2 con di divisor de ni y con d1, d2 coprimos; por
tanto

F (n1n2) =
∑

(d1,d2)=1
d1|n1

d2|n2

f(d1d2) =
∑
d1|n1

d2|n2

f(d1)f(d2) =
∑
d1|n1

f(d1) ·
∑
d2|n2

f(d2) = F (n1)F (n2).

Lema 3.3. φ y µ son funciones multiplicativas.

Demostración.

Si m = pe11 . . . perr y n = qf11 . . . qfss son coprimos entonces no tienen factores primos

comunes y la factorización de su producto en primos es mn = pe11 . . . perr · q
f1
1 . . . qfss .

Si ambos números están libres de cuadrados también lo está su producto y entonces
µ(mn) = (−1)r+s = µ(m)µ(n). En otro caso o bien µ(m) = 0 o bien µ(n) = 0 (o ambas),
entonces µ(mn) = 0 = µ(m)µ(n).

Visto que n 7→ µ(n) es multiplicativa también lo son tanto n 7→ µ(n)/n como (por el
lema 3.2)

n 7→
∑
d|n

µ(d)

d
=
φ(n)

n

y finalmente también es multiplicativa n 7→ n · φ(n)
n = φ(n).

Para evaluar las funciones multiplicativas basta encontrar el valor que toman en las
potencias de primos. Como ejemplo reencontramos la fórmula para φ.
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En primer lugar los números menores que y que no son coprimos con cualquier
potencia de un primo pe son los múltiplos de p menores o iguales que pe: {1, p, 2p, · · · , pe},
que son pe/p números distintos; aśı φ(pe) = pe − pe−1 y entonces, si la factorización de
n es n = pe11 . . . perr ,

φ(n) =

r∏
i=1

φ(pei) =

r∏
i=1

(pei − pei−1) =

r∏
i=1

pei
(

1− 1

pei

)
= n

∏
p|n

(
1− 1

p

)
.

De esta fórmula en particular se desprende que si n es múltiplo de d entonces también
φ(n) es múltiplo de φ(d).

Acabamos esta reseña acerca de la función φ mostrando la propiedad (3.6) sobre
su comportamiento asintótico, que usaremos más adelante. Para demostrarla usamos el
resultado (3.5) que exponemos previamente

Lema 3.4. Sea f(n) una función multiplicativa. Si

ĺım
pm→∞

f(pm) = 0

cuando pm recorre la secuencia de todas las potencias de todos los primos, entonces

ĺım
n→∞

f(n) = 0.

Demostración. Existe una cantidad finita de potencias pm tales que |f(pm)| ≥ 1. Sea

A :=
∏

|f(pm)|≥1

|f(pm)| ≥ 1.

Sea un ε cualquiera on 0 < ε < A. Existe una cantidad finita de potencias pm tales
que |f(pm)| ≥ ε/A. Entonces existe una cantidad finita de enteros n tales que, para
cada potencia de primo pm que divide exactamente a n1, se cumple |f(pm)| ≥ ε/A. En
consecuencia, si n es suficientemente grande, entonces n es múltiplo de al menos una
potencia de primo pm tal que |f(pm)| < ε/A, y por tanto podemos escribir

n =

r∏
i=1

pmii

r+s∏
i=r+1

pmii

r+s+t∏
i=r+s+1

pmii ,

en donde p1, · · · , pr+s+t son números primos distintos tales que

1 ≤ |f(pmii )| para 1 ≤ i ≤ r,
ε/A ≤ |f(pmii )| < 1 para r + 1 ≤ i ≤ r + s,

|f(pmii )| ≤ ε/A para r + s+ 1 ≤ i ≤ r + s+ t,

1Se dice que pm divide exactamente a n cuando pm | n y pm - n.
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y t ≥ 1. Se termina la prueba notando que

|f(n)| =
r∏
i=1

|f(pmii )|
r+s∏
i=r+1

|f(pmii )|
r+s+t∏
i=r+s+1

|f(pmii )| < A · 1 ·
( ε
A

)t
≤ ε.

Proposición 3.2.

(3.5) ĺım
x→∞

φ(x)

x1−δ =∞ ∀ δ > 0.

Demostración. Como

f(x) =
x1−δ

φ(x)

es multiplicativa y además

f(pm) =
pm(1−δ)

φ(pm)
=

1

pmδ (1− 1/p)
≤ 2

pmδ
,

para cualquier potencia de cualquier primo, entonces f(pm) → 0 cuando pm recorre la
secuencia de todas las potencias de todos los primos y podemos aplicar el lema 3.4.

Corolario 3.1. La función φ de Euler

φ(x) :=
∑

1≤i≤bxc
(i,bxc)=1

1,

cumple lo siguiente

(3.6) x1−δ � φ(x)� x ∀ δ > 0.

La función Λ de Von Mangoldt

Tomando la derivada en ambos lados del producto de Euler (3.1) aparece una nueva
función aritmética

−ζ
′(s)

ζ(s)
=
∑
p

log p

(1− 1/ps)
=
∑
p

log p ·
(

1 +
1

ps
+

1

(p2)s
+ · · ·

)
=
∑
n

Λ(n)

ns
,

con Λ(n) = log p si n = pk y Λ(n) = 0 en otro caso.
La nueva serie de Dirichlet ahora en escena es DL = −ζ ′(s) =

∑
log n/ns asociada

a la función L(n) = log n y como DL = D1DΛ la convolución L = 1 ? Λ desvela la
propiedad

(3.7)
∑
d|n

Λ(d) = log n.
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Sumación por partes

Lema 3.5 (Abel). Sean f cualquier función aritmética y g : [1,∞) → C una función
con derivada continua. Llamamos Mf (x) :=

∑
n≤x f(n). Entonces

Mfg(x) = Mf (x)g(x)−
∫ x

1
Mf (t)g′(t)dt.

(Si vemos a f como la derivada de Mf , esta fórmula recuerda fuertemente a la
integración por partes).

Demostración. Convengamos Mf (0) = 0. Recordamos que cualquier función aritmética
toma en x el mismo valor que toma en su parte entera bxc; aśı Mf es constante tanto
en [n, n+ 1) como en [bxc , x). Entonces∑

1≤n≤x
f(n)g(n) =

∑
0≤n≤bxc−1

[Mf (n+ 1)−Mf (n)] g(n+ 1)

= −Mf (0)g(1) +
∑

1≤n≤bxc−1

Mf (n) [g(n)− g(n+ 1)] +Mf (bxc)g(bxc)

=
∑

1≤n≤bxc−1

Mf (n)

(
−
∫ n+1

n
g′(t) dt

)
+Mf (bxc)g(bxc)

= Mf (x)g(x)−
∑

1≤n≤bxc−1

(∫ n+1

n
Mf (t)g′(t) dt

)
−Mf (x) (f(x)− f(bxc))

= Mf (x)g(x)−
∫ bxc

1
Mf (t)g′(t) dt−

∫ x

bxc
Mf (t)g′(t) dt

= Mf (x)g(x)−
∫ x

1
Mf (t)g′(t) dt.

Sumas de Ramanujan

Abreviaremos por comodidad

e (t) := exp (2πit) = cos 2πt+ i sen 2πt.

Como e (k) = 1 para todo entero k, dado cualquier q entero positivo se tiene

∀ k, k′ ∈ Z k ≡ k′ (mód q) =⇒ e

(
k

q

)
= e

(
k′

q

)
∀ q ∈ N.

Se define la función aritmética de dos variables N× N→ C

(q, n) 7→ cq(n) :=

q∑
k=1

(k,q)=1

e

(
nk

q

)
,
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Figura 3.1: Sello conmemorando el 75 aniversario del nacimiento de S. Ramanujan

conocida como sumas de Ramanujan en honor al matemático que las introdujo.
Recordamos que para cada q > 1 entero una q-ráız primitiva de la unidad es aquel

número complejo ξ tal que ξq = 1 y ξr 6= 1 si 0 < r < q. Resultan ser los φ(q)
números ξk = e (k/q) con k menor que q y coprimo con q. De modo que en una suma de
Ramanujan se suman precisamente las potencias n-ésimas de todas las q-ráıces primitivas
de la unidad.

Las dos 3-races de la unidad

ξ1

ξ2

2π/3

π/3

1

ξ1

ξ2

3π/2

π/2

1

Figura 3.2: Las 3-ráıces de la unidad y las dos 4-ráıces primitivas de la unidad

Lema 3.6. Si ρ1, . . . , ρN (N > 1) son todas las N -ráıces de la unidad entonces para
todo exponente r ∈ N coprimo con N

N∑
i=1

ρri = 0.



3.1 Algunas funciones aritméticas 23

Demostración. Como (r,N) = 1 entonces {ρri }i=1,...,N son N ráıces distintas del polino-
mio P (X) = XN−1 ∈ C[X], por tanto son las N -ráıces de la unidad. Como el polinomio
P se factoriza de modo único en el anillo C[X]

XN − 1 =
N∏
i=1

(X − ρri ) = XN − (ρr1 + . . .+ ρrN )XN−1 + . . .+ (−1)Nρr1 . . . ρ
r
N ,

el coeficiente del monomio XN−1 en P ha de ser tanto 0 como el opuesto de la suma de
sus ráıces.

Apuntamos que se puede seguir usando otras propiedades de las ráıces de la unidad
y la inversión de Möbius para desvelar que

cq(n) =
∑
d|(q,n)

d µ

(
n

q

)
.

Sin embargo nos centraremos en demostrar otra fórmula que relaciona las sumas de
Ramanujan con las dos funciones φ de Euler y µ de Möbius.

Lema 3.7. cq es función multiplicativa respecto a la variable q:

(q1, q2) = 1⇒ cq1·q2(n) = cq1(n) · cq2(n)

Demostración. Tenemos que

cq1(n)·cq2(n) =

 q1∑
i=1

(i,q1)=1

e

(
n
i

q1

)·
 q2∑

j=1
(j,q2)=1

e

(
n
j

q2

) =

q1∑
i=1

(i,q1)=1

q2∑
j=1

(j,q2)=1

e

(
n

(iq2 + jq1)

q1q2

)

de modo que todo lo que hay que mostrar es que los φ(q1q2) = φ(q1)φ(q2) números
menores que y coprimos con q1q2 son precisamente

los residuos de {iq2 + jq1 | (i, q1) = 1 = (j, q2)} módulo q1q2.

Cada uno de ellos es coprimo con q1q2. Si alguno no lo fuera entonces existiŕıa un primo
p divisor tanto de q1q2 como de iq2 + jq1. Como (q1, q2) = 1 sólo uno de ambos podŕıa
ser múltiplo de p: supongamos que p | q2 (y que no divide a q1). Ahora ocurriŕıa que,
como también p | iq2 + jq1, necesariamente p | jq1 y por fin -como no divide a q1- p
dividiŕıa a j. Pero entonces p | (j, q2) y esto contradice que j y q2 son coprimos.

Todos son distintos entre śı. Supongamos que iq2 + jq1 ≡ i∗q2 + j∗q1 (mód q1q2). En
este caso (i− i∗)q2− (j− j∗)q1 es múltiplo de q1q2. En particular q1 divide a i− i∗ (pues
no puede dividir a q2) y análogamente q2 divide a j − j∗.

Proposición 3.3.
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1. Si n, q son primos entre śı entonces cq(n) = µ(q).

2. Cuando (n, q) = D > 1 entonces cq(n) = µ(q/D)
φ(q)

φ(q/D)
.

Resumiendo

(3.8) cq(n) = µ

(
q

(n, q)

)
φ(q)

φ

(
q

(n, q)

) ∀ n, q ∈ N

Una consecuencia de esto es que cq(n) toma siempre valores enteros, recordando
(3.4).

Demostración.

1. Dado que cq es multiplicativa en la variable q (v. lema 3.7), bastará comprobar
esta propiedad para las potencias de primo q = pr.

a) En el caso q = p1 por hipótesis p - n y la suma de Ramanujan es la suma de
las potencias n-ésimas de las p-ráıces primitivas de la unidad. Puesto que p - n
estas potencias {e

(
n ip

)
}i=1,··· ,p−1 son todas distintas entre śı y resultan ser

todas las p-ráıces de la unidad excepto el 1. Por el lema 3.6 cp(n) = 0− 1 =
−1 = µ(p).

b) Sea q = pr r > 1 con p - n. Los números menores que pr y que no son coprimos
con pr son precisamente los pr/p múltiplos de p y entonces

cpr(n) =

pr∑
i=1

e

(
n
i

pr

)
−
pr/p∑
j=1

e

(
n
jp

pr

)
= 0− 0 = µ(pr),

ya que, teniendo en cuenta que p - n y el lema 3.6, las dos sumas anteriores
son nulas porque son, respectivamente, la suma de todas las pr-ráıces de la
unidad y la suma de todas las pr−1-ráıces de la unidad.

Como ejemplo —que se puede confirmar visualmente observando la figura 3.2—
notamos que c3(1) = µ(3) = −1 y que c4(1) = µ(4) = 0.

2. Sean q′ = q/D y n′ = n/D entonces n/q = n′/q′ y

cq(n) :=

q∑
i=1

(i,q)=1

e

(
n
i

q

)
=

q∑
i=1

(i,q)=1

e

(
n′
i

q′

)
.

Por (3.4) cuando q es múltiplo de q′ también φ(q′) | φ(q). Si denotamos

An := {i ∈ N : (i, n) = 1} ∩ [1, n],
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observamos que Aq ∩ [1, q′] = Aq′ porque q′ | q. Los ı́ndices de la última suma son

los φ(q) elementos del conjunto Aq el cual se puede partir en φ(q)
φ(q′) partes iguales

(cada parte con φ(q′) elementos):

Aq =
⊎
Aq′(j) siendo Aq′(j) = jq′ +Aq′ j = 0, 1, . . .

es decir Aq′(j) es el trasladado de Aq′ por medio de jq′.

El comienzo de la suma, cuando los ı́ndices están en Aq′ , es

q′∑
i=1

(i,q′)=1

e

(
n′
i

q′

)
=: cq′(n

′).

e
(
n′ iq′

)
considerada como función de la variable i es una función con peŕıodo q′

e

(
n′
i+ jq′

q′

)
= e

(
n′
i

q′

)
,

de modo que la suma restringida a los ı́ndices de cada una de las partes Aq′(j) es
siempre igual a cq′(n

′). Para acabar se utiliza la parte primera de la proposición
dado que n′ y q′ son coprimos

q∑
i=1

(i,q)=1

e

(
n′
i

q′

)
=
φ(q)

φ(q′)
cq′(n

′) =
φ(q)

φ(q′)
µ(q′).

3.2. Densidad y distribución de los números primos

Recordamos en esta sección algunos resultados clásicos acerca de la densidad y de la
distribución de los números primos, que se usan más adelante en este trabajo.

El teorema de los números primos

Se suele representar por π(n) la cantidad de primos menores o iguales que un número
entero positivo n. Esta función π se extiende para cualquier número real mayor que 1
x 7→ π(bxc), donde b c denota la parte entera.

Teorema 3.1 (Hadamard y De la Vallée-Poussin). Teorema de los números primos
Si π(x) =

∑
p≤x 1 entonces

(3.9) ĺım
x→∞

π(x)

x/ log x
= 1.
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Definimos también las funciones auxiliares

ψ(x) :=
∑
n≤x

Λ(n) y θ(x) :=
∑
p≤x

log p,

que cuentan respectivamente las potencias de primos o bien sólo los primos menores que
x, dándoles un peso de log p.

Teorema 3.2 (Chebyshev).

π(x)

x/ log x
∼ ψ(x)

x
∼ θ(x)

x

Demostración.

θ(x) ≤ ψ(x) =
∑
p≤x

log p
∑
m

tal que pm≤x

1 ≤
∑
p≤x

log p

⌊
log x

log p

⌋
≤ (log x)π(x);

por otro lado para todo 0 < α < 1

θ(x) ≥
∑

xα<p<x

log p ≥ [π(x)− π(xα)] log(xα) ≥ [π(x)− xα] log(xα),

entonces

θ(x)

x
≥ α

(
π(x)

x/ log x
− log x

x1−α

)
.

En este trabajo nos apoyaremos en estimaciones que, como consecuencia del teorema
de Chebyshev, son variantes de (3.9). En particular

∑
p≤x

log p = x+ o(x).(3.10)

En muchos libros y otros trabajos se pueden encontrar más detalles sobre el Teorema
de los Números Primos (por ejemplo en [M-TB, I-K, M-V] y en español [C-C, Te]).

3.2.1. Primos en progresiones aritméticas

Caracteres de Dirichlet

Un carácter de Dirichlet χ : Z→ C es una función aritmética completamente multi-
plicativa y periódica. Fijado el periodo m entero positivo, para todo entero n se cumple
χ(n+m) = χ(n); diremos que χ es un carácter módulo m.

Conviene definir los caracteres en cualquier grupo finito abeliano de orden m: con la
notación multiplicativa en G cada carácter es un homomorfismo de grupos χ : G→ C∗.
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Se tiene que χ(1) = 1. Como el orden del grupo es m será 1 = χ(x)m aśı que el recorrido
de χ son ráıces de la unidad, en particular χ(x) = χ(x)−1.

Los caracteres forman también el grupo dual Ĝ, con la operación multiplicación
definida por (χ1χ2)(x) := χ1(x)χ2(x). El carácter trivial χ0, que toma el valor constante
1, es el neutro de Ĝ.

En el caso particular de que G sea ćıclico con generador g, cada carácter χ de G
queda totalmente determinado por el valor que toma en g:

χa(x = gk) = χa(g)k = e

(
ak

m

)
,

en donde a es un residuo entero módulo m. Por ello en este caso es sencillo ver que los dos
grupos G y Ĝ son isomorfos. Esto resulta ser cierto en el caso más general como vemos
a continuación y de paso comprobamos que los caracteres multiplicativos detectan a los
elementos neutros.

Lema 3.8 (Relaciones de ortogonalidad). Si G es grupo abeliano finito con elemento
neutro 1 ∑

x∈G
χ(x) =

{
|G| si χ = χ0

0 cuando χ 6= χ0

∑
χ∈Ĝ

χ(x) =

{
|Ĝ| si x = 1
0 cuando x 6= 1

Demostración. Supongamos primero que G es ćıclico de orden m. Fijado un carácter
χ 6= χ0

∑
x∈G

χ(x = gk) =
m−1∑
k=0

χ(g)k =
χ(g)m − 1

χ(g)− 1
= 0.

Sea ahora un x = gy ∈ G fijo. Tenemos que

∑
χ∈Ĝ

χ(x) =
m−1∑
a=0

e
( y
m

)a
.

Cuando x = 1 es y = m y la suma da m, y cuando y < m la ráız de la unidad e
( y
m

)
= ρ

es distinta del 1 y satisface la ecuación

0 = ρm − 1 = (ρ− 1)(ρm−1 + ρm−2 + · · ·+ 1),

por tanto la suma (que es el segundo factor en la derecha) se anula.

En el caso más general en que G es un grupo abeliano finito recordamos un teorema
en virtud del cual se puede poner como producto directo de varios grupos ćıclicos. El
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ingrediente que falta para completar la prueba del lema es el siguiente. Ahora sean G1

y G2 grupos finitos y abelianos y tomemos G = G1 ⊗ G2, entonces todo carácter χ
multiplicativo en G se expresa de modo único como producto

χ = χ1 χ2,

donde χi es un carácter multiplicativo en Gi i = 1, 2. Efectivamente si ei es el elemento
neutro de Gi dado χ ∈ Ĝ ponemos χ1(x1) = χ(x1, e2) y χ2(x2) = χ(e1, x2) de modo que
para cualquier elemento x = (x1, x2) de G se tiene χ(x) = χ1(x1)χ2(x2). Se deduce que
G y su dual son isomorfos

Ĝ ∼= Ĝ1 ⊗ Ĝ2
∼= G1 ⊗G2 = G.

Además

fijado χ ∈ Ĝ
∑
x∈G

χ(x) =

 ∑
x1∈G1

χ1(x1)

 ∑
x2∈G2

χ2(x2)

 ,

fijado x ∈ G
∑
χ∈Ĝ

χ(x) =

 ∑
χ1∈Ĝ1

χ1(x1)

 ∑
χ2∈Ĝ2

χ2(x2)

 .

En consecuencia G satisface las relaciones de ortogonalidad si ambos G1 y G2 las cum-
plen.

0 1 2 3 4

χ0 0 1 1 1 1

χ1 0 1 −i i −1

χ2 0 1 −1 −1 1

χ3 0 1 i −i −1

Figura 3.3: Caracteres de Dirichlet módulo 5

Ejemplo (v. figura 3.3) g = 3 es generador de U(F5) : 2 = 33, 3 = 31, 4 = 32.

χ1(2) = i3 = −i χ1(3) = e (1/4) = i χ1(4) = i2 = −1

χ2(2) = (−1)3 = −1 χ2(3) = e (2/4) = −1 χ2(4) = (−1)2 = 1

χ3(2) = (−i)3 = i χ3(3) = e (3/4) = −i χ3(4) = (−i)2 = −1
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Cada carácter de Dirichlet χ módulo m se define en todos los enteros partiendo de
un carácter módulo m en el grupo multiplicativo de las unidades del anillo Z/mZ. La
extensión a todo Z como una función aritmética se completa definiendo χ(n) = 0 cuando
(n,m) > 1 y luego extendiendo a todo n ∈ Z con periodicidad m: χ(n+m) = χ(n).

De las relaciones de ortogonalidad se deduce una fórmula que, usando como ingre-
dientes todos los caracteres de Dirichlet módulo q, permite detectar a los miembros de
una progresión aritmética. Sea 1A la función caracteŕıstica de un conjunto A cualquiera,
y sea

A[a, q] = {n ∈ Z : q | n− a}

una progresión aritmética con diferencia q.

Lema 3.9. Si a, n son enteros y (a, q) = 1

1

φ(q)

∑
χ mód q

χ(a)χ(n) =

{
1 si n ≡ a (mód q)
0 en otro caso

}
= 1A[a,q]

(n).

donde la suma recorre todos los caracteres módulo q.

Demostración. El grupo multiplicativo U(Z/qZ) de las unidades de Z/qZ es abeliano y
finito, aśı que podemos usar el lema 3.8. Dado que (a, q) = 1, llamemos a−1 al inverso
de a módulo q.

Cuando n ≡ a (mód q) entonces a−1n ≡ 1 (mód q) y

1

φ(q)

∑
χ mód q

χ(a)χ(n) =
1

φ(q)

∑
χ mód q

χ(a)−1χ(n) =
1

φ(q)

∑
χ mód q

χ(a−1n) = 1.

Suponemos ahora que n 6≡ a (mód q). Tendremos a−1n 6≡ 1 (mód q) y

0 =
1

φ(q)

∑
χ mód q

χ(a−1n) =
1

φ(q)

∑
χ mód q

χ(a)−1χ(n) =
1

φ(q)

∑
χ mód q

χ(a)χ(n).

Como cualquier carácter de Dirichlet es una función completamente multiplicativa,
se tiene una identidad del tipo producto de Euler que generaliza la ecuación (3.1):

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
=
∏
p

(
1 +

χ(p)

ps
+
χ(p)2

(p2)s
· · ·
)

=
∏
p

(
1− χ(p)

ps

)−1

V. en [R] un estudio más amplio y general acerca de los caracteres.
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Figura 3.4: P.G. Lejeune Dirichlet

El teorema de los primos en progresiones aritméticas

Un ingrediente fundamental para abordar en los caṕıtulos siguientes las sumas de
primos será su distribución en progresiones aritméticas.

Sea π(x; a, q) la cantidad de primos menores o iguales que x en una progresión
aritmética {qn+ a} con a, q primos entre śı

π(x; a, q) :=
∑
p≤x

p≡a mód q

1.

Definimos también

ψ(x; a, q) :=
∑
n≤x

n≡a mód q

Λ(n),

y para cualquier carácter de Dirichlet χ módulo q

ψ(x, χ) :=
∑
n≤x

χ(n)Λ(n).

El Teorema de los números primos en progresiones aritméticas afirma que
cada clase residual a módulo q, con (a, q) = 1, contiene la misma proporción de números
primos:

Teorema 3.3.

π(x; a, q) ∼ 1

φ(q)
π(x)(3.11)

ψ(x; a, q) ∼ 1

φ(q)
ψ(x)(3.12)
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Más importante que el término de error en las estimaciones anteriores es el rango de
uniformidad para el módulo q en términos de x que nos da el resultado siguiente.

Teorema 3.4 (Siegel-Walfisz). Dados cualesquiera C > 0 y a, q enteros positivos primos
entre śı, tenemos para todo x ≥ 2:

ψ(x; a, q) =
x

φ(q)
+O

(
x

(log x)C

)
=

x

φ(q)

(
1 +O

(
φ(q)

(log x)C

))
(3.13)

∑
p≤x

p≡a mód q

log p =
x

φ(q)

(
1 +O

(
φ(q)

(log x)C

))(3.14)

ψ(x, χ) = O

(
x

(log x)C

)
si χ 6= χ0 y ψ(x, χ0) = x+O

(
x

(log x)C

)
(3.15)

La constante impĺıcita en el término O sólo depende de C.

Para más detalles se puede consultar por ejemplo [Ch-3], [I-K, §5.9] y/o [Ch-2, §3.3].

Recordamos en este punto las acotaciones (3.6) (v. página 20)

q1−δ � φ(q) ≤ q para todo δ > 0.

Nótese que la estimación en (3.13) es no trivial solamente si q � (log x)C pues la cota
del cociente entre los (candidatos a) término de error y a término principal es

φ(q)

(log x)C
� q1−δ

(log x)C
∀ δ > 0, C > 0.

(( Se puede interpretar el Teorema de Siegel-Walfisz diciendo que cada clase residual
tiene, con una aproximación de primer orden, el mismo número de primos. Expĺıcita-
mente: fijado q hay φ(q) números coprimos con q. Salvo por términos de menor magnitud
cada clase residual tiene π(x)/φ(q) primos. [...] Si tomásemos q tan grande como xε para
algún ε > 0 entonces el término de error superaŕıa al término principal; queremos aplicar
este teorema cuando q es mucho más pequeño que x.)) [M-TB, pág. 314]



32 Sumando primos ¿hay tres sin dos?



Caṕıtulo 4

Pequeños grandes arcos

En este caṕıtulo introducimos y estudiamos una función FN (x) cercana a la función
fN (x) :=

∑
p≤N e (px) que aparece dentro de la integral

(4.1) r(N ; k,P) =

∫ 1

0
[fN (x)]ke (−Nx) dx,

(v. lema 2.1) con el propósito de identificar al conjunto M de arcos mayores más apro-
piado para el problema de la representación con k sumandos primos. El fruto principal
de este empeño es la proposición 4.3, resultado que prepara el terreno para abordar con
éxito en el caṕıtulo 5 el caso de k ≥ 3 sumandos.

El objeto de deseo es abrir camino hacia la solución de la conjetura de Goldbach. El
método del ćırculo permite “reducir” el problema original al de estimar la integral

∫ 1

0

∑
p≤N

e (px)

k

e (−Nx) dx.

¿Se puede estimar una expresión como
∑

p≤N e (px) que mezcla números primos y expo-
nenciales? Como ya anticipamos al concluir el caṕıtulo 2, la estrategia será estimar, en
torno a los x adecuadamente elegidos, las sumas que van recorriendo todos los números
primos P menores o iguales que N , subdividiéndolas en distintas sumas que recorren
progresiones aritméticas de primos. Para poner en funcionamiento esta idea echaremos
mano de los ingredientes presentados en el caṕıtulo 3.

4.1. Segunda intuición heuŕıstica

Siguiendo a [Ch-2, §4.2] empezamos a vueltas con el ćırculo, para engrasar la intui-
ción.

Como ejemplo de lo expuesto en el Caṕıtulo 2, pongamos ahora A = P, k = 2 y
soltemos lastre de notación escribiendo r2(N) en lugar de r(N ; 2,P). Recordando (2.2),
en este contexto tenemos que

33
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(4.2) r2(N) =

∫ 1

0
[fN (x)]2e (−Nx) dx fN (x) =

∑
p≤N

e (px) .

Llamando DN (x) :=
∑

n≤N e (nx), tanto DN como fN son funciones continuas y
cuando x está cerca de 0, por el teorema de los números primos (3.9),

x ≈ 0 ⇒ fN (x) ≈ fN (0) = π(N) ∼ N

logN
=
DN (0)

logN
≈ DN (x)

logN
;

es decir fN (x) ≈ DN (x)/ logN cuando x ≈ 0 y N es grande (ponemos g ≈ h para
expresar que g está cerca de h).

Analizamos ahora el valor de fN (x) en las cercańıas de un x ∈ (0, 1) cualquiera
que tenga la forma de una fracción irreducible x = a/q. Para hacerlo echamos mano del
Teorema de los números primos en progresiones aritméticas (v. teorema 3.3).

Por ejemplo para a = 1, q = 3 y N suficientemente grande, aproximadamente la
mitad de los primos menores que N son congruentes con 1 módulo 3 y la (otra) mitad
de los primos menores que N son congruentes con 2 módulo 3. Además cuando p ≡ 1
(mód 3) se tiene e(p/3) = e(1/3) y análogamente e(p/3) = e(2/3) cuando p ≡ 2 (mód 3).
En consecuencia cuando x está cerca de 1/3

fN (x) ≈ fN (1/3) ∼ π(N)

2
e (1/3) +

π(N)

2
e (2/3)

∼ N/ logN

2
e (1/3) +

N/ logN

2
e (2/3)

=

(
e (1/3)

2 logN
+
e (2/3)

2 logN

)
N =

−1

2 logN
N = − D(0)

2 logN
≈ −DN (x− 1/3)

2 logN

En el caso general para cualquier número entero positivo q ≥ 2 hay aproximadamente
π(N)/φ(q) primos menores que N y congruentes con ri, para cada uno de los ri ∈
{r1, . . . rφ(q)} residuos coprimos con q, por (3.11).

Para cualquier primo p menor que N existe i tal que p ≡ ri (mód q) y como p =

ri +mq entonces e
(
paq

)
= e

(
ri
a
q

)
. Cuando x está cerca de la fracción irreducible a/q

fN (x) ≈ fN (a/q) =
∑
p≤N

e

(
p
a

q

)
=

φ(q)∑
i=1

∑
p≡ri(q)
p≤N

e

(
ri
a

q

)

∼ π(N)

φ(q)

[
e

(
r1

q

)a
+ · · ·+ e

(
rφ(q)

q

)a]
∼ N

φ(q) logN
cq(a)

=
cq(a)

φ(q) logN
DN (0) ≈ µ(q)

φ(q) logN
DN (x− a/q).
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Aqúı hemos reconocido a la suma de Ramanujan cq(a) cuyo valor es igual µ(q) (v.
proposición 3.3 en la página 23). Todo lo antedicho sugiere que es posible aproximar fN
del modo siguiente:

(4.3) fN (x) =
µ(q)

φ(q) logN
DN

(
x− a

q

)
+ Err(x),

confiando en acotar convenientemente el término de error Err(x) cuando x está cerca de
la fracción irreducible a/q. De modo que en torno a cada uno estos puntos tengamos un
arco mayor. De ser aśı el conjunto M de estos arcos mayores aportaŕıa una estimación
de fN suficientemente buena que a su vez contribuiŕıa significativamente a la estimación
asintótica de r2 por medio de la fórmula (4.2).

Pasamos ahora de puntillas por encima de varios detalles —que se analizarán más
adelante en este trabajo— como son (entre otros): que los intervalos alrededor de los
racionales a/q que componen M son disjuntos, que q no puede ser demasiado grande y
que no se pierde mucho aproximando∫

|u|<ε
D2(u)e (−Nu) du por

∫ 1

0
D2(u)e (−Nu) du.

La contribución a r2(N) de la parte principal de la aproximación 4.3 en los arcos
mayores es (sin usar de momento el pincel fino):

∫
M

[fN (x)]2e (−N(x)) dx ≈
∫
M

[
µ(q)

φ(q) logN
DN

(
x− a

q

)]2

e (−N(x)) dx =

=

∞∑
q=1

q∑
a=1

(a,q)=1

µ2(q)

φ2(q)(logN)2

∫
|u|<ε

[DN (u)]2 · e
(
−N

(
u+

a

q

))
du ≈

≈
∫ 1

0
[DN (u)]2e (−Nu) du ·

∞∑
q=1

 µ2(q)

φ2(q)(logN)2
·

q∑
a=1

(a,q)=1

e (−Na/q))

 ∼
∼ N ·

∞∑
q=1

µ2(q)

φ2(q)(logN)2
· cq(−N) =

N

(logN)2

∞∑
q=1

µ2(q)cq(−N)

φ2(q)
,

tras un cambio de variable en la integral y notando que —como veremos más adelante
en el lema 4.4— ∫ 1

0
[DN (u)]2e (−Nu) du ∼ N.

La suma
∑
cq(−N)µ2(q)/φ2(q) se puede estimar asintóticamente por un cierto producto

con números primos (v. proposición 4.2 en la página 48).
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Si pudiésemos además contar con que la contribución a r2(N) en los arcos menores
—haciendo honor a su apellido— fuese relativamente menor en orden de magnitud,
entonces la conclusión podŕıa ser

(4.4) r2(N) ∼ N

(logN)2

∏
p|N

(
1 +

1

p− 1

) ∏
p-N

(
1− 1

(p− 1)2

)
N par,

fórmula que coincide con (1.4), que ya conjeturamos probabiĺısticamente en la página 7.

Nótese que cuando N es impar el factor correspondiente al primo p = 2 es cero y
anula todo el producto evaporándose la estimación en este caso.

En [Ch-2, §4.2] se observa lo siguiente:

“El fallo no está en los pasos anteriores, que son incondicionalmente cier-
tos, sino en la imposibilidad de probar que la contribución de los arcos me-
nores es pequeña. [...] ¿No significa esto que es imposible que la contribución
heuŕıstica de los arcos mayores que hemos hallado antes sea correcta? De
ningún modo, porque al estimar la contribución de los arcos menores median-
te una cota superior estamos perdiendo el signo, es plausible que al integrar
y sumar en los arcos menores haya mucha cancelación.”

4.2. La función generatriz en los arcos mayores

Tal y como se hace en otros contextos en Teoŕıa de Números ponderamos la apor-
tación de cada primo p con el peso log p. De esta manera se simplifican algunos pasos
y fórmulas. Casi al final de este trabajo se deduce con poco esfuerzo desde el resultado
para este caso ponderado el resultado correspondiente al caso más natural en que cada
primo contribuye con peso igual a 1 (v. teorema 5.3).

Esta decisión produce la siguiente variante de caja de herramientas con el método
del ćırculo (v. caṕıtulo 2):

FP (z) :=
∑
p∈P

log p · zp, FN (x) :=
∑
p≤N

log p · e (px) .

R(N ; k,P) :=
∑

p1+···+pk=N

(log p1) · · · (log pk) =

∫ 1

0
[FN (x)]ke (−Nx) dx.

En valor absoluto FN está acotada por una función que asintóticamente es como N

|FN (x)| ≤
∑
p≤N

log p = N + o(N),

por el Teorema de los Números Primos (3.10).
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Como veremos |FN | es de tamaño N para ciertos x que serán los puntos centrales de
los arcos mayores. En primera instancia lo es para x = 0, 1 y para x = 1/2:

FN (0) = FN (1) =
∑
p≤N

log p = N + o(N).

Como para todo primo impar e (p/2) = e (1/2) = −1 entonces

FN (1/2) = log 2 e (1) +
∑

3≤p≤N
log p e (1/2) = log 2−

∑
3≤p≤N

log p = −N + o(N).

Sin embargo (FN )2 es, en valor medio, significativamente menor que N2.

Lema 4.1. ∫ 1

0
|FN (x)|2 dx = N logN + o(N logN)(4.5)

Demostración.∫ 1

0
|FN (x)|2 dx =

∫ 1

0
FN (x)FN (x) dx

=

∫ 1

0

∑
p1≤N

log p1 · e (p1x)

∑
p2≤N

log p2 · e (−p2x)

 dx

=
∑

p1,p2≤N
log p1 log p2

∫ 1

0
e ((p1 − p2)x) dx =

∑
p≤N

(log p)2

= N logN + o(N logN),

en donde hemos usado (2.1). La última estimación se obtiene de (3.10) como sigue∑
p≤N

log2 p ≤ logN
∑
p≤N

log p ∼ logN(N + o(N)).

Asintóticamente el valor máximo de (FN )2 es N2 y la media de (FN )2 es como
N logN , significativamente menos que el máximo. Consistentemente, FN en media ha
de parecerse a

√
N logN. Esto lleva a sospechar que, para muchos x en el intervalo [0, 1],

dentro de la suma FN (x) se producen gran cantidad de cancelaciones entre distintos
sumandos, haciendo que FN (x) sea comparable a

√
N logN en estos x.

Vamos a deslindar estos candidatos a arcos menores m identificando con precisión a
su complementario M.
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Tamaño de la función en racionales de denominador pequeño

Sea un número real B > 0 fijo cualquiera y tomemos Q = (logN)B. Dentro de [0, 1]
fijamos la atención en los racionales 0 < a/q < 1 que cumplen q ≤ Q y (a, q) = 1;
su denominador es pequeño en comparación con N . En estos puntos analizamos FN
desglosando la suma según progresiones aritméticas, recordando que cuando p ≡ r mód q
entonces e (pa/q) = e (ra/q):

FN

(
a

q

)
=
∑
p≤N

log p · e
(
p
a

q

)
=

q∑
r=1

e

(
r
a

q

) ∑
p≤N

p≡r mód q

log p



=

q∑
r=1

(r,q)=1

e

(
r
a

q

) ∑
p≤N

p≡r mód q

log p

+ Err(a/q),(4.6)

en donde separamos en la última suma los residuos que son coprimos con q de los que
no lo son. También hemos reconocido a la suma de Ramanujan cq(a) cuyo valor, al ser
(a, q) = 1, es µ(q), por la proposición 3.3 en la página 23.

Los residuos que no son coprimos con q forman un término de error Err despreciable
respecto a la aportación de los residuos coprimos. Efectivamente p ≡ r (mód q) y (q, r) >
1 si y sólo si p | q : como p = qk + r (r, q) > 1 necesariamente p = r, k = 0 porque el
primo p no puede ser múltiplo de (r, q) > 1. Esto implica que p | q. Aśı

Err(a/q) =

q∑
r=1

(r,q)>1

e

(
r
a

q

) ∑
p≤N

p≡r mód q

log p

 =
∑
p≤N
p|q

e

(
p
a

q

)
log p�

�
∑
p≤N
p|q

log p ≤ log q � logQ.

En este punto echamos mano del Teorema de Siegel-Walfisz (3.14) para estimar la
suma que aparece entre corchetes dentro del candidato a término principal en (4.6). Esto
nos da la siguiente estimación para cualquier C > 0

FN

(
a

q

)
=

q∑
r=1

(r,q)=1

e (ar/q)

[
N

φ(q)
+O

(
N

logC N

)]
+O (logQ)

=
N

φ(q)
cq(a) +O

(
qN

logC N

)
+O (logQ) =

=
N

φ(q)
cq(a) +O

(
QN

logC N

)
=

N

φ(q)
µ(q) +O

(
N

(logN)C−B

)
.(4.7)
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Observamos que si escogemos C más grande que B (por ejemplo C > 2B) el primer
término prevalece asintóticamente sobre el segundo término y en conclusión FN (a/q) es
asintóticamente de tamaño proporcional a N si q es libre de cuadrados.

Figura 4.1: Algunos valores de F2011(a/q)

En la figura (4.1) exhibimos la gráfica de una muestra (pseudo)aleatoria de la imagen
de la función FN (x) =

∑
p≤N log p · e (px) en el plano complejo, calculada con el valor

N = 2011. Aparecen dibujados más de 300 números complejos FN (a/q) con a/q racional
menor que 1. Los puntos para los que q ≤ (logN)3/2 y (a, q) = 1 son de color rojo y
el resto de puntos tienen color azul. En amarillo se muestra la circunferencia de radio√
N logN centrada en el origen. (Preparado con SAGE www.sagemath.org)

Tamaño de la función en el arco mayor

La elección de los arcos mayores está influida de modo crucial por el término de error
del Teorema 3.4 (Siegel-Walfisz). En primer lugar definimos un pequeño arco mayor,
intervalo centrado en el racional a/q

Ma/q =

{
x ∈ [0, 1] :

∣∣∣∣x− a

q

∣∣∣∣ < Q

N

}
q ≤ Q = (logN)B.

Para N suficientemente grande estos intervalos son siempre disjuntos dos a dos. Efecti-
vamente si se diera el caso de que y ∈ Ma/q ∩Ma′/q′ tendŕıamos una pareja de estos
racionales a distancia menor que 2Q/N∣∣∣∣aq − a′

q′

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣aq − y
∣∣∣∣+

∣∣∣∣y − a′

q′

∣∣∣∣ < 2Q

N

y a la vez mayor que 1/Q2∣∣∣∣aq − a′

q′

∣∣∣∣ =
|aq′ − a′q|

qq′
≥ 1

qq′
≥ 1

Q2

y por tanto N < 2Q3 = 2(logN)3B lo que es falso para N suficientemente grande porque
como B > 0 ocurre que (logN)3B = o(N).
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Tras desenrollar el ćırculo (v. figura 2.2 en la página 11) no olvidamos el arco mayor
que reposa en el 0 (o en el 1)

M1/1 =

(
1− Q

N
, 1

]
∪
[
0,
Q

N

)
Finalmente el conjunto de los arcos mayores es la reunión de todos estos intervalos:

M =
⋃

1≤q≤Q

q⋃
a=1

(a,q)=1

Ma/q

Nótese que M depende de N y de B, aunque no lo reflejaremos en la notación. Se
trata de una parte esquelética de [0, 1] en el sentido de que su medida m de Lebesgue
tiende a cero

m(M) ≤
Q∑
q=1

q∑
a=1

(a,q)=1

m(Ma/q) ≤ Qφ(Q)
2Q

N
≤ 2Q3

N
= 2

(logN)3B

N

N→∞−→ 0.

Definimos los arcos menores como

m := [0, 1] \M.

El adjetivo mayores resalta que la aportación estos arcos es predominante respecto a la
del resto de puntos del ćırculo; aunque la mayoŕıa del ćırculo consista de arcos menores.

Si evitamos la frontera de [0, 1] tomando q ≥ 2, a lo largo de cada intervalo Ma/q

la función FN (x) es asintóticamente similar a FN (a/q) (porque el diámetro del intervalo
se estrecha cuando N crece) y por tanto -cuando q es libre de cuadrados- es grande en
valor absoluto, de tamaño similar a N según la estimación (4.7).

Esta observación se precisa con el siguiente resultado que culmina esta sección del
trabajo.

Proposición 4.1. Sea Ma/q un arco mayor, es decir, un intervalo de diámetro Q/N
centrado en el racional irreducible a/q, el cual tiene denominador q menor que Q.
Aqúı Q = (logN)B es pequeño en relación con N (B > 0 es una constante cualquiera).

En Ma/q la función FN (x) :=
∑

p≤N log p e (px) se aproxima asintóticamente de
modo que

(4.8) FN (x) =
µ(q)

φ(q)
DN (x− a/q) +O

(
N

(logN)4B

)
∀ x ∈Ma/q,

en donde DN (x) =
∑

n≤x e (nx) y µ, φ son las funciones aritméticas presentadas en la
sección 3.1
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Demostración.

Primer paso
Añadiendo a la suma FN las potencias de los primos y quedándose sólo con los

términos n-ésimos cuando n es coprimo con q tenemos otra suma cuya distancia a FN
podemos acotar convenientemente:

(4.9) FN (x) =
∑
n≤N

(n,q)=1

Λ(n)e (nx) +O(
√
N).

La razón es que tenemos para el término de error

Err(x) =
∑
n≤N

(n,q)=1

e(nx)Λ(n)− FN (x) =
∑

pr≤N r>1
(p,q)=1

e(prx) log p−
∑
p≤N

(p,q)>1

e(px) log p,

y (p, q) > 1 precisamente cuando p es un factor primo de q. Además pr ≤ N r > 1
implica p ≤

√
N . En consecuencia, si la factorización de q es q = πe11 · · ·π

ek
k

|Err(x)| ≤
∑

pr≤N r>1

log p+
k∑
j=1

log πk ≤
∑
p≤
√
N

log p+
k∑
j=1

ek log πk �

�
√
N + o(

√
N) + log q ≤

√
N + o(

√
N) +B log logN =

√
N + o(

√
N),

en donde hemos usado el Teorema de los Números Primos (3.10).
Segundo paso

Abreviamos h = x− a/q de modo que e (nx) = e (na/q) e (nh).

Cuando n ≡ r (mód q) se tiene e (na/q) = e (ra/q) y usando los caracteres módulo
q para detectar progresiones aritméticas (v. lema 3.9 en la página 29) tenemos

FN (x) =
∑
n≤N

(n,q)=1

Λ(n)e (nx) +O(
√
N)

=

q∑
r=1

(r,q)=1

e

(
r
a

q

) ∑
n≤N

n≡r mód q

Λ(n)e (nh) +O(
√
N)

=

q∑
r=1

(r,q)=1

e

(
r
a

q

)∑
n≤N

 1

φ(q)

∑
χ mód q

χ(r)χ(n)

Λ(n)e (nh)

+O(
√
N)

=
1

φ(q)

q∑
r=1

e

(
r
a

q

) ∑
χ mód q

χ(r)
∑
n≤N

χ(n)Λ(n)e (nh)

+O(
√
N),
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puesto que si (q, r) > 1 se tiene χ(r) = 0. La suma
∑

χ mód q recorre todos los caracteres
módulo q.

Llamando

τ(χ, a) :=

q∑
m=1

χ(m)e

(
m
a

q

)
,

ψh(N,χ) :=
∑
n≤N

χ(n)Λ(n)e (nh) , en particular ψ(N,χ) = ψ0(N,χ),

y reagrupando sumandos esto es lo mismo que

(4.10) FN (x) =
1

φ(q)

∑
χ mód q

τ(χ, a) ψh(N,χ) +O(
√
N),

donde la suma recorre todos los caracteres módulo q.

Analizamos primero el caso χ 6= χ0.

Por un lado sumando por partes (v. lema 3.5) con f(n) = χ(n)Λ(n) y g(n) = e (nh)

ψh(N,χ) = ψ(N,χ)e (Nh)− 2πih

∫ N

1
ψ(u, χ)e (uh) du,

y entonces

|ψh(N,χ)| ≤ |ψ(N,χ)|+ 2π |h|
∫ N

1
|ψ(u, χ)| du

� N

(logN)6B
+ |h|N N

(logN)6B
= (1 + |h|N)

N

(logN)6B
.

En el último paso hemos usado el Teorema de Siegel-Walfisz escogiendo C = 6B
(v. (3.15) en la página 31).

Por otro lado∑
χ mód q
χ 6=χ0

|τ(χ, a)|2 ≤
∑

χ mód q

|τ(χ, a)|2 =
∑

χ mód q

τ(χ, a)τ(χ, a)

=
∑

χ mód q

[
q∑

m=1

χ(m)e

(
−ma

q

)][ q∑
n=1

χ(n)e

(
n
a

q

)]
=

=

q∑
m=1

e (0)
∑

χ mód q

χ(m)χ(m) +

+
∑

1≤m<n≤q
e

(
(m− n)

a

q

) ∑
χ mód q

χ(m)χ(n) =

=

q∑
m=1

∑
χ mód q

χ0(m) + 0 =

q∑
m=1

φ(q)χ0(m) ≤ qφ(q),
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en donde hemos usado que, por el lema 3.9, cuando m 6= n, 1 ≤ m,n ≤ q∑
χ mód q

χ(m)χ(n) = 0.

Combinando lo anterior, la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos permite acotar la
contribución cuando χ 6= χ0

1

φ(q)

∑
χ mód q
χ 6=χ0

τ(χ, a)ψh(N,χ)

≤ 1

φ(q)

 ∑
χ mód q

|τ(χ, a)|2
1/2

×

 ∑
χ mód q

|ψh(N,χ)|2
1/2

≤ 1

φ(q)

√
q
√
φ(q)×

√
φ(q)(1 + |h|N)O

(
N

(logN)6B

)
= O

(
(1 + |h|N)

√
qN

(logN)6B

)
.

En el caso particular del carácter χ0, de nuevo por (3.15) y sumando por partes,

ψh(N,χ0)−
∑
n≤N

e (nh) =
∑
n≤N

(Λ(n)− 1)e (nh) =

= (ψ(N)−N)e (Nh)− h2πi

∫ N

1
(ψ(u)− u)e (hu) du

� N

(logN)6B
+ |h|N N

(logN)6B
� (1 + |h|N)

N

(logN)6B
.

Ahora nos encontramos con la suma de Ramanujan y como (a, q) = 1,

τ(χ0, a) =

q∑
m=1

χ0(k)e

(
m
a

q

)
=

q∑
m=1

(m,q)=1

e

(
m
a

q

)
= cq(a) = µ(q);

por lo tanto, dado que
∑

n≤N e (nh)� N ,

τ(χ0, a) ψh(N,χ0) = µ(q)
∑
n≤N

e (nh) +O

(
(1 + |h|N)N

(logN)6B

)
.

Juntando todo lo anterior en la ecuación (4.10) obtenemos

FN (x) =
µ(q)

φ(q)

∑
n≤N

e (n(x− a/q)) +O

(
(1 + |h|N)

√
qN

(logN)6B

)
,

ya que h = x − a/q. Como x ∈ Ma/q, h es menor en valor absoluto que Q/N =

(logN)B/N y esto implica que
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(1 + |h|N)
√
q ≤ (1 +Q)Q1/2 = (1 + (logN)B)(logN)B/2 � (logN)3B/2,

lo que completa la demostración.

Para estudiar la representación como suma de k primos necesitamos aproximar la
potencia k-ésima de la función generatriz y esto es ahora una consecuencia directa de lo
anterior:

Corolario 4.1.

(4.11) [FN (x)]k =

[
µ(q)

φ(q)
DN (x− a/q)

]k
+O

(
Nk

(logN)4B

)
∀ k ≥ 1, ∀ x ∈Ma/q.

Demostración. La proposición 4.1 nos da FN (x) = PN (x) + ErrN (x) con las siguientes
cotas para el término principal y el término de error:

PN (x) =
µ(q)

φ(q)
DN (x− a/q)� |DN (x− a/q)| � N ErrN (x)� N

(logN)4B
,

y entonces

FN (x)k − PN (x)k =
k∑
i=1

(
k

i

)
PN (x)k−i · ErrN (x)i

�
k∑
i=1

(
k

i

)
Nk−i N i

((logN)4B)i
�k

Nk

(logN)4B
.

4.3. Contribución de los arcos mayores a la suma de primos

En esta sección comprobaremos que la contribución de la integral en los arcos mayores
se aproxima asintóticamente por un producto de dos factores∫

M
[FN (x)]ke (−Nx) dx ∼ Sk(N) Jk(N).

Esta expansión corresponde a la singularidad de la función FP(z) =
∑

p∈P(log p)zp

en z = e (a/q), en vista de lo cual Hardy y Littlewood acuñaron los términos serie
singular e integral singular para Sk(N) y Jk(N) respectivamente.

Estudiamos en primer lugar el ingrediente Jk(N) que proviene de integrar la función
DN (x).
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La integral singular

La distancia al entero más cercano se define como

‖x‖ := mı́n({x} , 1− {x}),

donde {x} = x − bxc representa la parte fraccionaria de x. Se trata de una función de
peŕıodo 1, que en el intervalo [0, 1] es simétrica respecto al punto 1/2: ‖x‖ = ‖1− x‖.
La función |senπx| tiene estas mismas propiedades. Además en el intervalo [0, 1/2]:

|senπx| = sen(π ‖x‖) = senπx x ∈ [0, 1/2].

Hemos desvelado aśı que

(4.12) |senπx| = sen(π ‖x‖) para todo número real x,

lo que nos permite probar el siguiente resultado

Lema 4.2. Para todo número real x∣∣∣∣∣∣
∑
n≤N

e (nx)

∣∣∣∣∣∣ ≤ mı́n

(
N,

1

2 ‖x‖

)
= O

(
1

‖x‖

)
,

en donde ‖x‖ denota la distancia de x al entero más cercano.

Demostración. Es inmediato
∣∣∣∑n≤N e (nx)

∣∣∣ ≤ N pues cada sumando tiene módulo 1.

Ahora ∣∣∣∣∣∣
∑
n≤N

e (nx)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑
n≤N

[e (x)]n

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣e ((N + 1)x)− e (x)

e (x)− 1

∣∣∣∣ ≤
≤ 2

|e (x)− 1|
=

2

|e (x/2)− e (−x/2)|
=

=
2

|i 2 senπx|
=

1

sen(π ‖x‖)
≤ 1

2 ‖x‖
.

en donde hemos usado (4.12) y también que la función g(x) = 2x − senπx satisface
g([0, 1/2]) ≤ 0 pues al tener derivada segunda positiva es convexa en [0, 1/2] y además
g(0) = g(1/2) = 0.

Usando el lema 4.2 podemos acotar convenientemente la diferencia entre cierta inte-
gral sobre el intervalo [−1/2, 1/2] y el valor de esa misma integral sobre otro intervalo
más pequeño:

Lema 4.3. Para cualquier número 0 < t ≤ N/2 k ≥ 2 se tiene∫ t/N

−t/N
[DN (u)]k e (−Nu) du =

∫ 1/2

−1/2
[DN (u)]k e (−Nu) du+O

((
N

t

)k−1
)
.
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Demostración. Como |u| = ‖u‖ ≤ 1/2, por el lema 4.2 tenemos

|DN (u)| � 1

‖u‖
= |u|−1 ,

por lo tanto∫ 1/2

t/N
[DN (u)]k e (−Nu) du�

∫ 1/2

t/N
|DN (u)|k du�

∫ 1/2

t/N
|u|−k du =

=
1

k − 1

((
N

t

)k−1

− 2k−1

)
�k

(
N

t

)k−1

,

y análogamente ∫ −t/N
−1/2

[DN (u)]k e (−Nu) du�k

(
N

t

)k−1

.

Por último aproximamos asintóticamente la integral sobre [−1/2, 1/2].

Lema 4.4. Si DN (x) =
∑

n≤N e(nx) entonces

Jk(N) :=

∫ 1/2

−1/2
[DN (u)]ke (−Nu) du =

(
N − 1

k − 1

)
=

Nk−1

(k − 1)!
+O

(
Nk−2

)
k ≥ 2,

donde la constante impĺıcita depende de k.

Demostración. Por el lema 2.1 en la página 12, esta integral es igual que

Jk(N) = r(N ; k,N) := #{(n1, . . . , nk) ∈ Nk | N = n1 + . . .+ nk}.

Veamos a continuación que se cumple

r(N ; k,N) =

(
N − 1

k − 1

)
.

Dada una representación cualquiera de N como suma de k números naturales, descom-
ponemos cada uno de los sumandos en suma de unos:

n1 veces
1 + · · ·+ 1 +

n2 veces
1 + · · ·+ 1 + . . .+

nk veces
1 + · · ·+ 1 = N.

A continuación miramos la expresión aśı obtenida como una ristra de N unos a la que
añadimos k − 1 separadores que vamos dibujando con el śımbolo ‖ en los intersticios
donde hay transición desde un ni hasta el siguiente ni+1:

1 + · · ·+ 1 + ‖ 1 + · · · + 1 + ‖ . . .+ ‖ 1 + · · ·+ 1 = N.
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Observamos que el número total de representaciones distintas es igual que el número total
de elecciones distintas de intersticios que pueden ocupar los separadores. Enumeramos
todos los intersticios disponibles desde 1 hasta N − 1, con este convenio cada elección
de k − 1 intersticios se representa por un subconjunto de k − 1 elementos del conjunto
{1, 2, . . . N − 1}, como queŕıamos.

Finalmente como

k−1 factores︷ ︸︸ ︷
((N − 1)(N − 2)× · · · × (N − 1− (k − 1) + 1))−Nk−1 = O

(
Nk−2

)
,

entonces (
N − 1

k − 1

)
− Nk−1

(k − 1)!
�k Nk−2.

La serie singular

El otro ingrediente del término principal en la contribución de los arcos mayores
será cierta serie Sk(N) que se adjetiva como singular para resaltar que precisamente en
estos arcos se encuentran las singularidades de la función compleja original del método
del ćırculo. La serie Sk(N) sintetiza la información que se extrae de estas singularidades.
Definimos

Sk(N, x) :=
∑
q≤x

µk(q) cq(−N)

φk(q)
y Sk(N) := Sk(N,∞).

En el análisis que hacemos acotamos primero las colas de la serie y a continuación
mostramos que la serie se puede expresar como un cierto producto de primos.

Lema 4.5. La serie singular converge absolutamente y para todo k ≥ 2

(4.13) Sk(N) = Sk(N, x) +O
(
x−(1−ε)

)
∀ ε > 0, x > 1.

Demostración. Resolvemos primero el caso k ≥ 3. Tenemos |cq(−N)| ≤ φ(q). Tomamos
δ < ε positivo y recordando ahora (3.6) tenemos que, para q suficientemente grande

µk(q) cq(−N)

φk(q)
� 1

φ(q)k−1
� 1

q(k−1)(1−δ) <
1

q2−δ ,

de modo que la serie singular converge absolutamente y —para k ≥ 3 — uniformemente
en N . Finalmente

Sk(N)−Sk(N, x)�
∑
q>x

1

q2−δ =
∑
q>x

(
1

q

)1−ε(1

q

)1+ε−δ

<
1

x1−ε

∞∑
q=1

(
1

q

)1+ε−δ

� 1

x1−ε .
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En el caso k = 2 usando la fórmula (3.8) y la propiedad (3.6), tenemos que para todo

δ > 0

S2(N)−S2(N, x) =
∑
q>x

µ (q/(q,N))
1

φ(q)φ(q/(q,N))

�
∑
q>x

1

q1−δ
(

q
(q,N)

)1−δ =
∑
q>x

(q,N)1−δ

q2−2δ

≤ N1−δ
∑
q>x

1

q2−2δ
= N1−δ

∑
q>x

1

q1−3δ

1

q1+δ

�N
1

x1−3δ
,

y tomando δ = ε/3 se completa la demostración.

Proposición 4.2. Para cualesquiera k ≥ 2 y N entero positivo sea la serie singular

Sk(N) :=
∑
q

µk(q)cq(−N)

φk(q)
,

donde la suma se extiende a todos los enteros positivos. Se tiene

(4.14) Sk(N) =
∏
p|N

(
1 +

(−1)k

(p− 1)k−1

) ∏
p-N

(
1 +

(−1)k+1

(p− 1)k

)
,

donde el producto se extiende a todos los números primos.

Demostración. f(q) =
µk(q)cq(−N)

φk(q)
es función aritmética multiplicativa porque sus tres

ingredientes son multiplicativas. Como f(1) = 1 tenemos el producto de Euler

∞∑
q=1

f(q) =

∞∏
p=2

(1 + f(p) + f(p2) + · · · ).

Cuando k > 1 se tiene f(pk) = 0 porque µ(pk) = 0. Esto reduce el producto a

∞∑
q=1

f(q) =
∏
p

(1 + f(p)).

Además en los primos µk(p) = (−1)k y φ(p) = p− 1. Como cp(N) es un número entero

cp(−N) = cp(N) = cp(N). Lo que resta es evaluar cq(N) (v. proposición 3.3 ) :

Cuando p - N tenemos que cp(N) = µ(p) = −1 y f(p) = (−1)k+1/(p− 1)k.
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Cuando p | N tenemos que p = (N, p) y

cp(N) = µ(p/(N, p))
φ(p)

φ(p/(N, p))
= µ(1)

φ(p)

φ(1)
= p− 1,

por lo tanto para estos primos f(p) = (−1)k/(p− 1)k−1.

Visto Sk(N) como un producto infinito, todos los factores en la fórmula (4.14) son
no negativos porque p ≥ 2. Recordamos que en general cuando

∑
|an| <∞ entonces el

producto infinito
∏

(1 + an) converge; además se anula si y sólo si uno de sus factores es
cero. Este es el caso de Sk(N), por consiguiente será nulo cuando alguno de sus factores
se anule:

o bien

p | N y 0 < (p− 1)k−1 = (−1)k−1 ⇐⇒ k es impar y p = 2 es decir N es par,

o bien

p - N y 0 < (p− 1)k = (−1)k ⇐⇒ k es par y p = 2 es decir N es impar.

Aśı llegamos a la siguiente conclusión

Corolario 4.2. Si N y k tienen la misma paridad existen dos constantes 0 < c < C
tales que

0 < c < Sk(N) < C ∀ N ∈ N, k ≥ 2 con k ≡ N mód 2.

Cuando N y k tienen distinta paridad entonces Sk(N) = 0.

Detengámonos a reflexionar qué significa esto para el caso particular de la conjetura
ternaria de Goldbach. Nos preguntamos ahora por el valor de S3(2n). Supongamos
por un momento que para todo número 2n par suficientemente grande se cumpliera
S3(2n) > 0. El número r(2n; 3,P) de representaciones con tres sumandos primos de
cualquier par suficientemente grande seŕıa positivo —razonando de modo análogo a lo
que ciertamente ocurre con r(N ; 3,P) cuando N es impar, como comprobaremos más
adelante. Si este fuera el caso, tomemos 2n un número par cualquiera suficientemente
grande, tendŕıamos que 2n+2 = p1 +p2 +p3 para algún tŕıo de primos y necesariamente
uno de los sumandos ha de ser el (único primo par) 2, pongamos que p1 = 2. En
consecuencia 2n = p2 + p3 y ... ¡habŕıamos tocado con la punta de los dedos la conjetura
binaria de Goldbach!

Y en este punto el corolario 4.2 nos despierta del breve espejismo, confirmando que
S3(2n) = 0. Hemos topado con una gatera hacia la conjetura de Goldbach que resulta
estar cerrada, lo que viene a confirmarnos la dificultad del problema binario (k = 2).
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Estimación para la contribución de los arcos mayores

Tras todas las averiguaciones precedentes podemos ya exhibir el término protagonista
en la aportación de los arcos mayores a las representaciones de un número como sumas
de primos.

Proposición 4.3. Sea Q = (logN)B. Entonces sobre el conjunto de los arcos mayores

M =
⋃

1≤q≤Q

q⋃
a=1

(a,q)=1

Ma/q,

donde

Ma/q =

{
x ∈ [0, 1] :

∣∣∣∣x− a

q

∣∣∣∣ < Q

N

}
(a, q) = 1, M1/1 =

(
1− Q

N
, 1

]
∪
[
0,
Q

N

)
;

se cumple que

(4.15)

∫
M

[FN (x)]ke (−Nx) dx = Sk(N)
Nk−1

(k − 1)!
+O

(
Nk−1

(logN)B−1

)
∀ k ≥ 2

donde FN (x) :=
∑

p≤N log p e (px) .

Demostración. Por el corolario 4.1 tenemos que cuando x está sobre el arco mayorMa/q

[FN (x)]k =

[
µ(q)

φ(q)
DN (x− a/q)

]k
+O

(
Nk

Q4

)
,

aśı que ∫
Ma/q

[FN (x)]ke (−Nx) dx =

=

[
µ(q)

φ(q)

]k ∫
Ma/q

[DN (x− a/q)]k e (−Nx) dx+O

(∫
Ma/q

Nk

Q4

)

=

[
µ(q)

φ(q)

]k
e

(
−N a

q

)∫ Q/N

−Q/N
[DN (u)]k e (−Nu) du+O

(
Nk−1

Q3

)
,

que, por el lema 4.3, es igual a

=

[
µ(q)

φ(q)

]k
e

(
−N a

q

)(
Jk(N) +O

(
Nk−1

Qk−1

))
+O

(
Nk−1

Q3

)
= Jk(N)

[
µ(q)

φ(q)

]k
e

(
−N a

q

)
+O

(
Nk−1

Q3

)
.
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Los arcos mayores son disjuntos dos a dos para N suficientemente grande (ref. página
39) aśı que∫

M
[FN (x)]ke (−Nx) dx =

=
∑
q≤Q

∑
(a,q)=1
a≤q

∫
Ma/q

[FN (x)]ke (−Nx) dx =

= Jk(N)
∑
q≤Q

[
µ(q)

φ(q)

]k ∑
(a,q)=1
a≤q

e

(
−N a

q

)
+O

∑
q≤Q

∑
(a,q)=1
a≤q

Nk−1

Q3


= Jk(N)

∑
q≤Q

[
µ(q)

φ(q)

]k
Cq(−N) +O

(
Nk−1

Q

)

= Jk(N)Sk(N,Q) +O

(
Nk−1

Q

)
= Jk(N)

(
Sk(N) +O

(
1

Q1−ε

))
+O

(
Nk−1

Q

)
∀ ε > 0

= Jk(N)Sk(N) +

(
Nk−1

(k − 1)!
+O

(
Nk−2

))
O

(
1

Q1−ε

)
+O

(
Nk−1

Q

)
= Sk(N) Jk(N) +O

(
Nk−1

Q1−ε

)
,

en donde hemos usado (4.13) y el lema 4.4. Llegados a este punto de nuevo el lema 4.4
nos permite concluir la demostración del modo siguiente∫

M
[FN (x)]ke (−Nx) dx = Sk(N) Jk(N) +O

(
Nk−1

Q1−ε

)
= Sk(N)

Nk−1

(k − 1)!
+O

(
Nk−2

)
+O

(
Nk−1

(logN)B(1−ε)

)
= Sk(N)

Nk−1

(k − 1)!
+O

(
Nk−1

(logN)B−1

)
,

escogiendo convenientemente ε.
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Apéndice: La serie singular y la relación local-global

El principio global-local indica que es posible resolver algunas cuestiones en teoŕıa de
números respondiéndolas “localmente”. [The-P-C-to-Maths, §III.51]

En [Ch-1, §2] se muestra cómo la serie singular Sk(N) incluye la información local
sobre congruencias. Me gustaŕıa simplemente mencionar esta curiosa interpretación, que
es diferente de las presentaciones habituales de la serie singular.

Para q entero positivo denotemos por U(Z/qZ) a las unidades del anillo Z/qZ. A
continuación nos fijamos en las soluciones locales a la representación de un número
entero positivo N como suma de k unidades de este anillo. Definimos la cantidad de
representaciones locales por la fórmula:

r(N ; k,P, q) := #{(n1, . . . , nk) ∈ U(Z/qZ)k | n1 + . . .+ nk ≡ N (mód q)},

y definimos su densidad como

δq :=
r(N ; k,P, q)
[#U(Z/qZ)]k

.

Entonces se tiene la siguiente relación local-global:

Sk(N) =
∏

p primo

p · δq.



Caṕıtulo 5

Arcos triunfales con tres o más
primos

En este caṕıtulo cosechamos los frutos de los esfuerzos precedentes en el caso de las
sumas de primos con 3 o más sumandos. Poco antes de alcanzar la cumbre del pico
Vinogradov (corolario 5.2) hemos de dejar a un lado la conjetura binaria de Goldbach,
contentándonos por ahora con terminar la incursión comprobando que el conjunto de las
excepciones a la conjetura tiene densidad asintóticamente nula (corolario 5.3).

El ingrediente que falta añadir al guiso antes de presentarlo en la vajilla de plata
del método del ćırculo es una buena cota de la contribución de los arcos menores a las
sumas con primos, que confirme que en la expresión

R(N ; k,P) =

∫
M

[FN (x)]ke (−Nx) dx+

∫
m

[FN (x)]ke (−Nx) dx,

la parte principal de la estimación para la primera integral domina a la contribución de
la segunda integral.

5.1. Otros ingredientes menores

Recopilamos en esta primera sección varios resultados necesarios para abordar, en
las siguientes secciones, los argumentos principales de este caṕıtulo.

En nuestro estudio de los arcos del método del ćırculo ha estado presente la aproxi-
mación de cualquier número real por números racionales.

Teorema 5.1 (Dirichlet). Sean θ y K ≥ 1 números reales cualesquiera. Entonces existe
un racional h/k, (h, k) = 1 tal que 1 ≤ k ≤ K y cuya proximidad a θ es del orden
siguiente: ∣∣∣∣θ − h

k

∣∣∣∣ ≤ 1

kK
.

53



54 Sumando primos ¿hay tres sin dos?

Figura 5.1: El principio del palomar

Demostración. Tomamos N = bKc .

Si existe n ≤ N tal que {nθ} ∈
[
0,

1

N + 1

)
entonces

|nθ − bnθc| < 1

N + 1
⇒

∣∣∣∣θ − bnθcn
∣∣∣∣ < 1

nK
,

y usando el máximo común divisor D = (bnθc , n) conseguimos el racional buscado:∣∣∣∣θ − bnθc /Dn/D

∣∣∣∣ < 1

(n/D)K
1 ≤ n/D ≤ n ≤ K.

En el caso de que exista n ≤ N tal que {nθ} ∈
[

N

N + 1
, 1

)
tenemos

− 1

N + 1
≤ nθ − (bnθc+ 1) < 0 ⇒

∣∣∣∣θ − bnθc+ 1

n

∣∣∣∣ < 1

nK
,

y ahora podemos tomar el racional (bnθc+ 1)/n (o su fracción irreducible equivalente).

En otro caso, los N números {nθ} n = 1, 2, . . . , N verifican {nθ} ∈
[

1

N + 1
,

N

N + 1

)
y son todos distintos; porque, suponiendo que dos de ellos coincidiesen, tendŕıamos que
existiŕıan 1 ≤ n1 < n2 ≤ N con

(n2 − n1)θ − bn2θc − bn1θc = {n2θ} − {n1θ} = 0,
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por consiguiente (n2 − n1)θ seŕıa un número entero, lo que a su vez implicaŕıa
{(n2 − n1)θ} = 0 1 ≤ n2 − n1 ≤ N , que es falso en este tercer caso.

Por el Principio del palomar (v. figura 5.1), como tenemos N números –las palomas–
ocupando N − 1 intervalos de anchura 1/(N + 1) –los palomares–, entonces al menos
existen 1 ≤ n1 < n2 ≤ N –dos palomas en el mismo palomar– tales que

|(n2 − n1)θ − bn2θc − bn1θc| <
1

N + 1
,

de donde se deduce que ∣∣∣∣θ − bn2θc − bn1θc
(n2 − n1)

∣∣∣∣ < 1

(n2 − n1)K
,

y se completa este tercer caso análogamente a los dos anteriores.

Cotas para ciertas sumas trigonométricas

A continuación nuestro propósito es encontrar cotas no triviales para dobles sumas
del tipo ∑∑

e (xij) ,

con i, j enteros que satisfacen ciertas restricciones. Concretaremos este objetivo en el
lema 5.5 y para lograrlo exponemos previamente cuatro lemas consecutivos.

Recordamos que ‖x‖ representa la distancia de x al entero más cercano (v. página
45). Si tenemos un racional de la forma 1/q entonces∑

1≤i≤q/2

1

‖i · 1/q‖
=

∑
1≤i≤q/2

q
1

i
= q (log q/2 +O(1)) = O (q log q) .

En el siguiente lema veremos que esta estimación también es válida para cualquier
x ∈ R siempre que tenga una cierta cercańıa a la fracción irreducible a/q.

Lema 5.1. Sea x ∈ R aproximado del modo siguiente por la fracción irreducible a/q∣∣∣∣x− a

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
(a, q) = 1 q ≥ 1.

Entonces

(5.1)
∑

1≤i≤q/2

1

‖xi‖
� q log q.

Demostración. La función ‖ ‖ satisface la desigualdad triangular

(5.2) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .
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La estimación (5.1) se cumple trivialmente para q = 1. Supongamos en lo que sigue
q ≥ 2. Para cada entero i existen enteros s(i) ∈ [0, q/2] y m(i) tales que

s(i)

q
=

∥∥∥∥aiq
∥∥∥∥ = ±

(
ai

q
−m(i)

)
.

Como (a, q) = 1 entonces s(i) = 0 si y sólo si i es múltiplo de q y entonces como
q/2 ≥ i ≥ 1 también s(i) ≥ 1. Por la cercańıa de x a a/q podemos escribir

x− a

q
=

θ

q2
|θ| ≤ 1,

y entonces

xi =
ai

q
+
θ′

2q

∣∣θ′∣∣ =

∣∣∣∣2θiq
∣∣∣∣ ≤ 1.

En consecuencia, teniendo en cuenta (5.2),

‖xi‖ =

∥∥∥∥aiq +
θ′

2q

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥m(i)± s(i)

q
+
θ′

2q

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥s(i)q ± θ′

2q

∥∥∥∥
≥
∥∥∥∥s(i)q

∥∥∥∥− ∥∥∥∥ θ′2q

∥∥∥∥ ≥ s(i)

q
− 1

2q
.

A continuación comprobamos que para 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ q/2 se verifica que i1 = i2 cuando
se tiene s(i1) = s(i2). Efectivamente, cuando

±
(
ai1
q
−m(i1)

)
=

∥∥∥∥ai1q
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ai2q
∥∥∥∥ = ±

(
ai2
q
−m(i2)

)
,

entonces ai1 ≡ ± ai2 (mód q). Como (a, q) = 1 esto implica i1 ≡ ±i2 (mód q) y final-
mente i1 = i2. Aśı que el entero s = s(i) recorre los valores [1, q/2] cuando el entero i
recorre los valores [1, q/2]. Concluimos que∑

1≤i≤q/2

1

‖xi‖
≤

∑
1≤i≤q/2

1
s(i)
q −

1
2q

=
∑

1≤s≤q/2

1
s
q −

1
2q

= 2q
∑

1≤s≤q/2

1

2s− 1
≤ 2q

∑
1≤s≤q/2

1

s

� q log q.

Lema 5.2. Sea x ∈ R aproximado del modo siguiente por la fracción irreducible a/q∣∣∣∣x− a

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
(a, q) = 1 q ≥ 1.

Entonces para cualquier entero no negativo h y cualquier número real y no negativo
tenemos

(5.3)

q∑
i=1

mı́n

(
y,

1

‖x(hq + i)‖

)
� y + q log q 0 ≤ y ∈ R 0 ≤ h ∈ Z.
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Demostración. Si x = a/q + θ/q2 entonces

x(hq + i) = ah+
ai

q
+
bθhc
q

+
δ(i)

q
,

con

−1 ≤ δ(i) = {θh}+
θi

q
< 2.

Si llamamos i′ a la parte entera de x(hq + i)− ah tendremos que

{x(hq + i)} =
ai+ bθhc+ δ(i)

q
− i′,

puesto que ah es entero. Sea ahora cualquier t ∈ [0, 1− 1/q]. En el caso de que
{x(hq + i)} ∈ [t, t+ 1/q] esto implica

qt ≤ ai− qi′ + bθhc+ δ(i) ≤ qt+ 1,

lo que lleva a

qt− bθhc − 2 < qt− bθhc − δ(i) ≤ ai− qi′ ≤ qt− bθhc+ 1− δ(i) ≤ qt− bθhc+ 2.

Aśı el entero ai− qi′ está en el intervalo semiabierto de diámetro 4 centrado en el punto
qt−bθhc. Dicho intervalo contiene exactamente cuatro enteros distintos. También como
(a, q) = 1,

cuando 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ q y ai1 − qi′1 = ai2 − qi′2 ⇒ i1 = i2.

En consecuencia concluimos que para todo t ∈ [0, (q − 1)q] hay como mucho cuatro
enteros i ∈ [1, q] tales que {x(hq + i)} ∈ t+ [0, 1/q].

Observamos ahora que para que ‖x(hq + i)‖ ∈ t+ [0, 1/q] ha de ocurrir

o bien que {x(hq + i)} ∈ t+ [0, 1/q] o bien que 1− {x(hq + i)} ∈ t+ [0, 1/q],

y en ese segundo caso tenemos que {x(hq + i)} ∈ t′ + [0, 1/q], donde t′ = 1 − 1/q − t y
también t′ ∈ [0, (q − 1)/q].

Se sigue de todo el análisis anterior que para todo t ∈ [0, (q − 1)q] existen como
mucho ocho enteros i ∈ [1, q] tales que

‖x(hq + i)‖ ∈ [t, t+ 1/q].

Tomamos los intervalos I(j) = [j/q, (j+1)/q] j = 1, 2, . . .; entonces para cada j, se tiene
que ‖x(hq + i)‖ ∈ I(j) para un máximo de ocho enteros i ∈ [1, q]. Aplicamos este hecho
para estimar la suma de (5.3).

En el caso de que ‖x(hq + i)‖ ∈ I(0) usamos la desigualdad

mı́n

(
y,

1

‖x(hq + i)‖

)
≤ y.



58 Sumando primos ¿hay tres sin dos?

En el caso de que ‖x(hq + i)‖ ∈ I(j) para algún j ≥ 1 entonces

mı́n

(
y,

1

‖x(hq + i)‖

)
≤ 1

‖x(hq + i)‖
≤ q

j
.

Como es seguro que para todo i existe j < q/2 tal que ‖x(hq + i)‖ ∈ J(j) concluimos la
demostración del lema como sigue

q∑
i=1

mı́n

(
y,

1

‖x(hq + i)‖

)
≤ 8y + 8

∑
1≤j≤q/2

q

j
� y + q log q.

Lema 5.3. Sea x ∈ R aproximado del modo siguiente por la fracción irreducible a/q∣∣∣∣x− a

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
(a, q) = 1 q ≥ 1.

Entonces para cualesquiera números reales y, z tenemos

(5.4)
∑

1≤i≤y
mı́n

(
z,

1

‖xi‖

)
�
(
y + z +

yz

q
+ q

)
log 2q y, z ∈ R.

Demostración. Escribimos i = hq + j con 1 ≤ j ≤ q y 0 ≤ h < y/q. Entonces

S =
∑

1≤i≤y
mı́n

(
z,

1

‖xi‖

)
≤

∑
0≤h≤y/q

∑
1≤j≤q

mı́n

(
z,

1

‖x(hq + j)‖

)
.

Estimamos a continuación la suma interior utilizando el lema 5.2

S �
∑

0≤h≤y/q

(z + q log q)

�
(
y

q
+ 1

)
(z + q log q)

= q log q + y log q + z +
yz

q

≤
(
q + y + z +

yz

q

)
máx{1, log q}

≤
(
y + z +

yz

q
+ q

)
log 2q.

Lema 5.4. Sea x ∈ R aproximado del modo siguiente por la fracción irreducible a/q∣∣∣∣x− a

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
(a, q) = 1 q ≥ 1.
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Entonces para cualquier número real y ≥ 1 y cualquier número real positivo λ tenemos

(5.5)
∑

1≤i≤y
mı́n

(
λ

i
,

1

‖xi‖

)
�
(
y +

λ

q
+ q

)
log 2qy 1 ≤ y ∈ R 0 < λ ∈ R.

Demostración. La prueba es similar a la del lema 5.3. Escribimos i = hq+j con 1 ≤ j ≤ q
y 0 ≤ h < y/q. Entonces

S =
∑

1≤i≤y
mı́n

(
λ

i
,

1

‖xi‖

)
≤
∑∑
0≤h≤y/q

1≤j≤q

mı́n

(
λ

hq + j
,

1

‖x(hq + j)‖

)
.

Cuando h = 0 y 1 ≤ j ≤ q/2 entonces por el lema 5.1 tenemos

∑
1≤j≤q/2

mı́n

(
λ

hq + j
,

1

‖x(0q + j)‖

)
≤

∑
1≤j≤q/2

1

‖xj‖
� q log q.

Para el resto de términos tenemos que hq + j ≥ 1
2(h+ 1)q, por tanto

S � q log q +
∑

0≤h≤y/q

∑
1≤j≤q

mı́n

(
λ

(h+ 1)q
,

1

‖x(hq + j)‖

)
.

Estimamos a continuación la suma interior utilizando el lema 5.2 y obtenemos

S � q log q +
∑

0≤h≤y/q

(
λ

(h+ 1)q
+ q log q

)

� q log q +
λ

q

∑
0≤h≤y/q

1

(h+ 1)
+

(
y

q
+ 1

)
q log q

� q log q +
λ

q
log

(
y

q
+ 1

)
+ y log q

�
(
y +

λ

q
+ q

)
log 2qy,

en donde hemos usado la desigualdad siguiente

y

q
+ 1 ≤ y + q ≤ 2 máx(y, q) ≤ 2qy,

que se mantiene tomando logaritmos en ambos miembros.

Usando los lemas anteriores, podemos ahora demostrar rápidamente las dos siguientes
acotaciones
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Lema 5.5. Sea x ∈ R verificando∣∣∣∣x− a

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
(a, q) = 1 q ≥ 1.

Para cualesquiera números 1 ≤ y, z ∈ R, 0 < λ(i) ∈ R tenemos

∑
|i|≤y

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

1≤j≤z
j≤λ(i)

e (xij)

∣∣∣∣∣∣∣∣�
(
y + z +

yz

q
+ q

)
log 2q,(5.6)

∑
1≤i≤y

∣∣∣∣∣∣
∑
ij≤λ

e (xij)

∣∣∣∣∣∣�
(
y +

λ

q
+ q

)
log 2qy.(5.7)

Demostración. Por el lema 4.2 (v. página 45) tenemos∣∣∣∣∣∣
∑

1≤j≤U
e (xj)

∣∣∣∣∣∣ ≤ mı́n

(
U,

1

2 ‖x‖

)
.

Por consiguiente para cualesquiera números λ(i) se tiene

(5.8)
∑
|i|≤y

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

1≤j≤z
j≤λ(i)

e (xij)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
|i|≤y

mı́n

(
z , λ(i) ,

1

2 ‖xi‖

)
.

De aqúı hasta (5.6) hay un sencillo paso porque, usando el lema 5.3,∑
|i|≤y

mı́n

(
z,

1

2 ‖xi‖

)
�
(
y + z +

yz

q
+ q

)
log 2q.

Tomamos ahora λ(i) = λ/i y por el lema 5.4∑
1≤i≤y

mı́n

(
λ

i
,

1

2 ‖xi‖

)
�
(
y +

λ

q
+ q

)
log 2qy,

y esto —combinado con (5.8)— demuestra (5.7).

Otro ingrediente básico que usaremos en prueba de la proposición 5.1 son ciertas
formas bilineales.

Lema 5.6. Sea x ∈ R verificando∣∣∣∣x− a

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
(a, q) = 1 q ≥ 1.
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Para cualesquiera números complejos αi, βj tales que |αi| ≤ 1, |βj | ≤ 1 y cualquier
número real λ ≥ 1 tenemos

(5.9)
∑∑
ij≤λ

i>I, j>J

αi βj e (xij)�
(
λ

I
+
λ

J
+
λ

q
+ q

)1/2

λ1/2(log λ)2.

Demostración. Cuando q ≥ λ el lema es trivial porque∑∑
ij≤λ

1 =
∑

1≤i≤λ

∑
1≤j≤λ/i

1� λ log λ.

Estudiamos a continuación el caso q < λ.

Cuando ij ≤ λ o bien i ≤
√
λ o bien j ≤

√
λ. Pongamos

B :=
∑∑
ij≤λ

i>I, j>J

αi βj e (xij) =
∑∑
i≤
√
λ

ij≤λ
i>I, j>J

· · · +
∑∑
j≤
√
λ

ij≤λ
i>I, j>J

· · · −
∑∑
i,j≤
√
λ

ij≤λ
i>I, j>J

· · · .

Analizamos la primera de estas tres sumas:

B1 :=
∑∑
i≤
√
λ

ij≤λ
i>I, j>J

αi βj e (xij) .

Digamos que
√
λ es de la forma 2nI (siempre se puede suponer completando con coefi-

cientes αi = βj = 0). Entonces

(I,
√
λ] = (I, 2I] ∪ (2I, 4I] ∪ . . . ∪ (2n−1I, 2nI],

y tomando, de entre todos estos, al intervalo (H, 2H] que aporte la mayor contribución
a B1 tenemos

B1 � (log λ) |B(λ,H)| ,

con

B(λ,H) :=
∑

H<i≤2H

αi
∑
ij≤λ

βj e (xij) .

Si denotamos

ωi =
∑
j≤λ/i

βj e (xij) ,
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y usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

B(λ,H)2 ≤
∑

H<i≤2H

|αi|2 ·
∑

H<i≤2H

|ωi|2

≤ 2H ·
∑

H<i≤2H

∑∑
1≤j1≤j2≤λ/i

βj2 βj1 e (x(j2 − j1)i)

≤ 2H
∑∑

1≤j1≤j2≤λ/H

βj2 βj1
∑

H<i≤2H
j2−j1≤λ/i

e (x(j2 − j1)i)

� 2H
∑

1≤j1≤λ/H

 ∑
H<i≤2H

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

1≤j2−j1≤λ/H
j2−j1≤λ/i

e (x(j2 − j1)i)

∣∣∣∣∣∣∣∣
 .

Usando ahora (5.6) avanzamos hasta

B(λ,H)2 � H
λ

H

(
λ

H
+H +

λ

q
+ q

)
log q

� λ

(
λ

I
+
λ

q
+ q

)
log λ,

donde en este último paso hemos usado que q < λ y también que

λ

H
+H � λ

H
� λ

I
,

porque I < H ≤
√
λ. Por consiguiente

B1 � (log λ) |B(λ,H)| �
(
λ

I
+
λ

q
+ q

)1/2

λ1/2 (log λ)2.

Cambiando i, I por j, J obtenemos análogamente

B2 :=
∑∑
j≤
√
λ

ij≤λ
i>I, j>J

αi βj e (xij)�
(
λ

J
+
λ

q
+ q

)1/2

λ1/2 (log λ)2,

y para la tercera suma B3 se obtiene lo mismo. Finalmente observamos que, para cual-
quier A, se tiene (

λ

I
+A

)1/2

+

(
λ

J
+A

)1/2

�
(
λ

I
+
λ

J
+A

)1/2

,

y la demostración se completa como sigue

B � B1 + B2 + B3 �
(
λ

I
+
λ

J
+
λ

q
+ q

)1/2

λ1/2 (log λ)2.
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5.2. Arcos menores honrando su apellido

Acotación de FN en los arcos menores

Vinogradov demostró en 1934 que cuando |x− a/q| ≤ 1/q2 con (a, q) = 1 entonces
se tiene ∑

p≤N
e (px)� q1/2N1/2 + q−1/2N +Ne−

1
2

√
logN ,

(v. [Vi, pág. 131]). Nosotros continuamos parafraseando a [I-K, §13.4, §13.5] hasta con-
seguir prácticamente la misma cota para la función

∑
n≤N Λ(n)e (nx) (v. proposición

5.1). Después aprovechamos que sabemos acotar la diferencia entre esta última función
y FN (x) :=

∑
p≤N log p e (px), como hicimos en (4.9).

La identidad de Vaughan

Figura 5.2: R.V. Vaughan

En 1977 Vaughan consiguió otra importante
simplificación en los instrumentos originales usados
por Vinogradov. Para mostrarla empezamos con la
ecuación

Λ(n) =
∑
b|n

µ(n) log
n

b
,

que se obtiene usando inversión de Möbius (v. lema
3.1) a partir de (3.7).

Aqúı nos quedamos con los términos b ≤ y y transformamos el resto de la suma como
sigue ∑

b|n
b>y

µ(b) log
n

b
=
∑∑
bc|n
b>y

µ(b)Λ(c),

porque por (3.7)
∑

c|n/b Λ(c) = log(n/b). A continuación dejamos como están a los
términos con c > z y transformamos el resto de la suma del modo siguiente∑∑

bc|n
b>y, c≤z

µ(b)Λ(c) =
∑∑
bc|n
c≤z

µ(b)Λ(c)−
∑∑
bc|n

b≤y, c≤z

µ(b)Λ(c).

Aqúı la suma que aparece tras el signo = sobre todos los b dividiendo a n/c se anula a no
ser que c = n (v. 3.3) lo cual no es posible si n > z(≥ c). Sumando todas las expresiones
anteriores obtenemos

Lema 5.7 (Vaughan). Sean y, z ≥ 1, para todo n > z

(5.10) Λ(n) =
∑
b|n
b≤y

µ(b) log
n

b
−
∑∑
bc|n

b≤y, c≤z

µ(b)Λ(c) +
∑∑
bc|n

b>y, c>z

µ(b)Λ(c).
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Llegados a este punto podemos ir ya al grano de esta sección:

Proposición 5.1. Supongamos que x satisface∣∣∣∣x− a

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
con (a, q) = 1.

Entonces para todo N ≥ 2

(5.11)
∑
n≤N

Λ(n)e (nx)�
(
q1/2N1/2 + q−1/2N +N4/5

)
(logN)3 ∀ N ≥ 2

Demostración. Pongamos SN (x) =
∑

n≤N Λ(n)e (nx). Por (5.10) tenemos

SN (x) =
∑∑
li≤N
i≤I

µ(i) (log l) e (xli)

−
∑∑∑

lij≤N
i≤I, j≤J

µ(i) Λ(j) e (xlij)

+
∑∑∑

lij≤N
i≥I, j≥J

µ(i) Λ(j) e (xlij)

+O (J) .

Escogemos I = J = N2/5. En la primera y en la segunda suma se aplica (5.7) para
obtener O

(
(N4/5 +N/q + q)(logN)2

)
.

En la última suma consideramos lj = r como una variable con coeficiente

c(r) =
∑

j|r , j≥J

Λ(j) ≤ log r,

donde la última desigualdad se deduce de (3.7). Entonces utilizando (5.9) obtenemos
O
(
(N3/5 +N/q + q)1/2N1/2 (logN)3

)
. Veamos cómo con algo más de detalle a conti-

nuación. En primer lugar

S3 =
∑∑∑

lij≤N
i≥I, j≥J

µ(i) Λ(j) e (xlij) =
∑∑
ir≤N

i≥I, r≥J

µ(i) e (xir)
∑
j|r
j≥J

Λ(j),

y por tanto poniendo αi = µ(i) y βr = c(r)/(logN)

1

logN
S3 =

∑∑
ir≤N

i≥I, r≥J

αi βr e (xir) ,
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estamos en la hipótesis del lema 5.6, ya que ir ≤ N ⇒ βr ≤ 1. Finalmente aplicando
dicho lema y como I = J = N2/5

S3

logN
�
(
N

I
+
N

J
+
N

q
+ q

)1/2

N1/2(logN)2 � (N3/5 +N/q + q)1/2N1/2(logN)2.

Sumando estas estimaciones conseguimos (5.11).

Corolario 5.1. Para FN (x) :=
∑

p≤N log p e (px) y para cualquier B > 0, sobre los
arcos menores tenemos que

(5.12) FN (x) = O

(
N

(logN)(B/2)−3

)
∀ x ∈ m = [0, 1] \M, B > 0,

donde M es el conjunto de los arcos mayores (v. su definición en la página 39).

Demostración. Sea x ∈ m y pongamos Q = (logN)B. En primer lugar aproximamos x
por un racional irreducible con denominador mayor que Q. Para hacerlo utilizamos el
teorema 5.1 (v. página 53) tomando K = N/Q. Obtenemos aśı una fracción a/q ∈ [0, 1]
con 1 ≤ q ≤ N/Q y (a, q) = 1 tal que∣∣∣∣x− a

q

∣∣∣∣ ≤ Q

qN
≤ mı́n

(
Q

N
,

1

q2

)
.

Si q ≤ Q entonces x estaŕıa en el pequeño gran arco Ma/q, lo que es falso. Por lo tanto
tenemos

logN = Q < q ≤ N

Q
=

N

(logN)B
.

Como además se cumple la hipótesis de la proposición 5.1, aplicando (5.11) obtenemos

FN (x) =
∑
n≤N

Λ(n)e (nx) +O (N)

�
(
q1/2N1/2 + q−1/2N +N4/5

)
(logN)3

�

((
N

(logN)B

)1/2

N1/2 +
N

(logN)B/2
+N4/5

)
(logN)3

� N

(logN)(B/2)−3
,

en donde FN (x) =
∑

n≤N Λ(n)e (nx)+O (N) se comprueba de modo análogo a (4.9).

5.3. Fórmula asintótica para las representaciones con más
de dos primos

Proposición 5.2. Para FN (x) :=
∑

p≤N log p e (px) y para cualquier B > 0 tenemos

(5.13)

∫
m

[FN (x)]k e (−Nx) dx �B,k
Nk−1

(logN)(B/2)−4
∀ k > 2,
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en donde m = [0, 1] \M (con los arcos mayores M definidos como en la página 39).

Demostración. En el lema 4.1 ya estimamos asintóticamente la media de F 2
N∫ 1

0
|FN (x)|2 � N logN,

y usando ahora esta acotación, además de (5.12) y notando que k ≥ 3 tenemos∫
m

[FN (x)]k e (−Nx) dx�

� sup
x∈m
|FN (x)|k−2

∫
m
|FN (x)|2

� Nk−2

(logN)(B/2)−3

∫ 1

0
|FN (x)|2

� Nk−1

(logN)(B/2)−4
.

La demostración anterior solamente funciona cuando k ≥ 3. Hemos tropezado con
un escollo que deja descolgado al caso k = 2. Se trata de un hueso que parece duro
de roer como comentaremos en el caṕıtulo 6.

Sea un entero k > 2 y P := {p : p es primo }. Vamos a culminar todo el trabajo
anterior estimando a continuación la función

R(N ; k,P) :=
∑

p1+···+pk=N

(log p1) · · · (log pk).

Teorema 5.2. Cuando N y k tienen la misma paridad tenemos , para todo A > 0

(5.14) R(N ; k,P) = Sk(N)
Nk−1

(k − 1)!

(
1 +O

(
1

(logN)A

))
k > 2 N ≡ k mód 2

Demostración. Utilizamos ahora la contribución de los arcos mayores (4.15) y la de los
arcos menores (5.13). En definitiva tenemos que

R(N ; k,P) =

∫ 1

0
[FN (x)]k e (−Nx) dx

=

∫
M

[FN (x)]k e (−Nx) dx+

∫
m

[FN (x)]k e (−Nx) dx

= Sk(N)
Nk−1

(k − 1)!
+O

(
Nk−1

(logN)B−1

)
+

+O

(
Nk−1

(logN)(B/2)−4

)
.
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Dado A > 0 tomemos B = 2A+ 8, entonces

R(N ; k,P) = Sk(N)
Nk−1

(k − 1)!
+O

(
Nk−1

(logN)A

)
,

como queŕıamos demostrar.

Teorema 5.3. Sea un entero k > 2 y P := {p : p es primo }. Cuando N y k tienen la
misma paridad tenemos la estimación
(5.15)

r(N ; k,P) = Sk(N)
Nk−1

(k − 1)!(logN)k

(
1 +O

(
log logN

logN

))
k > 2 N ≡ k mód 2,

y en consecuencia se verifica la estimación asintótica

(5.16) r(N ; k,P) ∼ Sk(N)
Nk−1

(k − 1)!(logN)k
∀ N ∈ N, k > 2 N ≡ k mód 2

donde Sk(N) es la serie singular (v. proposición 4.2).

Demostración. Partimos de la estimación para la función

R(N ; k,P) :=
∑

p1+···+pk=N

(log p1) · · · (log pk),

que acabamos de encontrar (v. teorema 5.2):

(5.17) R(N ; k,P) = Sk(N)
Nk−1

(k − 1)!
+O

(
Nk−1

(logN)A

)
∀ A > 0 k > 2.

Sea θ ∈ (1/2, 1), tenemos

R(N ; k,P) ≥
∑

p1+···+pk=N
∀ i pi>Nθ

(log p1) · · · (log pk) ≥ (θ logN)k [r(N ; k,P)− ρk(N, θ)] ,

donde

ρk(N, θ) :=
k∑
i=1

∑
p1+···+pk=N
∃ i pi≤Nθ

1 = k
∑

p1+···+pk=N
p1≤Nθ

1 =
∑
p1≤Nθ

∑
p2+···+pk=N−p1

1

≤
∑
p1≤Nθ

∑
p3+···+pk=N−p1

1 ≤

 ∑
p1≤Nθ

1

 ∑
p3+···+pk<N

1

 ≤ π(N θ)[π(N)]k−2.

Entonces por (3.9)

ρk(N, θ)�
N θ

logN

(
N

logN

)k−2

,
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de modo que

r(N ; k,P)(logN)k ≤ θ−k R(N ; k,P) +O
(
Nk−2+θ logN

)
;

como también R(N ; k,P) ≤ r(N ; k,P)(logN)k y además θ−k − 1 > θ − 1 se obtiene

0 ≤ r(N ; k,P)(logN)k −R(N ; k,P) = O
(

(1− θ)R(N ; k,P) +Nk−1N θ−1 logN
)
.

Escogiendo θ tal que N θ−1 logN = 1

0 ≤ r(N ; k,P)(logN)k −R(N ; k,P) =

=O

(
log logN

logN
R(N ; k,P) +Nk−1

)
= O

(
log logN

logN
Nk−1

)
,

donde en el último paso hemos usado la estimación (5.17) con A = 1 que utilizamos de
nuevo, tras despejar en lo anterior, para concluir que

r(N ; k,P) =
R(N ; k,P)

(logN)k
+O

(
Nk−1 log logN

(logN)k+1

)
=

= Sk(N)
Nk−1

(k − 1)!(logN)k

(
1 +O

(
log logN

logN

))
,

lo que completa la demostración.

5.3.1. El Teorema de Vinogradov

Al comienzo del caṕıtulo X del libro [Vi] se advierte de la notación r = logN . Unas
páginas después Vinogradov enuncia los dos siguientes resultados:

Teorema 5.4. El número I(N) de representaciones de un entero positivo impar N como
p1 + p2 + p3 puede ser expresado por la fórmula

I(N) =
N2

2r3
S(N) +O

(
N2

r
7
2
−ε

)
,

donde ε > 0 y

S(N) =
∏
p

(
1 +

1

(p− 1)3

)∏
p|N

(
1− 1

p3 − 3p+ 3

)
,

el primer producto extendido a todos los primos. Además el producto S(N) satisface

S(N) >
6

π2

para todo N .

Corolario 5.2 (Teorema de Goldbach).
Existe un número c0 tal que todo entero im-
par N ≥ c0 se puede representar como la
suma de tres primos.
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Figura 5.3: I.M.Vinogradov

El Teorema de Vinogradov con corolario que
acabamos de enunciar es un caso particular del teo-
rema 5.3.

Recogemos aqúı literalmente el argumento de
Vinogradov acerca de la cota inferior de la serie
singular:

“Partiendo de

S(N) =
∏
p-N

(
1 +

1

(p− 1)3

)∏
p|N

(
1− 1

(p− 1)2

)
,

que es equivalente a la fórmula enunciada ya que

1− (p− 1)−2

1 + (p− 1)−3
= 1− 1

p3 − 3p+ 3
,

tenemos que

S(N) >
∏
p|N

(
1− 1

(p− 1)2

)

>
∏
p

(
1− 1

p2

)
=

6

π2
,

puesto que N es impar y en consecuencia en el primer producto tenemos p − 1 ≥ p1

donde p1 es el primo más grande menor que p.”(ref. [Vi, pág. 174])

Sobre el número c0 que aparece en el corolario antedicho, en [The-P-C-to-Maths,
§V.27, pág. 715] se puede leer “¿Cuán grande es ((suficientemente grande))? Bueno, hasta
hace poco necesitabas que tu número tuviese alrededor de 7 000 000 d́ıgitos, pero en 2002
esto se redujo a 1 500 d́ıgitos”.

5.4. Casi todo par es la suma de dos primos

Definimos el número de excepciones E(x) como el cardinal del conjunto excepcional,
formado por todos los números pares menores o iguales que x que no son suma de
ninguna pareja de números primos:

E(x) := #{n par ≤ N | r(n; 2,P) = 0}.

La conjetura de Goldbach se puede reformular como la afirmación E(x) = 1 para todo
x ≥ 2. En esta sección mostramos que E(x) = o(x), parafraseando a [Va, §3.2].

Para aligerar algo la escritura ponemos

IA(N,n) :=

∫
A

[FN (x)]2e (−nx) dx n ≤ N enteros positivos.
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donde FN (x) :=
∑

p≤N log p e (px) , y con esta notación recordamos una vez más que

(5.18) R(n; 2,P) = IM(N,n) + Im(N,n) n ≤ N.

(v. lema 2.1). Los śımbolos R(n; 2,P),M,m,S2, corresponden con los conceptos que
hemos venido usando en varias ocasiones anteriormente en este trabajo. (para localizar
sus definiciones v. tabla en la página xiii)

Lema 5.8. Sea A > 0 una constante positiva cualquiera y N cualquier entero positivo.
Véase la definición de los arcos mayores para las representaciones con sumas de primos
M (v. página 39). Entonces en los arcos menores m = [0, 1] \M tenemos

(5.19)

N∑
n=1

|Im(N,n)|2 = O

(
N3

(logN)A

)
∀ A > 0,

donde

Im(N,n) :=

∫
m

[FN (x)]2e (−nx) dx.

Demostración. Im(N,n) es el n-ésimo coeficiente de Fourier de la función 1m · [FN (x)]2,
donde 1m es la función caracteŕıstica del conjunto de los arcos menores. Por la identidad
de Parseval

N∑
n=1

|Im(N,n)|2 ≤
n=+∞∑
n=−∞

|Im(N,n)|2 =

∫ 1

0

∣∣1m · [FN (x)]2
∣∣2 dx =

∫
m
|FN (x)|4 dx.

Como en la demostración de la proposición 5.2, para cualquier B > 0 con la definición
de arcos menores dada por Q = (logN)B se cumple que (por el lema 4.1 y el corolario
5.1):

N∑
n=1

|Im(N,n)|2 ≤ sup
x∈m
|FN (x)|2

∫
m
|FN (x)|2

� N2

(logN)(B/2)−3

∫ 1

0
|FN (x)|2

� N3

(logN)(B/2)−4
.

Para terminar tomamos B ≥ 2A+ 8.

Lema 5.9. Sea A > 0 una constante positiva cualquiera y N cualquier entero positivo.
Véanse las definiciones de los arcos mayores para las representaciones con sumas de
primosM (v. página 39) y de la serie singular S2 (v. página 47). Se cumple lo siguiente

(5.20)

N∑
n=1

|IM(N,n)− n S2(n)|2 = O

(
N3

(logN)A

)
∀ A > 0,

donde

IM(N,n) :=

∫
M

[FN (x)]2e (−nx) dx.
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Demostración. Para el B > 0 que define a los arcos mayoresM, haciendo ajustes trivia-
les a la demostración de la proposición 4.3 se obtiene la siguiente estimación —similar a
(4.15)—

(5.21) IM(N,n) = nS2(n, logN) +O
(
N(logN)1−B) ∀ 1 ≤ n ≤ N B > 0.

donde

S2(n, x) :=
∑
q≤x

µ2(q) cq(−n)

φ2(q)
y S2(n) := S2(n,∞).

Pongamos Q := (logN)B. En primer lugar

S2(n,Q)−S2(n) =
∑
d

∑
q′>Q

(q′,n)=d

[
µ(q′)

φ(q′)

]2

c′q(−n)

=
∑
d

∑
qd>Q

(q,n)=1

[
µ(qd)

φ(qd)

]2

cqd(−n) poniendo q′ = qd

=
∑
d

∑
q>Q/d
(q,n)=1

[
µ(qd)

φ(qd)

]2

µ(q)
φ(qd)

φ(q)
por (3.8)

=
∑
d|n

µ(d)2

φ(d)

∑
q>Q/d
(q,n)=1

µ(q)

φ(q)2
por el lema 3.3

�
∑
d|n

µ(d)2

φ(d)
·mı́n

(
d

Q
, 1

)
,

en donde hemos usado que µ(q)3 = µ(q) y, en el último paso, que

∑
q>x

1

φ(q)2
� 1

x
,

(v. la demostración del lema 4.5 en la página 48). En segundo lugar, dando un paso más
en la serie anterior de acotaciones y recordando el comportamiento asintótico la función
de φ (en concreto φ(d)� d/ log d que se deduce de (3.6)):

S2(n,Q)−S2(n)�
∑
d|n

µ(d)2

φ(d)
�
∑
d≤n

log d

d
≤ log n

∑
d≤n

1

d
� (log n)2.
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Juntando las dos acotaciones anteriores tenemos

N∑
n=1

|S2(n,Q)−S2(n)|2 �
N∑
n=1

(log n)2 |S2(n,Q)−S2(n)|

≤ (logN)2
N∑
n=1

∣∣∣∣∣∣
∑
q>Q

[
µ(q)

φ(q)

]2

cq(−n)

∣∣∣∣∣∣
� (logN)2

∑
n≤N

∑
d|n

µ(d)2

φ(d)
·mı́n

(
d

Q
, 1

)

� (logN)2N

Q

∑
n≤N

∑
d|n

µ(d)2

φ(d)

� (logN)2N

Q

∑
d≤N

1

φ(d)

� (logN)3N

Q
.

Con esto y usando (5.21), además de Q = logN , comprobamos que

N∑
n=1

|IM(N,n)− n S2(n)|2 =

N∑
n=1

∣∣n [S2(n, logN)−S2(n)] +O
(
N(logN)1−B)∣∣2

=

N∑
n=1

|n [S2(n, logN)−S2(n)]|2 +

N∑
n=1

O
(
N(logN)1−B)2 +

+

N∑
n=1

2 |n [S2(n, logN)−S2(n)]| ·O
(
N(logN)1−B)

� N2(logN)3 N

(logN)B
+N

N2

(logN)2(B−1)
+N(logN)2 N

(logN)1−B

= O

(
N3

(logN)B−3

)
,

y escogiendo B ≥ A+ 3 se completa la demostración.

Lema 5.10. Sea A > 0 una constante positiva cualquiera y N cualquier entero positivo.
Véanse las definiciones de R(n; 2,P) (v. página 36) y de S2(n) (v. página 47). Tenemos

∑
n≤N/2

|R(2n; 2,P)− 2n S2(2n)|2 = O

(
N3

(logN)A

)
∀ A > 0.
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Demostración. Combinamos las fórmulas (5.18), (5.19) y (5.20):

∑
n≤N/2

|R(2n; 2,P)− 2n S2(2n)|2 ≤
N∑
n=1

|IM(n)− n S2(n)|2 +

N∑
n=1

|Im(n)|2

� N3

(logN)A
.

Ahora ya podemos demostrar el

Teorema 5.5 (Chudakov, van der Corput, Estermann). Si

E(N) := #{2n ≤ N | r(2n; 2,P) = 0},

entonces para todo A > 0

E(N) = O

(
N

(logN)A

)
∀ A > 0.

Demostración. Para cada excepción 2n tenemos que R(2n; 2,P) = 0 y por tanto

1

(2n)2
|R(2n; 2,P)− 2n S2(2n)|2 = S2(2n)2 � 1,

por el corolario 4.2. En consecuencia

E(N)�
∑

n≤N/2

|R(2n; 2,P)− 2n S2(2n)|2 1

(2n)2
.

Para concluir la prueba se hace sumación por partes (usando el lema 3.5 con f(x) =
|R(x; 2,P)− x S2(x)|2 y g(x) = 1/x2) y después se echa mano del resultado del lema
5.10.

Corolario 5.3. Si E(x) := #{2n ≤ x | r(2n; 2,P) = 0} entonces E(x) = o(x), es decir

ĺım
x→∞

E(x)

x
= 0.

Es corolario dice que la densidad del conjunto excepcional tiende a cero, y en este
sentido casi todo número par se puede representar como suma de dos primos:

En 1976 Montgomery y Vaughan mejoraron el teorema 5.5 obteniendo el siguiente
resultado

Teorema 5.6 (Montgomery y Vaughan). Sea E(N) := #{n par ≤ N | r(n; 2,P) = 0}.
Existe c > 1 tal que

∃ c > 1 E(x) = O
(
x1−c)
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Caṕıtulo 6

Por qué la conjetura de Goldbach
es dif́ıcil

Fijado un primo p, los valores de e (px) resuenan en las frecuencias x = a/q racionales
(v. final del caṕıtulo 2). Imaginemos que, por el contrario, cuando x se mueve entre los
irracionales, las oscilaciones de {e (px) | x ∈ [0, 1] \ Q} son significativamente imprevi-
sibles y que asumimos —con heuŕıstico atrevimiento— modelar la pseudo-aleatoriedad
de dichos números usando una misma distribución de probabilidad tanto para su parte
real como para su parte imaginaria.

Llamemos Xp,Yp a las funciones definidas sobre los arcos menores m como sigue

Xp(x) := Re (e (px)) Yp(x) := Im (e (px)) .

Supongamos también que las π(N) variables aleatorias Xp, p ≤ N son independientes
entre śı e igualmente distribuidas con esperanza µ = 0 y varianza 0 < σ2 ≤ 1, puesto
que e (px) tiene siempre valor absoluto 1. Con estas hipótesis el Teorema Central del
Ĺımite nos indicaŕıa que

(6.1) XN :=

∑
p≤N Xp − π(N)µ√

π(N)σ2

d.−→
N→∞

Normal(0, 1) ;

es decir: la variable aleatoria XN tendŕıa aproximadamente la misma distribución de
probabilidad que la normal estándar, para N suficientemente grande. Llamemos Φ a la
función de distribución de la normal estándar. Fijado 0 < ε < 1 denotemos por xε ∈ R
al valor que satisface

Φ(xε) = P(Normal(0, 1) ≤ xε) = 1− ε,

y recordemos que cuando xε ≥ 2 crece el valor de ε se acerca rápidamente a 0.
De (6.1) se deduciŕıa que, asintóticamente,

P


∣∣∣∑p≤N Xp

∣∣∣√
π(N)

≥ xεσ

 ∼ 2(1− Φ(xε)) = 2ε.

75
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Este argumento heuŕıstico empuja a conjeturar que, para la mayoŕıa de valores de x
sobre los arcos menores, es de esperar que∑

p≤N
Xp(x)�

√
π(N).

Por un razonamiento análogo también
∑

p≤N Yp(x) �
√
π(N) en dichos valores de x.

Puesto que

fN (x) :=
∑
p≤N

e (px) =
∑
p≤N

Xp(x) +
∑
p≤N

Yp(x),

podŕıamos concluir que

(6.2) fN (x)�
√
π(N) ∼

√
N

logN
para “la mayoŕıa de” x ∈ m.

Otra indicación de que probablemente esta sea una cota dif́ıcil de mejorar proviene
del hecho de que la medida de Lebesgue del conjunto de los arcos menores se acerca
asintóticamente a la medida de Lebesgue de todo el intervalo [0,1]. Para N suficiente-
mente grande podemos esperar que∫

m
fN (u)2 du ≈

∫ 1

0
fN (u)2 du =

∑
p≤N

12 = π(N).

La estimación (6.2) resultaŕıa consistente con lo que en ciertas fuentes se denomina la
filosof́ıa de la cancelación de la ráız cuadrada. 1

Asumiendo (6.2) y sumando por partes tendŕıamos

(6.3) FN (x) :=
∑
p≤N

log p e (px)�
√
N logN para “la mayoŕıa de” x ∈ m,

como una cota que parece arduo poder rebajar. Ya hemos encontrado otros indicios de
(6.3) en el lema 4.1 y en la gráfica que se muestra en la página 39.

Estas reflexiones apuntan a la dificultad de resolver la conjetura de Goldbach por
medio del método del ćırculo. Otra obstrucción que nos apercibió de esta dificultad fue
el hecho de que S3(2n) = 0 (v. comentario tras el corolario 4.2 en la página 49).

Mientras no se pueda rebajar (6.3), las herramientas que nos han servido para resolver
el caso k ≥ 3 son inútiles para k = 2. Al tratar de emular la demostración del teorema
5.2 tendŕıamos

(6.4) R(N ; 2,P) = S2(N) N + Err1(N) + Err2(N),

1Se habla de esta filosof́ıa varias veces en el en el libro [M-TB]. También en relación con esto podemos
recomendar http://blogs.ethz.ch/kowalski/2008/07/07/is-there-a-combinatorial-square-root-cancellation-philosophy/

http://blogs.ethz.ch/kowalski/2008/07/07/is-there-a-combinatorial-square-root-cancellation-philosophy/
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en donde el candidato a término de error proveniente de los arcos menores estaŕıa aco-
tado, por (6.3), como sigue:

Err2(N) =

∫
m

[FN (x)]2 e (−Nx) dx�

�
∫
m
N logN dx

≤ N logN.

Lamentablemente con esta cota el candidato a término principal S2(N)N no prevalece
asintóticamente sobre Err2(N)

Err2(N)

S2(N)N
� logN

S2(N)

y la presunta estimación (6.4) resulta inútil: no se puede garantizar que, para N grande,
se tenga R(N ; 2,P) > 0. Lo único que falla es una potencia de logaritmo: se necesitaŕıa
rebajar (6.3) hasta algo como

∃ δ > 0
∑
p≤N

log p e (px)�
√
N (logN)−δ para “la mayoŕıa de” x ∈ m,

lo que implicaŕıa que Err2(N) = o (S2(N)N). Pero poder conseguir esta mejora parece
muy poco probable. En definitiva lo que necesitamos es acotar∣∣∣∣∫

m
FN (x)2 e (−Nx) dx

∣∣∣∣ .
“Sin embargo, demostrar que hay cancelación en la integral anterior es muy dif́ıcil.

Es mucho más fácil trabajar con valores absolutos. El que no podamos probar que la
contribución de los arcos menores es pequeña no significa que el método del ćırculo no
es útil o que no sea capaz un d́ıa de probar la Conjetura de Goldbach. Las simulaciones
numéricas confirman, para muchos problemas, que los arcos menores no contribuyen
para muchos N . ”[M-TB, pág. 325]
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La Gaceta de la RSME Volumen 9, Número 1 (2006)
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La autoŕıa/procedencia de las figuras es: fig. 1.1 y 5.2 imágenes descargadas desde Wikipedia,
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