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Anillo de enteros de un cuerpo de nimeros
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Anillo de enteros de un cuerpo de nimeros

Definicion
Un cuerpo de nimeros K es una extensién finita K/Q.
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Anillo de enteros de un cuerpo de nimeros

Definicion
Un cuerpo de nimeros K es una extensién finita K/Q.

Anillo de enteros algebraicos:

Z ={a € C: f(a) =0 para alglin f € Z[x] ménico} .

Definicidon

El anillo de enteros de K es
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Anillo de enteros de un cuerpo de nimeros

Definicidon

Un cuerpo de nimeros K es una extensién finita K/Q.

Anillo de enteros algebraicos:

Z ={a € C: f(a) =0 para alglin f € Z[x] ménico} .

Definicidon
El anillo de enteros de K es

Ok =KnNZ.

iCual es la estructura de O}?
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Teorema de las Unidades de Dirichlet

(K : Q] =n=mr +2ry:
@ r; = # inmersiones K — R.

@ 7o = # pares de inmersiones conjugadas K — C.

Teorema (Unidades de Dirichlet)

K cuerpo de nimeros:
O EWg XZ", r=ri+ry—1,

con Wy el grupo de raices de la unidad contenidas K .
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Unidades de Dirichlet: idea de la demostracion

Consideramos el hiperplano

ri+r2
H' = qv=(v1,...,0p4r,) € R Z vi=0p.
=1

Existe un homomorfismo
.05 — H"

que cumple:
o ker# = Wg.

e Im[# es un reticulo de H".
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Ejemplo: cuerpos cuadraticos

K4 = Q(+/d), d libre de cuadrados.
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Ejemplo: cuerpos cuadraticos

K4 = Q(+/d), d libre de cuadrados.
id:\/ai—>\/c_i, o:Vd— —Vd

Radl Segurado Herrera Cuerpos de niimeros y el teorema de las S-unidades



Ejemplo: cuerpos cuadraticos

K4 = Q(+/d), d libre de cuadrados.
id:\/ai—>\/c_i, o:Vd— —Vd

0 S5id<0:r=0ry=1y Ok, = Wkg,.
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Ejemplo: cuerpos cuadraticos

K4 = Q(+/d), d libre de cuadrados.
id:\/ai—>\/c_i, o:Vd— —Vd

0 S5id<0:r=0ry=1y Ok, = Wkg,.

0Sid>OZT1:2,T220yO*diKdXZ.
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Ejemplo: cuerpos cuadraticos

K4 = Q(+/d), d libre de cuadrados.
id:\/ai—>\/c_i, o:Vd— —Vd

0 S5id<0:r=0ry=1y Ok, = Wkg,.
0Sid>OZT1:2,T220yO*diKdXZ.

De hecho, si Ok, = Z[v/d], entonces las unidades vienen
de la ecuacion de Pell:

a® — db? = +1.
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Ejemplo: cuerpos cuadraticos

K4 = Q(+/d), d libre de cuadrados.
id:\/ai—>\/c_i, o:Vd— —Vd

0 S5id<0:r=0ry=1y Ok, = Wkg,.
0Sid>OZT1:2,T220yO*diKdXZ.

De hecho, si Ok, = Z[v/d], entonces las unidades vienen
de la ecuacion de Pell:

a® —db* = £1.
iSiempre que d # 1 (4)!
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S-enteros y S-unidades en QQ

S ={p1,p2,...,pr} coleccidn finita de primos.
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S-enteros y S-unidades en QQ

S ={p1,p2,...,pr} coleccidn finita de primos.

Definicién
Sea a/b € Q fraccidn irreducible:

@ a/b es S-entero si b factoriza con los primos de S.

@ a/b es S-unidad si a,b factorizan con los primos de S.

El anillo de S-enteros y el grupo de S-unidades son

Os =Z[(pip2--.p)"'], Oy = {£p'p3*... 0" 1 a; € Z}.
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S-enteros y S-unidades en QQ

S ={p1,p2,...,pr} coleccidn finita de primos.

Definicién
Sea a/b € Q fraccidn irreducible:
@ a/b es S-entero si b factoriza con los primos de S.

@ a/b es S-unidad si a,b factorizan con los primos de S.

El anillo de S-enteros y el grupo de S-unidades son
Os =Z[(pip2--.p)"'], Oy = {£p'p3*... 0" 1 a; € Z}.

i Coémo generalizamos esta idea en cuerpos de nimeros?
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S-enteros y S-unidades en K

Problema: no tenemos factorizacién unica en Og-.
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S-enteros y S-unidades en K

Problema: no tenemos factorizacién unica en Og-.

Idea: utilizar la factorizacion unica en ideales primos.
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S-enteros y S-unidades en K

Problema: no tenemos factorizacién unica en Og-.

Idea: utilizar la factorizacion unica en ideales primos.

Tomamos S = {pl,pQ, ., Py 1 p; € Spec(Ok) no nulos}.
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S-enteros y S-unidades en K

Problema: no tenemos factorizacién unica en Og-.
Idea: utilizar la factorizacion unica en ideales primos.

Tomamos S = {pl,pg, ., Py 1 p; € Spec(Ok) no nqus}.
Definicién
Sea o € K, escribimos ov = x/y para x,y € O (de hecho,
podemos suponer y € Z7):
@ «a es S-entero si, en la factorizacién de (o) = (z)(y) ™",
las potencias negativas son de ideales primos de S.

@ « es S-unidad si, en la factorizacién de (o) = (z)(y) !,
todas las potencias son de ideales primos de S.
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Teorema de las S-unidades
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Teorema de las S-unidades

Teorema (S-unidades)

La ecuacion x + y = 1 tiene un ndmero finito de soluciones
conz,y € OF.
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Teorema de las S-unidades

Teorema (S-unidades)

La ecuacion x + y = 1 tiene un ndmero finito de soluciones
conz,y € OF.

Algunas observaciones:

e Vilido para todo cuerpo de nimeros K, y todo conjunto
finito de ideales primos S.

@ La prueba que veremos es no efectiva, no obtendremos
una cota para el niimero de soluciones, solo su finitud.
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Una aplicacion a las ecuaciones diofanticas

Teorema

Sea P € Z|x,y|] homogéneo con algtin factor irreducible de
grado > 3, entonces para ¢ € Z\{0} la ecuacion P(z,y) = ¢
tiene un numero finito de soluciones enteras.
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Una aplicacion a las ecuaciones diofanticas

Teorema

Sea P € Z|x,y] homogéneo con algiin factor irreducible de
grado > 3, entonces para ¢ € Z\{0} la ecuacion P(z,y) = ¢
tiene un numero finito de soluciones enteras.

Para n,d,c € Z*, sea P(x,y) = 2" — dy".
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Una aplicacion a las ecuaciones diofanticas

Teorema

Sea P € Z|x,y] homogéneo con algiin factor irreducible de
grado > 3, entonces para ¢ € Z\{0} la ecuacion P(z,y) = ¢
tiene un numero finito de soluciones enteras.

Para n,d,c € Z*, sea P(x,y) = 2" — dy".

@ Sin > 3, la ecuacion
" —dy" =c

tiene un ndmero finito de soluciones enteras.
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Una aplicacion a las ecuaciones diofanticas

Teorema

Sea P € Z|x,y] homogéneo con algiin factor irreducible de
grado > 3, entonces para ¢ € Z\{0} la ecuacion P(z,y) = ¢
tiene un numero finito de soluciones enteras.

Para n,d,c € Z*, sea P(x,y) = 2" — dy".

@ Sin > 3, la ecuacion
" —dy" =c

tiene un ndmero finito de soluciones enteras.

e Si n =1, hay infinitas soluciones.
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Una aplicacion a las ecuaciones diofanticas

Teorema

Sea P € Z|x,y] homogéneo con algiin factor irreducible de
grado > 3, entonces para ¢ € Z\{0} la ecuacion P(z,y) = ¢
tiene un numero finito de soluciones enteras.

Para n,d,c € Z*, sea P(x,y) = 2" — dy".

@ Sin > 3, la ecuacion
" —dy" =c

tiene un ndmero finito de soluciones enteras.
e Si n =1, hay infinitas soluciones.

@ Sin =2y d no es un cuadrado, recuperamos (mas o
menos) la ecuacién de Pell, jcon infinitas soluciones!
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S-unidades: idea de la demostracidn (1)
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S-unidades: idea de la demostracidn (1)

Concepto clave: alturas.
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S-unidades: idea de la demostracidn (1)

Concepto clave: alturas.

Consideramos el grupo I' = O% x OF y el isomorfismo
o : /T = 77,
esto nos permite definir una norma en Z":

7] := h(e™" (7))
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S-unidades: idea de la demostracidn (1)

Concepto clave: alturas.

Consideramos el grupo I' = O% x OF y el isomorfismo
o : /T = 77,

esto nos permite definir una norma en Z":

Idea: pasar las soluciones por ¢, acotar sus normas y aplicar:

Teorema (Northcott)

Para M € R*, el conjunto {7i € Z" : ||7i|| < M} es finito.
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S-unidades: idea de la demostracidn (2)

Necesitamos un resultado de acotacion:
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S-unidades: idea de la demostracidn (2)

Necesitamos un resultado de acotacion:

Teorema (Resultado fundamental)

Si i, v € Z" son vectores correspondientes a soluciones de la

ecuacion del teorema de las S-unidades, existe una constante
co tal que

1
ull < =
el < 400 n—1

||t — 2ni]|, para todon € Z~;.
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S-unidades: idea de la demostracidn (2)

Necesitamos un resultado de acotacion:

Teorema (Resultado fundamental)

Si i, v € Z" son vectores correspondientes a soluciones de la
ecuacion del teorema de las S-unidades, existe una constante
co tal que

1

1
Il < Jeo+ —

||t — 2ni]|, para todon € Z~;.

Consecuencia: pocos vectores solucion en direcciones
parecidas.
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S-unidades: idea de la demostracidn (2)

Necesitamos un resultado de acotacion:

Teorema (Resultado fundamental)

Si i, v € Z" son vectores correspondientes a soluciones de la
ecuacion del teorema de las S-unidades, existe una constante
co tal que

1
lall < Feo+

1 p— ||t — 2ni]|, para todon € Z~;.

Consecuencia: pocos vectores solucion en direcciones
parecidas.

Concluimos fijando una cantidad suficientemente grande de
direcciones; separamos el espacio en conos.
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