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Primeras regiones libres de ceros

Funcién zeta de Riemann:

Teorema de de la Vallée-Poussin (1899): Existe una constante
efectiva ¢ > 0 tal que {(s) no tiene ceros en la regidn:

c
>1-— .
7= log(|t] +2)

Las funciones L de Dirichlet:

Teorema: Existe una constante positiva y absoluta, C, con la siguiente
propiedad. Si x es un cardcter complejo médulo g, entonces L(s, x) no
tiene ceros en la region definida por:

C

721 oe(a( 1 2)

Por otro lado, si x es real no principal, el dnico cero posible de L(s,x) en
esta region es un cero real y simple.
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Los ndmeros N(T)y N(T,x)

Funcién zeta de Riemann:

Llamamos N(T) al nimero de ceros, contados de acuerdo a su

multiplicidad, de ((s) en el recténgulo 0 <o <1, 0<t< T, T > 2. De
esta manera, se tiene que:

T T T
log — — =— + O(log T).

N(T) = —
(7) 27 2r 27

Funciones L de Dirichlet

Sea x un caracter primitivo médulo g y N(T, x) que denota el nimero de

ceros de L(s,x) en el rectingulo 0 < o <1, [t| < T, T > 2. Entonces, se
tiene que:

1 T gl T
SN(T.x) = 5 log o — — o~ log(qT
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Las férmulas explicitas truncadas para ¥(x) y ¥(x, x)

Sean (x) = >, A(n) y ¥(x, x) = >_,<, x(n)A(n), se verifica que:

Férmula truncada para ¥(x):

Sea p = 8+ iv, que denota los ceros no triviales de ((s), entonces,
uniformemente en x, T > 2, tenemos que:

hx)=x— Y x4 O(xTY(log(xT))?) + O(log x).

VST

Férmula truncada para v(x, x):

Sea x un cardcter de Dirichlet médulo g, tenemos la siguiente férmula
truncada para 2 < T < x:

vx)=— Y = <4 Z + O(xT ' log®(gx)).

[vIST |”/|<1
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Consecuencias de las regiones libres de ceros

Teorema de los niimeros primos |

|

Gracias a la regién libre de ceros de de la Vallée-Poussin para ((s) y la
férmula explicita truncada para 1(x) deducimos que
P(x) = x + O(xe=€V°ex) de lo que sigue que:

Nl

m(x) = Li(x) + O(x exp(—C’(log x)?)).

Teorema de los nimeros primos en progresiones aritméticas:
Sea (a,9) =1y ¢¥(x;9,3)=>. n<x A(n). Entonces:

n=a (mod q)
X Xl(a)xﬂ1 1
'(/)(X q7a) (q) (q)ﬁl + O(xexp(—C(Iogx) ))

donde 1 denota el tnico caracter médulo g, si existe, para el cual
L(s,x1) tiene un cero real f; > 1 — -*-. En caso de que dicho carécter
X1 ho exista, el término relativo a f; gebe ser omitido.
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Los teoremas de Siegel y Siegel-Walfisz

Teorema de Siegel (1935):

Para cada € > 0, existe un niimero positivo C(¢) tal que, si x es un
caracter real no principal de médulo g, entonces se verifica que L(s, x) # 0
para:

s>1-C(e)g".

Desventaja: La constante C(g) no es efectiva.

Teorema de Siegel-Walfisz (1936):

Sea N una constante positiva cualquiera, (a,q) =1y g < (logx)V.
Entonces existe un ndmero positivo C(N) tal que se tiene, uniformemente
en q:

P(x;q,a) = o O(x exp(—C(N)(log x)2)).
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El método de Vinogradov-Korobov

Objetivo: Estimar sumas de la forma S(t; N, N1) = >y, <on n't para
No < N<t/2yt>tyg. Estatarea dependerad en gran medida de obtener
cotas para:

1 1 ) ., 2k
Jk,,,(P):/0 /0 ‘Ze(a1x+a2x + - apx )’ daidas -+ - da,
x<P

donde k, n,x > 1 son enteros y P es un entero grande.

Teorema del valor medio de Vinogradov:

Sear>0unentero, k>n(n+r), P>Pyyc = w
Entonces J »(P) < (4n)4kr p2kter—n(nt1)/2

Gracias a ello tenemos, uniformemente en N, N; y t, la siguiente
estimacion:

log® N
S(t; N, Np) < Nex <—7>
( ) P 105 log? t
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El teorema de los niimeros primos

Gracias al método de Vinogradov:

Teorema: Existe una constante absoluta 1 > 0 tal que, para
1 —n <o <1y uniformemente en o, se verifica que:

C(o + it) < 120-0)21552/3 1 - ¢ > ¢

Regidn libre de ceros de Vinogradov-Korobov (1958):

Teorema: Existe una constante absoluta C > 0 tal que ((o + it) # 0 en
la regién dada por:

o>1- C(logt) ?3(loglog t)~3, t>to.

Teorema de los niimeros primos 11

Existe una constante absoluta C > 0 tal que:

m(x) = Li(x) + O(Xexp ( — C(Iogx)3/5(logIogx)_l/S)).
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Teoremas de densidad: Herramientas fundamentales

Definicion: Sea N(o, T) el nimero de ceros p = 8 + iy de ( tales que
1>p>02>1/2 (o fija), |y| < T, T > 2. Tendremos estimaciones de la forma:

N(o, T) < TADA=9 16gC T o bien N(o, T) < TAOA-0)te,

Para conseguirlas usaremos dos herramientas fundamentales:

1. Momentos de la funcién ((s)

Sean 1 <o <1, A,M(A) > 1y m > 4. Nos interesa obtener cotas de la forma:

T T
1 A
/ ’C(E 4 it)’ dt < TM+e y / |C(o + it)|Mdt < T+, para todo € > 0.
1 1

2. Polinomios de Dirichlet

Teorema: Sean 1 < t; < ... < tg < T nimeros reales tales que |t, — t5| > 1 para
r #s < Ry sean ay,...,ay nimeros complejos cualesquiera. Entonces:

Z ’ Z an~ ’ < (T Z |lan|® + Z n|a,,|2) log N.

r<R n<N n<N n<N
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Los teoremas de Ingham y Huxley y mejoras posteriores

Teoremas de densidad de Ingham y Huxley:

3 1 3
(Ingham) A(o) < s Egagz,
(Huxley) A(0)<-—>—, ><o<1,
30 -1 4
- 12 1
(Combinando ambos) A(o) < T 3 <o<1

Mejoras recientes:

Teorema de Maynard-Guth (2024): Se verifica que

N(o, T) < T1(A=0)/(3+50)+¢ para I < 5 < 1, que mejora a la cota de
Ingham para % <o< %. Combinando esto con el resultado de Ingham
para o < 17—0, se obtiene que:

N(o, T) < -,—30(1—0)/13-1—67 % <og<1.
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Ceros en la linea critica: Resultados preliminares

Definiciones previas:

Sea Np(T) el ndmero de ceros p = % +iycon0<y<T.

1, -
Sea la funcién Z(u) = ‘ZEE:Z;‘C(% + iu), donde g(s) = 7=%/2T(s/2). Por
otro lado, definimos: i

t+A t+A
() = / Z(u)du'y J(t) = / |Z()|du, con A > 0 fijo.
t t

Idea clave:

Si |I(t)| < J(t), entonces Z(u) debe tener un cero en (t,t + A), luego
¢(3 + iu) tiene un cero de orden impar en ese mismo intervalo.

Teorema de Hardy-Littlewood (1921):

Se verifica que:
No(T)>T.
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El teorema de Selberg

El cambio de Selberg:

El refinamiento principal de Selberg consistié en suavizar la funcién ((s)
con un polinomio de Dirichlet, ®, en la definicién de Z(u). Asi, tomé

1y . .
Z(u) = £ (1 4 ju)|o( + iu)[2.

lg(5+iu)|

Sea(logT) ' <A<1yD=T%con0<6< %. Entonces tenemos que:

T T T
/ |Z(t)|dt > T, / 1Z(t))2dt < Ty / [1(t)|?dt < AT (log T)~ L.
0 0 0

Teorema de Selberg (1942):

Se verifica que:

\NO(T)>> TlogT.\

Antonio Pulido Iniesta Los ceros de las funciones ¢ de Riemann y L de Dirichlet



Distancia entre primos

Sea p, el n-ésimo nimero primo. Para acotar p,1+1 — pn, estudiamos la
expresion asintdtica 1)(x + h) — 1(x) ~ h en el intervalo corto (x, x + h].

Resultados incondicionales

La validez de N(o, T) < T€(1=9) |ogP T determina el rango de h.
@ Se tiene que ¥(x + h) —1p(x) = (1 + o(1))h para
x7/1210g?2 x < h < x, de manera que ppy1 — pn < pZ/” log?2 pp,.

o Para casi todo x hay un primo en el intervalo (x, x + x%/%log? x] con
B=4-10".

Cotas condicionales y conjeturas

o Bajo la hipétesis de densidad: p,11 — p, < p,11/2+5.

Bajo la hipétesis de Riemann: p,.1 — p, < p,%/2 log pp.

Bajo la conjetura de pair correlation: p, 1 — p, < v/pnlog pn.
Conjetura de Cramér: p, 1 — p, < log? p,,.
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La conjetura de pair correlation de Montgomery

Sea a < 3, queremos estudiar el nimero:
2
N(@, B T) = [ {m # 10 < Amo < T2 2% < 9 =70 < 25|

El comportamiento asintético de F(a, T)

Montgomery introdujo la funcién:

Fa, T) = Y wly =) T, con w(u) =
0<vy,y'<T
Bajo HR, demostré que para 0 < a <1y T > 2 se verifica:

Fla,T)=a+ T **log T+ O0(aT* '+ T *log(2T) + (log T) ).

Conexién con la teoria de matrices aleatorias

@ Strong pair correlation conjecture: F(«, T) ~ 1, cuando T — oo,
uniformemente en intervalos acotados 1 < a < A.

TIogT 44 2

@ Pair correlation conjecture: Cuando T — oo se cumple que:

N(a, B: T) ~ N(T) /j (1- (W)z)du.
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