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Motivacién

Motivacion

En Teoria Analitica de Niimeros aparecen las sumas exponenciales
(complejas) de forma bastante natural.

Un famoso ejemplo:

La conjetura de los nimeros primos gemelos: Hay infinitos
pares (p,p+2) con py p+ 2 primos.

Hardy-Littlewood-Ramanujan (siglo XX): Método del Circulo.
Estimacién asintdtica para mp(x): cantidad de ndmeros primos
gemelos p, p + 2 < x.
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Motivacién

Idea basica del método del circulo:
Distinguir el nimero 0 de cualquier otro nimero entero n:

1 1 sin=0
/e(nt)dt:
0 0 sin#0

Notacién: Para todo t € R, e(t) := ™.
Para determinar si dos niimeros primos p y g difieren en 2
unidades (!), calculamos la siguiente integral

1
/O e((p— q - 2)t) dt.
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Motivacién

Sumamos esta integral sobre todos los nimeros primos p, g
menores o iguales que x —

py) [ e -a-200= [ 1pwra2)a
(férmula exacta para m2(x))

P(t):=>e(pt).

p<x

Suma de exponenciales (complejas).
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Motivacién

PROBLEMA:

i Coémo estimar estas sumas y otras similares en intervalos finitos?
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Métodos de sumacion

Métodos de sumacién. Algunos ejemplos.

>, f(n) — dificiles (de hallar o estimar).
A veces, es (til («— es menos dificil) escribir Y — |.
Ejemplo 1.- (Estimacién basica)
Sean ay b dos niimeros naturales (a < b) y una funcién real f(x)
de variable real f : [a, b] = R mondtona en [a, b]. Entonces, hay
algiin nimero real ¢ (que dependerd, en general, de ay b) con

|c| <1 para el cual se verifica:

b
S f(n) = / F(£) dt + c(F(b) — £(3))
a

a<n<b
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Métodos de sumacion

Una estimacién asintética mas precisa:

Ejemplo 2.-

Si la funcién f : [1,400) — R4 es continua y decreciente con
limx—+00 f(x) = 0, entonces:

Existe una constante A tal que

Y f(n)= /: f(t) dt + A+ O(f(x)).

1<n<x

Notacién de Landau: dadas dos funciones f(x), g(x) definidas en [a, +00) con a > 0y g(x) > 0, escribiremos
f(x) = O(g(x)) si hay dos constantes M > 0y xp tal que |f(x)| < Mg(x) para todo x > xg. (Notacién
equivalente de Vinogradov: f(x) < g(x).)
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Métodos de sumacion

Una férmula fundamental:

Ejemplo 3.-

Sean {ap}n,>1 una sucesién arbitraria de nimeros complejos y
f :[1,+00) — C una funcién compleja de variable real con
derivada continua para cada ndmero real x > 1. Entonces:

El lema de Abel

D anf(n) = A()f(x) — /: A(t)f'(t) dt

n<x

donde A(x) :=>_, ., an
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Métodos de sumacion

La identidad siguiente es muy (til:

Ejemplo 4.- (mds interesante) Sean dos niimeros enteros positivos
N, M con M > N y una funcién compleja de variable real x > 1
con f € C?. Entonces se tiene la importante:

Férmula de sumacién de Poisson para intervalos finitos

M 1 —+o0 M
> f(n) = S (F(M) + F(N)) + Z/ f(x)e(nx) dx.
n=N

N |

(La convergencia de la serie anterior hay que entenderla como limp;_, o Z|n\ <M')

Interés general: las funciones del tipo f(n) = G(n)e(¢(n)), —

estimar: .
/ G(x)e ) dx

G(x) y F(x) son (resp.) las funciones amplitud y fase. Y aqui entra
Van der Corput (1921), quien consideré el caso G(x) = 1.
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Métodos de sumacion

»

J.G. Van der Corput, ca. 1952

(© The Dolph Briscoe Center for American History, UT-Austin)

C.A. Catala de la Torre Lemas fuertes de Van der Corput



Lemas de Van der Corput

Lemas de Van der Corput

Enunciemos el primer Lema de Van der Corput :

Primer Lema de Van der Corput (Van der Corput— 1921)

Sea F(x) una funcién real diferenciable con funcién derivada F’(x)
mondtona tal que F/(x) > A > 00 F'(x) < -\ <0 para

a < x < b. Entonces:
C
e'F(x) d =
‘ / X =3

Valores de la constante C:
C =4 (Zygmund, 1959)
= 3 (Stein, 1993)
C = 2 (Rogers, 2005) Cota éptima para C (“the sharp bound")
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Lemas de Van der Corput

Primer Lema fuerte de Van der Corput (Rogers—2005)

Sea F(x) una funcién real diferenciable con funcién derivada F’(x)
mondtona tal que F/(x) > A > 00 F'(x) < -\ <0 para

a < x < b. Entonces:
2
e'F(x) d l
‘ / X =5

iSin hipdtesis adicionales!.
Este resultado es también la base de la siguiente generalizacién:
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Lemas de Van der Corput

El n-ésimo Lema fuerte de Van der Corput. (Rogers—2005)

Supongamos que F : (a, b) — R es una funcién real n veces
diferenciable, con n > 2y con |F(M(x)| > XA > 0 en (a, b).
Entonces:

b
iF(x n- Gy
‘/ae ()dxg)\l/n

donde C, < 25/3 ~ 3,1748... para todo n > 2 y ademds
C, — 4e ! ~ 1,4715... cuando n — co.
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La nueva Demostracion.

La nueva Demostracion

En este trabajo presentamos una demostracién para:

El Primer Lema fuerte de Van der Corput (Rogers—2005)

Sea F(x) una funcién real diferenciable con funcién derivada F’(x)
mondtona tal que F/(x) > A > 00 F'(x) < -\ <0 para

a < x < b. Entonces:
b
| / &) x| < 2.
2 — A

Realizamos la demostracién en 5 pasos:
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La nueva Demostracion.

Utilizaremos la siguiente versién del Segundo Teorema del Valor
Medio para integrales reales:

Férmulas de Bonnet

Sean f : R — R™ una funcién positiva y decreciente (creciente) y
g : R — R una funcién integrable. Entonces hay un nimero real ¢
con a < ¢ < b tal que

/abf(x)g(x)dx—f(a)/:g(x)dx <—f(b)/cbg(x)dx>

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que F’(x) > 0 puesto que
el complejo conjugado de fab eF) dx es fab e IF(X) dx
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La nueva Demostracion.

Sea t una constante real arbitraria. Como |e/f| =1y
|zw| = |z||w| para todo z,w € C:

b .
‘/ eF(x = e’t/ dx = ‘/ x)+t) dx‘
a a

Esta ecuacion es vélida para todo nimero t € R.
(crucial).

Expresemos la Ultima integral en sus partes real e imaginaria.
Entonces:

2

b 2 b b
’ / /(F()+1) dx‘ = ’ / cos (F(x) +t) dx+i/ sin (F(x) + t) dx‘ =
a a a

= (/abcos(F(x)—i- t)dx>2—|— (/absin(F(x)—i-t) dx>2. (1)

u(t) V(t)
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La nueva Demostracion.

Consideremos primeramente la siguiente integral, que define una
funcién diferenciable

b
U(t) = / cos (F(x) + t) d.

Sélo para simplificar, consideremos que F’(x) es monétona
creciente, entonces

b 1 , B
U(t) .:/a Fi £/ 00 cos (F) =+ €)=

b 1 .
:/a L CUGORD)

F'(x) es positiva y mondtona creciente, luego 1/F’(x) es también
positiva y decreciente.
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La nueva Demostracion.

Aplicando la férmula de Bonnet se tiene que hay un ndmero real
(posiblemente dependiente de t) ¢(t) con a < ¢(t) < b tal que

c(t)
U(t) = Fta)/ d(sin (F(x) + 1)) =

_ F/ta)[sin (u(8)) — sin (F(a) + )] 2)
+

donde u(t) := F(c(t)) + t.
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La nueva Demostracion.

Con la segunda integral,

b
V(t) ::/a sin (F(x) + t) dx.

Se tiene anidlogamente:

b
V(t) = / F%X)F’(x)sin(F(x)—i—t) dx —

b1
:/a F/(X)d(—cos(F(x)+t)).

F’(x) es positiva y mondtona creciente, luego 1/F'(x) es también
positiva y decreciente.
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La nueva Demostracion.

Por Bonnet hay un nimero real (posiblemente dependiente de t)
¢(t) con a < ¢(t) < b tal que

(1)
V() = Fta)/ d(— cos (F(x) + t)) =

= F’ta) { —cos (v(t)) + cos (F(a) + t) (3)
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u(t) == F(c(t)) +t v(t) := F(c(t)) +t

En resumen, reuniendo (2) y (3) en la ecuacién (1), obtenemos

‘ 2

‘/ ’X)dx’ —’U )+ iV(t)

+( —cos (v(t)) + cos (F(a) + t))z}
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La nueva Demostracion.

2.- Continuidad

Por Convergencia Dominada,

b
u(t) .= / cos (F(x) + t) dx

b
V(t) = /a sin (F(x) + t) dx

son continuas y diferenciables en R.
Sus derivadas respecto a t (denotadas por un punto):

. b .
U(t):/ de(cos (F(x) + t))dx = —V(t) , V(t)=U(t)

En consecuencia, U(t) y V(t) tienen derivadas continuas.
Por iteracidn, resultan ser diferenciables en cualquier orden.
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La nueva Demostracion.

iObservacion importante! cos (v(t)) y sin (u(t)) SON combinacién
lineal de dos funciones diferenciables con continuidad en R.

cos(v(t)) = —F'(a) - V(t) + cos (F(a) + t)

sin(u(t)) = F'(a) - U(t) +sin (F(a) + t)

Por tanto, las funciones compuestas cos (v(t)) y sin (u(t)) son
también diferenciables con continuidad en R, sin importar cudn
discontinuas puedan ser v(t) y u(t).

Como consecuencia, cos (v(t)) y sin (u(t)) son funciones continuas
en R.
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3.- Un Sistema de Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias

%(sin (u(1))) = cos (v(1)

%(cos(v(t))) — —sin(u(t)

(cos (v(t)),sin (u(t))) € [-1,1] x [-1,1] para todo t € R.
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La nueva Demostracion.

Solucién general

La solucién mas general del sistema anterior, valida para todo
t € R, estd dada por:

sin (u(t)) = rsin(t + k)
cos (v(t)) = rcos(t + k)

donde r y k son constantes reales.

Considerando cos (v(t)) y sin (u(t)) como funciones coordenadas
cartesianas, vemos que las ecuaciones (5) describen
paramétricamente circunferencias centradas en el origen de
coordenadas (0,0) con radio |r|.

Como cos (v(t)) y sin (u(t)) toman valores en [—1,1], |r| satisface
la desigualdad 0 < |r| < V/2.

Pero...
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La nueva Demostracion.

4.- La Continuidad, ja escenal!

La validez de

b b
‘/ F (%) dx’ _ ‘/ GHFCOTD) gy
a a

para todo t € R.
Y
La ya probada continuidad de las funciones coordenadas para

todo t en R == reduccién en el campo de validez para |r|

0<|r|<vV2=0<]r<1
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La nueva Demostracion.

Para cada valor r que satisfaga 1 < |r| < /2, las ecuaciones en (5)
describen cuatro arcos de circunferencia desconexos dentro de
un cuadrado centrado en (0,0) y con vértices en (1,£1) y
(—1,4£1), violando asi la continuidad de cos (v(t)) y sin (u(t))
en todo R.

EN RESUMEN: Sélo cuando |r| < 1 tenemos realmente
circunferencias completas dentro del cuadrado [—1,1] x [-1,1].
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La nueva Demostracion.

5.- El paso final.

El ndmero real r estd en el intervalo [—1,1] y k es un ndmero real
arbitrario. Si introducimos la solucién general (5) en (4)
obtenemos la interesante férmula:

b . 2 1

iF(x) d ’ - |: 2 N o

e x| = =5 |r"+1—2rcos(F(a) — k)
‘ /a (F'(a))?

Sin dependencia explicita de t, como era de esperar.

k en cos (F(a) — k) puede ser siempre elegido apropiadamente de

modo que se obtenga cualquier nimero del intervalo [—1,1].
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La nueva Demostracion.

iMaximo global de la funcién r? +1 — 2rcos (F(a) — k)?
Con las restricciones —1 < r <1, =1 <cos(F(a)— k) <1, yla
desigualdad triangular:

~

|r* 41 —2rcos(F(a) — k)| < |r* 4 1| + 2|r|| cos (F(a) — k)| < 4.

El maximo absoluto se alcanza respectivamente en r = +1y
cos (F(a) — k) = F1 con el mismo resultado 4 —> Rogers—2005.
CONCLUSION:

r>4+1—2rcos(F(a)— k) < 4
que, a su vez, implica que:

4
(F'(a))?

b 2 1
iF(x) R - _ < <
‘/a e dx‘ (F(2)7 r‘4+1—2rcos(F(a) k)} < <
4
< 2
Q.E.D.
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La nueva Demostracion.

FIN. ijMUCHAS GRACIAS!
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La nueva Demostracion.

APENDICE 1. TVM1 Y TVM2.

Por completitud enunciamos los dos Teoremas de Valor Medio para
integrales Riemann reales:

Si f y h son continuas en J :=[a, b] y h es no negativa, entonces
existe un punto ¢ € J tal que

/a i F(x)h(x) dx = f(c) / i h(x) dx.

Este es el mds conocido. Pero el segundo...lo es menos:
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La nueva Demostracion.

TVM2

Si f es creciente y h es continua en J, entonces existe un punto ¢
en J tal que

/a  Fx)h(x) dx = () / x) dx + £(b) /  hx) dx.

En particular (Férmula de Bonnet), si f es no negativa, creciente y
h es continua en J, entonces existe un punto c en J tal que

/a i F(x)h(x) dx = £(b) / ’ h(x) dx.

Para probar esta férmula de Bonnet, definimos F como la funcién que
coincide con f en x € J\{a} y ponemos F(a) = 0, entonces aplicariamos
el TVM2 a F. Obviamente, hay un resultado correspondiente para el caso
de funciones decrecientes.

C.A. Catala de la Torre Lemas fuertes de Van der Corput



La nueva Demostracion.

APENDICE 2

Aplicaciéon del Ejemplo 1:
n n
log n! = Z log k = / log t dt+c(log n—log 1) = nlog n—n+O(log n)
k=1 !

Aunque como estimacién, es mejor usar la de Stirling:
nl =2mrnn"e "e™

me ((12n+1)71 (12n)71)

para n = 1,2, .... De modo que, cuanto mas grande sea n, el
factorial se aproxima cada vez mejor, en error relativo, a

n,—n
vV2mnn"e ",
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La nueva Demostracion.

APENDICE 3

Prueba de la féormula de sumacion de Poisson en intervalos
finitos. Sumacién de Abel con a, = 1. Si ponemos x = N un
nliimero entero positivo, entonces

A(X) =2 pexan = Dpax L= [x], A(N) = N, y por ello
N !
glf(n):Nf(N)—/l (x| F(x) dx

Ahora, si expresamos la funcién Parte Entera | x| de x en términos
de {x} := x — |x| — %, que es la Parte fraccionaria de promedio
nulo de x obtenemos

N 1 , N ,
Zf(n):Nf(N)—/l (x—2)f(x)dx+/1 {x}f'(x) dx

n<N
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La nueva Demostracion.

que, mediante integracién por partes es igual a

N N
= Nf(N) — [(x—;)f(x)};\l—i-/l f(x) dx—i—/1 {x}f'(x) dx =
N 1 1 N
= [ 60 M)~ (N= ) F(N)H (1= )F(1)+ [ xhF () o=
1 1

N 1 N
:/1 f(x)dx+2(f(N)+f(1))+/l {x}f(x) dx

por lo que obtenemos asi una importante identidad:

N 1 N ,
Zf(n):/l f(x)dx+2(f(/\/)+f(1))+/1 {x}f'(x) dx

n<N
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La nueva Demostracion.

En este punto, recurrimos al Analisis Arménico para incorporar a la
identidad anterior el desarrollo de Fourier de la funcién {x} (vélido
para todo x € R\Z) siguiente

o0 o0

e T - LS S )
n€Z\{0} n=1 n=1

o0
27r2n (nx) — e(—nx)) = Z;Zn (2isen (2mnx)) =

1 i sen (27 nx)
oo n
n=1
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La nueva Demostracion.

Entonces, suponiendo que f € C2 (para poder intercambiar suma e
integral)

N 1
Y f(n) = /1 f(x) dx + E(f(/\/) +f(1))+

n<N
. /lN ( B ii sen (iﬂnX)>f,(X) dxc —

- /1N F(x) dx+%(f(N)+f(1))—% i Y ( /1N f'(x) sen (2mnx) dx )
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La nueva Demostracion.

Que, tras una integracién por partes es igual a

N 1
—/1 f(x) dx + Q(f(N) + f(1))—

1o N N
_ngn 1( [£(x) sen (27rnx)]1 —27rn/1 f(x) cos (2mnx) dx).

0
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La nueva Demostracion.

Al realizar las oportunas simplificaciones y tener en cuenta que
cos (2mnx) = (e(nx) + e(—nx))/2 y que e(0) = 1 obtenemos
asi la siguiente identidad:

Zf %f(N)Jrf Z/ f(x

n=—oo
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La nueva Demostracion.

Para probar la férmula dada en la presentacién, es suficiente con
darse cuenta de que

M M N
> fm) =Y f(m) — (3 () — F()),
n=N n=1 n=1

cambiar N por M en la identidad anterior, restar las identidades y
usar la propiedad elemental [, — [ = [ de integrales. !

1Una aplicacién de esta férmula de sumacién es el calculo exacto de las
sumas cuadrdaticas de Gauss:

N AN
14 (—1i
> et /) = L ED VA,
n=1 -
donde N es un niimero entero positivo cualquiera. De esta evaluacién, que
costé muchos esfuerzos a Gauss, se puede deducir la ley de reciprocidad

cuadratica.
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La nueva Demostracion.

APENDICE 4. Una extensién sencilla.

Es posible extender el primer lema con C = 4 para incluir una
amplitud real G(x) positiva y monédtona en |[a, b] tal que
|G(x)| < G en dicho intervalo:

Sea F(x) una funcién real diferenciable con funcién derivada F’(x)
mondtona tal que F/(x) > XA > 00 F/(x) < —\ <0 para

a < x < b. Sea también una funcién real G(x) positiva, monétona
con |G(x)| < G en el intervalo [a, b]. Entonces

[ e < T
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La nueva Demostracion.

La prueba es igual que en el caso G(x) = 1. Por otra parte, nétese
que la amplitud G(x) puede extraerse mediante el Segundo
Teorema del Valor Medio para integrales.
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La nueva Demostracion.

APENDICE 5. ; Y si F/(x) es positiva y monétona

decreciente?

La prueba recién terminada suponia, para simplificar, que F'(x) es
positiva y monétona creciente.

iQué ocurre si F'(x) es positiva y monétona decreciente?
NADA. La conclusién es exactamente la misma.

Para ver que eso es asi, basta coger la otra férmula de Bonnet.
Sencillamente, intercambiamos F’(a) y F'(b) y tenemos en cuenta
la conocida propiedad fcb g(x)dx = — [ g(x) dx.

Luego ay b son intercambiables en las férmulas anteriores. El
signo negativo en el miembro derecho de la ecuacién anterior no
afecta en absoluto a la ecuacién (4) ni al sistema (5).
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La nueva Demostracion.

APENDICE 6. Algunas consecuencias.

Sea f una funcién dos veces diferenciable con continuidad en el
intervalo [a, b], con a, b, «, B enteros? tal que o < ' < [3; entonces

> el =) / x) — nx) dx + O(log (8 — a + 1)).

a<n<b a<n<p

“en el caso de «, 3; sélo para simplificar.

Sea f € C?([a, b]) con a, b enteros. Si 0 < A < |[f”| < ), entonces

Z e(f(”)) < (b - a))\l/2 + )\—1/2.

a<n<b
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