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Resumen

Este trabajo consiste en un estudio exhaustivo acerca de la distribucién de los ceros
de la funcién ¢ de Riemann y las funciones L de Dirichlet, asi como de sus profundas
implicaciones en la teoria de los ntimeros primos. En primer lugar, se desarrolla la
clasica region libre de ceros de de la Vallée-Poussin para la funciéon ¢, al igual que
su version anéloga para las funciones L, vinculandolas con el término de error en
el teorema de los niimeros primos, tanto en su forma general como en progresiones
aritméticas. Por otra parte, también se demuestran las expresiones asintoticas para
los nameros N(T') y N(T,x) y las formulas explicitas truncadas. Posteriormente, se
detalla la prueba de los teoremas de Siegel y Siegel-Walfisz para, seguidamente, dar
paso a estudiar el método de Vinogradov-Korobov, el cual proporciona la region libre
de ceros mas amplia conocida hasta la fecha para (. A continuacién, se abordan los
teoremas de densidad de ceros mediante el uso de polinomios de Dirichlet y el estudio
de los momentos de (, destacando los resultados de Ingham y Huxley. Asimismo, se
examina el comportamiento de los ceros en la linea critica, exponiendo la demostraciéon
del teorema de Selberg, el cual nos dice que hay una proporcion positiva de dichos
ceros, ademés de explorar las consecuencias de la hipétesis de Riemann. Finalmente,
se analizan las aplicaciones de los resultados previamente obtenidos a la distribucion
de los ntimeros primos, estudiando la cota de las distancias entre primos consecutivos
en intervalos cortos, y se concluye presentando la hipotesis de correlacion de pares de
Montgomery.

Abstract

This project consists of a comprehensive study on the distribution of the zeros of
the Riemann (-function and Dirichlet L-functions, as well as their deep implications
in the theory of prime numbers. Firstly, the classical de la Vallée-Poussin zero-free re-
gion for the (-function is developed, along with its analogous version for L-functions,
linking them to the error term in the prime number theorem, both in its general
form and in arithmetic progressions. Furthermore, the asymptotic expressions for the
numbers N (T') and N (T, x) and the truncated explicit formulas are also proved. Sub-
sequently, the proofs of the Siegel and Siegel-Walfisz theorems are detailed, followed
by a study of the Vinogradov-Korobov method, which provides the widest zero-free
region known to date for (. Next, zero-density theorems are addressed through the
use of Dirichlet polynomials and the study of the moments of {, highlighting the
results of Ingham and Huxley. Moreover, the behavior of the zeros on the critical
line is examined, presenting the proof of Selberg’s theorem, which states that there
is a positive proportion of such zeros, in addition to exploring the consequences of
the Riemann hypothesis. Finally, the applications of the previously obtained results
to the distribution of prime numbers are analyzed, studying the bound for the dis-
tances between consecutive primes in short intervals, and concluding by presenting
Montgomery’s pair correlation conjecture.
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CAPITULO 1

Regiones libres de ceros de las
funciones ( y L

El principal objetivo de este capitulo es hallar regiones libres de ceros en la banda
critica 0 < o < 1 para las funciones ( y L y usarlas para mejorar los errores en el
teorema de los niimeros primos asi como en el teorema de los niimeros primos en pro-
gresiones aritméticas. A lo largo de este capitulo la filosofia debe ser: cuanto mejor sea
la region libre de ceros que tengamos, mejor sera el error en los respectivos teoremas
antes mencionados. Con tal fin, nuestros esfuerzos se centraran en obtener las regiones
de ceros mas precisas que podamos, asi como en estudiar en qué se traduce eso en el
error correspondiente. Antes de pasar con ello, vamos a presentar una notacién que
vamos a usar de manera muy recurrente, el conocido como simbolo de Vinogradov,
&, el cual no es mas que una forma alternativa de escribir la notaciéon O y que usa-
remos indistintamente. Introducimos a continuacién algunas herramientas de analisis
complejo que nos seran de gran utilidad.

1.1. Funciones enteras de orden 1

Definicién 1.1. Una funcién f(z) entera se dice de orden finito si existe a > 0 tal
que f(z) = O(el1") cuando |z| — co. Notese que o > 0, salvo si f es constante. El
infimo de los a que verifican eso se denomina el orden de f.

El siguiente teorema se demuestra combinando el lema 15.17 y el teorema 15.18
de [45].

Teorema 1.2. Férmula de Jensen: Sea R > 0, f holomorfa en un abierto que

contiene a D(0, R), tal que no hay ceros en |z| = R y f(0) # 0, entonces:

2w n
217T/0 loglf(Reie)ldH:bgf(0)|+/0 n(r)rdr,

donde denotamos por n(r) al nimero de ceros de f(z) en |z| < r con sus respectivas
multiplicidades.
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Se sigue de la formula de Jensen que los ceros de funciones enteras de orden finito,
pongamos p, no pueden ser muy densos: Si « > p, entonces log | f(Re?)| < R para
R suficientemente grande. Luego, por un lado, f02R n(r)r~tdr < (2R)® — log |f(0)| <
MR®, y por otro lado, f;Rn(r)r_ldr > n(R) f;R r~tdr = n(R)log2. Se sigue que
n(R) = O(R®). Una consecuencia de esto es que si m, = |z,| donde los z, denotan
los ceros de f, entonces Y 7y, g converge si § > «, en particular converge si 5 > p.

En efecto, ordenamos los 7, en orden creciente y se tiene que n < n(rp4+1) = O(rY),

luego para todo e > 0, Y, r, "¢ tiene el mismo tipo de convergencia que > n=1e,

que converge. Ahora ya estamos en la posicion de definir a las funciones enteras de
orden 1 como producto de Weierstrass.

Teorema 1.3. Teorema de Hadamard, orden 1: [}5] Sea f(z) una funcion entera
de orden 1 con ceros z1, z3... contados conforme a su multiplicidad, existen constantes
A, B tales que:

oo
f(z) = eAtP? H(l — z/zp)e**, con A, B constantes.

n=1

Observacion 1.4. Si una funcién f(z) tiene orden 1, sabemos que para todo € > 0,

n'n 1= < o0, pero la serie YonTn ! puede converger o divergir. Si converge, entonces
|£(2)| < €€Vl para cierta constante C'y |z| suficientemente grande, porque para todo
z, se cumple que |(1 — z)e?| < €?*l, 1o cual se deduce directamente de la serie de
potencias de (1 — z)e”.

Teniendo estos resultados en mente, calculemos el producto de Hadamard de la
funcion entera &(s) = s(s — 1)m=*/2I'(s/2)¢(s).
Proposicion 1.5. [9]

|€(s)| < exp(C|s|log|s|) cuando |s| — oo.

Demostracion. Como &(s) verifica que £(s) = £(1—s), basta demostrar la desigualdad
para o > 1/2. En lo sucesivo, la letra C' se va a usar indistintamente para denotar
constantes, aunque no sean necesariamente la misma. Tenemos las siguientes estima-

ciones cuando |s| — oco. Por un lado, |3s(s — 1)a—/2| < exp(C|s]|). Por otro lado,

usando la formula de Stirling, tenemos que:
1
(1.1) log(T'(s)) = (s — 1/2)logs — s + 5 log 2 4+ O(|s| ™).

Esto es valido para |s| — oo en el angulo —7m + 0 < arg(s) < m + J para todo § > 0.
Luego se deduce que:

IT'(s/2)| < exp(C|s|log|s|), pues —g < arg(s) < g
Por tltimo, sabemos que para o > 0, ((s) = 25 — s [ xxzﬁj dz. Dicha integral

estd acotada para o > 1/2, luego |((s)| < C|s| cuando |s| — oo. Juntando todas las
estimaciones, se obtiene el resultado. ]
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Se deduce de la proposicion 1.5 que £(s) tiene orden como mucho 1. De hecho, es la
mejor estimacion posible porque cuando s € R, s — oo, entonces logI'(s) ~ slogs y
¢(s) — 1. En particular, £(s) no satisface la condicion |f(z)| < e“*l mencionada en la
observacion 1.4. Por tanto, {(s) debe tener infinitos ceros. Denotemos cualquier cero
de &(s) por p, estos ceros verifican que > |p| 17 < o0, para todo e > 0y >0 Ip| 1
diverge. Ademés, por el teorema de Hadamard:

(1.2) &(s) = AP - s/p)e”.

p

Observacion 1.6. Los ceros de £(s) son exactamente los ceros no triviales de ((s),
pues los ceros triviales de ((s) se cancelan con los polos de I'(s/2), 3sI'(s/2) no tiene
ceros y el cero de s — 1 se cancela con el polo de ((s) en s = 1. Por tanto, se deduce
que ((s) tiene infinitos ceros no triviales en la banda critica, 0 < o < 1 y verifican lo
dicho anteriormente para los {p,}.

Aplicando derivacion logaritmica en (1.2), obtenemos que:
£'(s) 11
1.3 =B+ ( -).
43 o PTG
€' (s)

A su vez, calculando O] directamente de la definicién, obtenemos que:

€) _ 2sm1 1 AT(s/2) ()
14 0 =T T e

Combinando ambas cosas y observando que %% = % + % 1“/(58/2) , se obtiene:

¢'(s) 1 1 1T'(s/2+ 1)
(1.5) (s) 2Tt B T TS T ) ;(

Esta formula nos permite ver claramente el polo simple en s = 1 y los ceros no
triviales en s = p. Los ceros triviales —2, —4, ... estan contenidos en el término de
I" pues, aplicando derivacién logaritmica al siguiente producto de Hadamard: ﬁ =

57 122, (1 + s/n)e/™, donde 7 es la constante de Euler-Mascheroni, se obtiene:

1T(s/241) 1 > 1 1
(1.6) C2T(s/2+41) _27+nz::1(s—l—2n_2n)'

Calculemos ahora las constantes A y B. Como limg_,1(s—1)¢(s) = 1y 7 /2I(1/2) =

. (0 ge
1, se tiene que £(1) = 3, luego £(0) = 3 = e?. Por otro lado, B = % = —'55((1)).
Ademas, se sigue de la serie de (1.6) y la de log2 que ;1;((;’//22)) = 2 —1+log2.
Por tanto, B=2 —1+1log2+ 3 5 logm — limg_4; (%’((SS)) + E) Para evaluar el limite,

llamamos [ (s) = [ mmsfiJ dzr y recurrimos a la expresion ((s) = ;%3 — sI(s). Sea

s
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=g 1 N g
(1) = I (1 N— (f— )):1’ (1 N-S" 2 1):1—.
(1) = i (g =2 n(y =) = Jim (leeN =00+ L

Luego B=—3 — 1+ %logélw.

Sin embargo, podemos dar otra interpretacion de B. Aunque Zp |p| =t diverge, Zp pt
converge (en el sentido de que limp_, ZIS( 2)<T p~! existe) suponiendo que podemos
agrupar p y p juntos (p esta en la suma pues los ceros de la funciéon ¢ son simétricos

respecto al eje real). En efecto, sea p =  + i, entonces % + % = [3227572 < # y

sabemos que ) o |p| 72 < oo. Por tanto, se sigue de la ecuaciéon funcional de £(s) y de
su derivada logaritmica que:

(1.7) B+Z(1—.1—p+1):BZ( ! +;>.
p P

p s—=p

De hecho, los términos que contienen a 1 — s — p y s — p se cancelan, pues si p es un
cero, también lo es 1 — p. Asi, se obtiene:

oyl P
(1.8) B= Zp:p 2ZB2+72'

El valor numérico de B es aproximadamente —0,023 (de aqui se deduce que |y| > 6
para todos los ceros no triviales).

Ahora pasemos a estudiar las funciones L. Sea x caracter primitivo (de ahora en
adelante siempre consideraremos al caracter trivial yo como no primitivo) méodulo ¢ y

_ s/2+a/2p(5 L @ )0 six(=1) =1,
S, X) = + —)L(s,x), donde a=
&(s,x) = (a/m) (2 2) (s:x) 1 siy(e1) = 1.
Esta funcion es entera y verifica que £(1 — s,%) = Z:(—\gﬁ(s, x) donde e, (m) = e?mm/a

y 7(x) =28 _ x(m)eg(m). Ademas, 2:(7\;)?1) = 1 ya que |7(x)| = \/q. Si se quiere ver
la ecuacion funcional de las funciones L se demuestra en el capitulo 9 de [9]. Veamos

que £(s, x) tiene orden 1.

Proposicion 1.7. [9] Sea 0 = R(s), entonces existen constantes Cy y C tales que
para todo |s| > Cy y q € Z se tiene que:

1€(s,x)| < q‘7/2+3/2 exp(C|s|log|s|), cuando |s| = cc.

Demostracion. Nuevamente, por la ecuacion funcional de (s, x) basta probarlo para
o > 1/2. Analogamente a la funcion ((s), aplicando la identidad de Abel se obtiene
que, en 0 > 0, L(s,x) = sfloo S(x)z—*"tdx con S(z) = 3, -, x(n). Por tanto, por
las relaciones de ortogonalidad para caracteres de Dirichlet, se tiene que |S(z)| < g,
luego |L(s, x)| < 2q|s| para todo ¢ > 1/2. Combinando esto con (1.1) se obtiene el
resultado. O
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Observacion 1.8. De nuevo, esta es la mejor desigualdad posible, con ¢ fijo, cuando
|s| — oo, pues si s — 0o con s real, se tiene que L(s,x) — 1. Concluimos, al igual
que para ((s), que L(s,x) tiene infinitos ceros p en la banda critica y cumplen las
mismas propiedades de convergencia que la de aquellos sumatorios para los ceros de
((s). Ademaés, por el teorema 1.3,

(1.9) E(s,x) = AP TTA = s/p)e”,

p

aunque ahora A y B dependeran de x.

Observacion 1.9. Notese que en la definicion de £(s, x) no ha sido necesario incluir
el término s(s — 1) como en £(s), pues, si x(—1) = 1, los ceros de L(s,x) en 0 < 0
corresponden a los polos de I'(s/2), s = 0,—2,—4,... y es entera (porque x # Xo).
Asimismo, en s = 1 no tiene ni polo ni cero, mientras que en £(s) se necesitaban para
contrarrestar los polos de I'(s/2) y ((s) en s =0y s = 1 respectivamente. Lo mismo
ocurre si x(—1) = —1, pues entonces los ceros de L(s, x) eno < Oson s = —1,—3, —5...
que corresponden a los polos de I'(3(s + 1)), es entera (porque X # Xo) ¥ 1o se anula
en s = 1. Todo ello hace a £(s, x) entera.

Aplicando derivacion logaritmica en (1.9) se obtiene que:

L(s, x)

2 8 T 2T(s/2+a/2)

L' (s, 1 1T(s/2+a/2 1 1
(1.10) (0 _ gy = Liog @ - 1E(s/2+a/2) /)+Z( + )
s—p P
Luego, e = ¢ (0, x), que se puede poner en términos de £(1,%), luego en términos de
L(1,%). Para calcular B(x), necesitamos una proposicion previa:

Proposicion 1.10. Si x es complejo, los ceros no triviales de L(s,x) tienen cierta
simetria respecto a la recta o = % pero no respecto al eje real, en concreto, verifican
que p es un cero no trivial de L(s,x) si y solo si 1 —p es un cero no trivial de L(s, x).
En cambio, si x es real, los ceros no triviales son simétricos respecto a o = % y respecto
al eje real.

Demostracion. En o > 1 se cumple que L(s,x) = L(S,X), luego por el teorema de
identidad se tiene en todo C por ser ambas funciones enteras. Esto nos dice que p
es un cero de (s, x) si y solo si p es un cero de £(s,X). Asi, si x real, simplemente
X = X y se tiene que los ceros de L(s, x) en este caso son simétricos respecto al eje
real. Ahora, sea x complejo. Usando la ecuacion funcional de &(s,x) y lo anterior,
obtenemos la siguiente cadena: p es un cero no trivial de L(s, ) si y solo si 1 — p es
un cero no trivial de L(s,) si y solo si 1 — 7 es un cero no trivial de L(3,) siy solo
si 1 —p es un cero no trivial de L(s, x). Sin embargo, si x real, la misma cadena nos
da que p es un cero no trivial de L(s, x) si y solo si 1 — p es un cero no trivial de
L(s, x)- O

Usaré este resultado constantemente, a veces sin mencionarlo. Calculemos B(x):

_f000_ €0 _ e (1 1
B ="00 = e - W zp:<1—p+p)'
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Como B(X) = B(x), se sigue que 2R(B(x)) = —>_, (?R(L) + %(%)) Ahora, escri-
bamos p en lugar de 1 — p y se tiene que:

(1.11) R(B(x)) = —%Z (1 + i) - _ZéR(})‘
o p

En particular, si y es real, B(x) es negativo y se expresa en términos de los ceros no
triviales al igual que la B para la funcién ((s). En cambio, la dificultad para estimar
B(x) esta conectada con el hecho de que, hasta donde se sabe, L(s, x) podria tener
un cero cerca de s = 0.

1.2. Primeras regiones libres de ceros de ((s) y L(s, x)

Como coronacion de estos poderosos resultados, vamos a demostrar la primera
region libre de ceros de ((s) més alla de ¢ = 1, probada por de la Vallée-Poussin
en 1899, asi como la andloga para L(s,x). En primer lugar, veamos un resultado
béasico de no anulacion de ((s) que destaca por su sencillez y que nos dice que, en
cierta region, ((s) no tiene ceros a altura suficientemente cercana al eje real. Este
tipo de resultados son importantes ya que son la base de la regiéon libre de ceros de
de la Vallée-Poussin porque la vamos a probar para altura suficientemente grande y
se verificard automaticamente para toda parte imaginaria. De hecho, el par de ceros
conjugados de ((s) con menor parte imaginaria en la banda critica ocurre a alturas

+14,134725.

Lema 1.11. [{1] ((s) no tiene ceros en § <o <1, |t| < L.

Demostracion. En o > 0 se tiene que ((s) = =25 — s fl Yz ~5ldz, luego:

oo
S ‘ < S\/ z 7 dr = M
s—1 1 g

Por tanto, {(s) # 0 en o > |s — 1|, es decir, en o > 1+t . Asi, se concluye el resultado.
O

Vamos ya a probar la region libre de ceros de de la Vallée-Poussin. Dado que:

(1.12) —i((::)) = 721&@)71_5, en o > 1,

se tiene que:

(1.13) ( S) ZA n~ % cos(tlogn), eno > 1.

S

Ademas, para todo 6,
(1.14) 3+4cosf +cos20 >0,

y juntando ambos resultados, (1.13) y (1.14), se obtiene la siguiente proposicion:
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Proposiciéon 1.12. En o > 1, se verifica que:

¢'(0) ¢'(o +it) (' (o + 2it)
(1.15) o) m(m) - 8“*(m) 20
El comportamiento de —% cuando o — 17 es sencillo:
¢'(0) 1
(1.16) _C(U) < p— + A,

con 1 < o < 2y donde A denotara una constante positiva, no necesariamente la misma
en cada aparicion. El comportamiento de los otros dos términos esté influenciado por
cualquier posible cero que ((s) pueda tener a la izquierda de o = 1, a alturas ¢ y 2¢.
Por un lado, (1.1) nos da que, en (1.5), el término de " en modulo es < Alogt sit > 2
y 1 <o <2, luego tenemos:

(1.17) %(CC/((;)) <Alogt—Z§R( p+;).

Sip =B+ iy, R(; p) = ‘;7 f'g >0y §R(7) = % > 0. Por tanto, obtenemos una

desigualdad valida cuando s = o + 2it omltlendo la suma:

_%(C’(U + 2it)

(1.18) (o + 2it)

) < Alogt.

Ademas, respecto a s = o + it, tomamos t para que coincida con una ordenada y de
un cero p con v > 2 y consideramos solo el término en la suma que corresponde a este

cero, W Obtenemos:

(1.19) —afe(g((;)) < Alogt — :3

Teorema 1.13. de la Vallée-Poussin, 1899: [9] Existe una constante efectiva y
positiva ¢ tal que ((s) no tiene ceros en la region:

oc>1-— ¢ , > 2.
logt
Demostracion. Sustituyendo las acotaciones (1.16), (1.18), (1.19) en (1.15), obtene-
mos: U"‘fﬂ < % + Alogt. Ahora, sea § > 0, tomamos ¢ = 1 + &. Entonces,
B<1+ & — (3++55)10gt. Por tanto, tomando 0 < § < %, se obtiene: § < 1 — logt "
c>0.

Observacion 1.14. De hecho, en vista de que ((s) no tiene ceros arbitrariamente
cerca de 0 = 1 con |t| < 2, podemos decir que existe una constante ¢ > 0 tal que ((s)
no tiene ceros en la region:

Cc

1.20 >1 - — .
(1.20) 7= gt + 2)



8 Regiones libres de ceros de las funciones ( y L

Aunque este resultado es suficientemente potente, vamos a refinar esta region libre
de ceros con el fin de hallar constantes 6ptimas C; y Cs tales que ((s) no tiene ceros
eno >1-— log(fﬁ. Todo ello dependeré de afinar las constantes obtenidas en las
cotas anteriores. Como ya calculamos, limg_,; <<<((;)) + ﬁ) = =, donde ~ denota la

¢'(s)

constante de Euler-Mascheroni. Luego el desarrollo en serie de Laurent de — o(s) corea
de s = 1 tiene término constante —y < 0 y se tiene que —% < ﬁ para o cercano

a 1. De hecho, se tiene lo siguiente:

Proposiciéon 1.15. Para todo o > 1 se verifica que —% < ﬁ

Demostracion. Sea f(s) = (s — 1){(s), entonces J}/((SS)) CCI((SS)) + —L-. Por tanto, basta

s—1°
ver que para todo o > 1 se verifica que f'(c) > 0 (porque f(c) > 0). Partimos de la
representacion integral (s — 1)¢(s) = s — s(s — 1) [ w5 Yu}du, donde {u} denota
la parte fraccionaria de u. Como {u} =u — 1 en [1,2), se tiene que, para s > 1:

fl(s)=1- di(s(s -1) /12 u T (u — l)du) - di<s(s -1) /200 u_s_l{u}du),

S S

>1-— %(s(s -1) /12 S (u — 1)du) —(2s—1) /200 uw " Ldu.

Calculando las integrales y operando se obtiene que f'(s) > 1—27%((s+1)log2+1—
571, luego todo se reduce a probar la desigualdad (s +1)log2 +1 — s~ < 2% para
s > 1. Por un lado, la desigualdad es cierta para s = 2 y la derivada del miembro
izquierdo es menor que la del miembro derecho en [2,00), luego la desigualdad es
valida en dicho intervalo. Por otro lado, en [1,2) se tiene que el miembro izquierdo es
menor que (s+ 1)log2 + % y el miembro derecho es mayor que 2 + 2(s — 1) log 2 por
Taylor, luego también se verifica en [1,2) y se obtiene el resultado. O

Proposicion 1.16. Si s = o + it donde 1 < o < 2, entonces se verifica que:
logt sit>2,
R(v(3+1)) <0 ® S
2 log(t/2+ Cs) sit >4,

donde (s) = 1;((;)) y Cy =~ 0,5707.

Demostracion. Usando la expresion asintotica dada en 5.11.2 de [43] con término de
error dado en 5.11(ii) y tomando N = 1 obtenemos que:

P(z) =logz — % + Ry (2),

donde |Ry(2)| < 12|12|2

sec? (arg2(2)> ‘ Por consiguiente, tenemos que para los s en

nuestro dominio se verifica que 0 < arg(s) < 3, luego sec? (argz(s)) < 00531(%) =2V2.
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V2
6ls]*"

Por tanto, tenemos que si, s = o + it, entonces |Ri(s)| < Asi, denotando por

%Sx:%+1§26y:%Zl,tenemosque:

R(v(5 1)) = s 1) - gty + R(m (5 41)),

y se sigue que:

%(w(g + 1)) <logy + A(z,y) = logt —log2 + A(x,y),

donde A(z,y) = % log (1 + ;—;) - % <x2iy2) + 6(333/3112). Esta funcion alcanza el maximo

enx =2,y =17y este es < log2, luego se tiene que:

w(o (2 +1)) < gt
Ahora consideramos s = 0+2it, x = §+1 ey = ¢ y buscamos la mejor cota de la forma
log(t+ Cy). Para ello, siguiendo la demostracion anterior, vemos que simplemente hay
que tomar Cy > y(exp(A(x,y))—1), con A(x,y) definido exactamente igual que antes.
Esta funcion alcanza un méaximo global, en el dominio dado por % <zx<2,y>2 en
el punto (2,2) con valor ~ 0,5707, como queriamos ver. d

En adelante, tomamos Cy = 0,5707. Por tanto, considerando s = ¢ + it donde ¢ es
la ordenada la de un cero no trivial p = S 4147y con v > 2, tenemos que %(ﬁ) = ﬁ
y, si omitimos el resto de la suma en (1.5) y usamos la proposicion 1.16, obtenemos

que:

¢'(o +it) 1 1
1.21 7%(7) < =log(t+Co) — ——.
(121) C(o +it) 20g(+ 2) oc—pf
Teorema 1.17. ((s) no tiene ceros en la region:

Cy

1.22 c>1l——r——, t2>2
(122) - log(t + C2)
donde Cy es la constante de la proposicion 1.16 y Ch = 14%8\/3.

Demostracion. Gracias a las proposiciones 1.15 y 1.16 obtenemos que:

4 ) 3

—log(t 4+ C —— = A(o, t).
U_ﬂ<2og(+ 2)+0—1 (0,t)
.. K(6
Luego 8 < o — ﬁ y eligiendo o =1 + m tenemos que § < 1 — m con
K() = 6(525;565). Esta funcion alcanza el maximo en 6 = _ﬁ%m donde K (J) toma el
valor M_T&/g ~ 0,0287. O

A continuaciéon, vamos a ir un paso mas alla y generalizar el argumento utilizado en
las anteriores regiones libres de ceros de ((s) donde usamos que 344 cos(#)+cos(26) >
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0. Para ello queremos encontrar los pares (a, b) que hagan que a+b cos(6)+cos(260) > 0
Sea t = cos(f)), consideramos la funcion f(t) = a — 1 + bt + 2t2 en el intervalo [—1,1].
Queremos hallar una condicién necesaria y suficiente para que f(t) > 0 en dicho
intervalo. Como f es una parabola con derivada segunda positiva y vértice en tg = —g

tenemos que distinguir tres casos:

Si b > 4, entonces tg < —1 < t y f es creciente en nuestro intervalo, luego
f(t) > (—)—a—b—i—lyf(t)z siysolosia—b>—1.

. Sib < —4, entonces tg > 1 >t y f es decreciente en nuestro intervalo, luego
f@)>f(1)=a+b+1y f(t) >0siysolosia+b>—1.

3. Si —4 < b < 4, entonces tyg € (—1,1), luego el minimo de los valores de f en
nuestro intervalo se alcanza en f(tg) = a—l—% y f(t) > 0siysolosia > l—i—%.

Por tanto, esa es la condicién necesaria y suficiente. Notese que sustituyendo los
valores t = —1,0,1 en f(t) se obtienen las condiciones necesarias a —b > —1l,a > 1y
a+b > —1. Las cuales se puede comprobar que verifican todos nuestros pares (a,b).
Ahora, vamos a calcular la region libre de ceros de la Vallée-Poussin 6ptima usando
estos pares (a,b). Si tomamos uno de estos pares, se cumple que:

(1.23) —am(ifj))) - bﬁ(%) - WM) =0

Por tanto, aplicando las cotas obtenidas en las proposiciones 1.15 y 1.16, tenemos que
¢(s) no tiene ceros en la region:

b
ﬁ>a—m,

donde A(t) = %5 + Y8 Jog(t+C5). Si elegimos o = 1+ Tog(irCy) Ccon 0 > 0 obtenemos

que ((s) no tiene ceros en la region:

t+C )

f(9)
f>1- log(t + Cs)’

donde f(0) = %ﬂi(l@' Ahora queremos elegir (a, b, §) de manera que maximicen

el valor de f(9). Tras varios calculos obtenemos que esa funciéon alcanza el maximo
2(vab—a)
b+1

tenemos que f(a,b) =

en 6 = > 0 si b > a (en particular, b es positivo porque a > 1). Al sustituir,

2(vb—+/a)?
b1

por: por un lado, b > 4, b > a,a—b > —1 y, por otro lado, a < b < 4, a > 1—1—%.
Como el maximo se alcanza en el borde, observemos lo que ocurre en los distintos

puntos de borde: Si a = b entonces f(a,b) =0. Sib=a+1,b > 4 entonces el maximo
14— 8\f

. Debemos maximizar esta funcién en la region dada

se alcanza en (3,4) y obtenemos C; := f(a,b) = ~ 0,0287, el mismo que

en el teorema 1.17. Sia = 1+ %,a <3,b<4 entonceb el méximo se alcanza en
b =~ 2,966,a =~ 2,099 donde la funcién toma el valor ~ 0,03764. El b para el cual
se alcanza el méaximo es solucién del polinomio z° + 4z* — 1223 — 4022 + 64z — 64.
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Este polinomio es irreducible y, por tanto, el grado de Q(b) sobre Q es 5. Ademas,
operando en la ecuacion que define a C y usando la relacién que verifica b se obtiene
que C7 € Q(b), luego Q(C1) también tiene grado 5 sobre los racionales. De hecho, su
polinomio minimo sobre Q es 92° — 86z* 4 44723 — 189122 + 3684z — 136 que no es
resoluble por radicales. Asi, C; no se puede expresar de forma sencilla usando solo
sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y radicales.

A continuacién, vamos a extender el resultado anterior a los ceros de L(s, x) para un
caracter fijado x. Suponemos t > 0 en lugar de t > 2 sin pérdida de generalidad, pues
los ceros de L(s,x) en t < 0 son los conjugados de los ceros de L(s,x) en t > 0. La
razon para hacer esto es que nos interesa tener uniformidad en ¢. Es decir, para la
funcion ((s) lo hacemos parat > 2 y por simetria se tiene parat < —2. A continuacion,
es sencillo extender a —2 < t < 2 porque al ser un compacto, cualquier funcién
holomorfa no idénticamente nula tiene como mucho un nimero finito de ceros en ese
rectangulo (en el caso de ((s) sabemos que no tiene ceros en esa region), que se podrian
incluir posteriormente para ajustar la cota obtenida para ¢ > 2. Si fijamos un carécter
concreto x la region libre de ceros para L(s, x) se harfa exactamente igual que la de ((s)
en t > 2. Sin embargo, ya hemos comentado que no todas tienen simetria respecto
al eje real, luego también habria que hacerlo para ¢t < —2, pero més importante
ain es que, como queremos hacerlo para todas las funciones L(s, x) en general, nos
vemos obligados a considerar ¢ > 0 porque ya no se tiene la propiedad mencionada
anteriormente de los ceros en —2 < t < 2 y podriamos tener ceros arbitrariamente
cercanos a 1 a medida que g cambia.

Ademas, nos centraremos solo en caracteres no principales, luego ¢ > 3 a lo largo de
esta parte. La derivacion logaritmica en el producto de Euler nos da que:

(e e}
1.24 A(n Titlogn - gi g > 1
a2 HEN St o
Si (n,q) =1, como w = x(n)e *1°8™ verifica que |w| = 1, las partes reales de w y w?

son cos @ y cos26 con 6 su argumento. Por tanto, combinando lo anterior con (1.14)
y (1.24) obtenemos:

L'(a, xo) L'(o +it, x) L'(o + 2it, %)
. 3 DX RV (TSR ) s,
(1.25) 3L(U,X0) 4%<L(J—|—it,x)> 3%(L(cer%t,XZ)) 0

Observacién 1.18. Si y es real, x> = xo v eso va a afectar a nuestro argumento
cuando t es pequenio y estamos bajo la influencia del polo de L(s, xo) en s = 1.

Primero, supongamos que x es un caracter primitivo complejo. Por un lado, tene-
mos que:

(1.26) Lo, x0) i I I S R
. LU,XO XO 7 ’

n=1

Para los otros dos términos, —R(B(x)) —>_, %(%) desaparece en menos la parte real
de (1.10), usando (1.11). Ademas, el término de I' en la férmula (1.10) es O(log(t+2))



12 Regiones libres de ceros de las funciones  y L

nuevamente por la formula de Stirling, luego:

/ .
(1.27) —%(M) < e1Ly(t) - Zp: éR(S i p), con Ly(t) = log(q(|t] + 2)).
Esto dltimo se mantiene igual en ¢ > 1, para cualquier ¢ > 0 y para cualquier caracter
primitivo, ya sea real o complejo. Incluso, como %(ﬁ) = agT_g?
la suma entera o cualquier parte de ella, como queremos hacer en el caso o + 2it,
imitando la demostracién para ¢(s). La complicaciéon viene en que x? aunque no sea
principal, puede no ser primitivo. Sin embargo, si x1 es el conductor de 2, se sigue

que:

> 0, podemos omitir

L'(s,x?) L'(s,x1) p 7 logp
1.28 d — d < —< E logp < loggq.
(1.28) L(s,x?)  L(s,x1) 1—p°
plg plg
p primo p primo

L' (o42it,x1)
L(o+2it,x1) *

. Tomamos t que sea la ordenada v de un cero no

Por tanto, la cota c¢i1L£4(t) que tendriamos al omitir la suma entera para
L' (o0+2it,x?)
L(o+2it,x?)
trivial p = B+ivy de L(s, x) y nos quedamos solo con ese término en la suma de (1.27),

luego tenemos la siguiente cota para el término con s = o + it:

sigue siendo valida para

1

_ (L<ff+lt><> R
o—pf’

(1.29) L(o +it, x)

) <caly(y) —

y al sustituir todas las estimaciones anteriores obtenemos: ﬁ < % + caLy(7y). Por

altimo, tomando o = 1 + % para un cs adecuado tenemos 8 < 1 — 7&;6?7)'

Observacion 1.19. Esto se ha probado para cualquier carécter primitivo complejo x;,
pero la restriccion de que sea primitivo se puede quitar. En efecto, sea x1 el caracter
primitivo que induce a x, entonces L(s,x) = L(s, x1) Hp|q(1 — x1(p)p~*). Por tanto,
los ceros adicionales de L(s, x) respecto a aquellos de L(s, x1) provienen de un nimero
finito de factores que, en caso de anularse, estan en o = 0, pues si x1(p) = p®, entonces
1 = |x1(p)| = p°. Notese también que, el caracter y; tendra un modulo, pongamos
q1, menor que ¢, luego la region libre de ceros de L(s, x1) juega a nuestro favor para
obtener la region libre de ceros de L(s, x) con L4(7).

Vamos a enunciar el teorema que acabamos de probar:

Teorema 1.20. [9] Existe una constante positiva y absoluta cs tal que si x es un
cardcter complejo de mddulo q, entonces cualquier cero p = +1ivy de L(s, x) satisface:

_ G
(1.30) B<1 R

donde hemos tomado t =~y y L4(v) = log(q(|y| + 2)), para considerar los ceros tanto
en el semiplano superior como en el inferior.
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Ahora supongamos que y es caricter primitivo real. El argumento anterior necesitf}
una modificacion pues (1.28) ya no es valida. En su lugar, debemos relacionarla con %

pues L(s, x0) = ¢(s) [,,(1—p™"). En ese caso, exactamente por el mismo argumento
que en (1.28), se obtiene que:

L(s,xo)  ¢(s)
L(s:x0)  G(s)

Respecto a %l, no podemos poner lo de (1.18) porque en ella, para t suficientemente

(1.31) <logq, o>1

grande (t > 2), se podia despreciar el término ﬁ En cambio, ahora estamos traba-
jando en ¢ > 0 y no podemos omitirlo porque ¢ podria estar préximo a 0 y hacer dicho
término muy grande. Al incluirlo se obtiene:

(1.32) —é)fe(g((;)) < &e(ﬁ) + eslog(t +2).

Luego, si L,(t) = log(q(|t| +2)):

L' (o + 2it, x?) 1
1.33 —%(—’) (7) Ly(t).
(1.33) L(5,%%) o 13 2i) Tooka®
Asi, al tomar t = ~, se tiene ﬁ < %—l—%(ﬁm) +c7L4(7y). Si ahora consideramos
o=1+ % y postulamos v > %, obtenemos ﬁ < Mqu + E%i?) +crLy(7), que

implica que 8 < 1 — %L. Consecuentemente, si § es suficientemente pequenio
+5c70 Lq(7)

con respecto a ¢y, obtenemos una desigualdad del tipo que queremos pero sujeta a la

condicion y > %(W). Esta condicién se cumple trivialmente si v > ﬁ. Por tanto, si
q

a eso le anadimos que podemos omitir la condicién de cardcter primitivo al igual que

en la observacion 1.19, hemos obtenido el siguiente teorema:

Teorema 1.21. [9] Existe una constante positiva y absoluta cg tal que si 0 < § < cg,
X es un cardcter real no principal médulo q y p = B+ iy es un cero de L(s,x) tal que

ly| > %, entonces:

o

(1.34) B<1-— 55,00

Finalmente, nos falta considerar el caso de los ceros no triviales de L(s, x) con x
real no principal y |y| < 10‘; g con d > 0 fija. Veamos que a lo sumo hay un cero en
/ .
lo‘sgq para una constante ¢’ > 0 adecuada y que, si hay uno, entonces es real.

La desigualdad (1.27) con s = o > 1 puede ser escrita como —LL/((::;):))

> p %ﬂ), donde el sumatorio es real porque los ceros ocurren en pares conjugados.
Notese que para usar dicha formula hemos usado implicitamente que el caracter es
primitivo. Ahora si, pasemos a demostrar la afirmacién. Si hay dos ceros 8 + iy con
~v # 0, entonces considerando (1.27) y omitiendo todos los términos de la suma que

no correspondan a estos ceros deberiamos tener:

Lo, x)
L(o, x)

o>1-—

< ciplogq —

2(0 — B)

(1.35) Ryt

< cglogq —
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Ademas, para el lado izquierdo tenemos la cota:

(1.36) _L{ox) = ix(n)A(n)n_” > — iA(n)n_” = ¢lo) > — !
o) ~ ZT2 (o)~ o1
Combinando (1.35) y (1.36), obtenemos:
2(0 — B)
1.37 - < ¢l -
( ) g_1 ~¢o 0gq (0 —B)2 12
Ahora tomamos o = 1 + 102g6q’ lo cual implica que |y| < logq =2(c—1) < i(c—B).
Por tanto, la cota de (1.37) queda como sigue:
1 < | 8
— ciologqg — ——.
p— 10 logq 5(c — B)
Luego si § > 0 es suficientemente pequenio en relacion con c¢1g, obtenemos 8 < 1— log;q'

El argumento es igual si en vez de dos ceros conjugados hay dos ceros reales o un cero
doble real. Una vez se tiene esto, que el cero es real se sigue del hecho de que si hubiese
un cero no real, entonces también lo seria su conjugado y habria dos ceros conjugados.
Por tanto:

Teorema 1.22. [9] Existe una constante absoluta y positiva cig tal que si 0 < § < ¢y
y X es un cardcter real no principal, el inico cero posible de L(s,x) satisfaciendo:

_ 1)
logq’

(1.38) Il < y 8>1

logq’

es un cero simple real. Estos son los posibles ceros excepcionales mencionados en el
cdlculo de B(x) en (1.11).

Vamos a agrupar todos los casos posibles de las regiones libres de ceros de las fun-
ciones L(s, x) para tenerlos en un tinico teorema que poder mencionar posteriormente.
Notese que si [t| > 1, entonces L£4(t) es como logq|t|, y si |t| < 1, es como log q.

Teorema 1.23. Eziste una constante positiva y absoluta C con la siguiente propiedad.
Si x es un cardcter complejo mddulo q, entonces L(s,x) no tiene ceros en la region
definida por:
C
c>1l— ————.
log(q(|t] +2))

Por otro lado, si x es real no principal, el inico cero posible de L(s,x) en esta region
es un cero real y simple.

(1.39)

Observacion 1.24. Sea y caracter de modulo ¢, una propiedad interesante y funda-
mental de las funciones L(s, x) de Dirichlet es que, si 7, denota la parte imaginaria
de los ceros no triviales de L(s,x) entonces, como probo Siegel en [49] de manera
incondicional, se tiene que:

1
(1'40) ’Yx,n—i—l - 7x,n < T 0( ) q — 00,

~ logloglogq’
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para cualquier n fijado. En particular, se sigue que:

s 1
1.41 in |y, | < <7 1 )7
( ) Hvlinhx‘ —\2 +o(l) logloglog q

Por tanto, el primer cero de L(s, x) esté arbitrariamente proximo al eje real a medida
que g — 00. De hecho, bajo la hip6tesis de Riemann generalizada se tiene que:

1.42 — L ——.
( ) Yx,n+1 Tx;n IOg Iqu

En contraste con este resultado, se tiene que si v denota la parte imaginaria de los ceros
no triviales de ((s) entonces, Littlewood probé en 1924 [37] que existe una constante
A > 0 (él también prob6 que A = 32 es valida) tal que para todo n suficientemente
grande se tiene que:

1.43 — <
( ) Tn+l — Tn S log log 1og 1n

Esto se comprendera mejor cuando demostremos los teoremas relativos a los niime-
ros N(T) y N(T,x) pues todas estas cotas dependen de mejorar el error en dichos
teoremas.

Para ilustrar el resultado de Siegel, hemos usado [50] y hemos obtenido los datos
necesarios para poder visualizar esta tendencia decreciente. Si tomamos y el dnico
caracter real y primitivo médulo ¢ con ¢ primo de la forma 4n + 1, obtenemos la
siguiente grafica que representa la parte imaginaria del primer cero de L(s, x):

g T
8 )
5 6] 1
e
—
2
g4, 1
>
2 *
%,
a0 2 ko |
2 Pe S °°° ° °
g .:.'* ‘\.‘ ..o ® ° ° o®
k= ®
s ) ;‘o-.‘fo;o,g m{‘n’,.'.'f '.&fﬁ},b A
| . —
ch O | | | | | | |
0 500 1,000 1,500 2,000 2,500 3,000
Modulo ¢

Figura 1.1: Parte imaginaria del primer cero con v > 0 de las funciones L(s, x) con x
caracter real y primitivo méd gq.
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1.3. Algunos resultados de crecimiento para ((s)

En esta seccién, vamos a ver que, conocer estimaciones asintéticas relativas al
orden de ((s), se traduce en obtener regiones libres de ceros para esta. Este es un
resultado probado por Landau y que nos va a permitir deducir nuevamente la region
libre de ceros obtenida en 1.13 de forma muy elegante. Ademés, este teorema nos
da una idea de que nos interesa conocer el orden de ((s) y de diversas funciones
relacionadas con ella, lo cual sera el objetivo principal al que dedicaremos la parte
final de la seccion. Siguiendo el capitulo 3 de [52], comenzamos con varios resultados
generales de analisis complejo:

Teorema 1.25. Desigualdad de Borel-Carathéodory: Sea f(z) una funcion ho-
lomorfa en el disco |2| < R, sea 0 < r < Ry sean M(r) = méx <, |f(2)] ¥
A(r) = méx|; <, R(f(2)). Entonces se verifica que:

T AR)+ 250

M(r) <

Demostracion. El resultado es facil si f es constante. Si f no es constante, nétese que
el teorema del médulo méximo nos dice que M (r) = méx|,|—, | f(z)|. Supongamos que
f(0) = 0. Entonces A(R) > A(0) = 0 (no puede ser 0 porque entonces (f(z)) =0
y, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann también lo seria f). Sea ®(z) = m,

esta funcion es holomorfa en |z| < R porque la parte real del denominador nunca es
2

0 y cumple que ®(0) = 0. Sea f(2) = u + iv, entonces |®(2)> = % <1
porque —2A(R) +u < u < 2A(R) — u, luego |2A(R) — u| > |u|. Por tanto, estamos

en las hipotesis del lema de Schwarz y obtenemos que |®(z)| < % = gen|z[ =7

Ademis, |1+ @(2)| > [1 —|@(2)|| =1 —|®(2)] > 1 - 5 = ngr. Por tanto, |f(2)| =

‘%S@Z()Z) < 2‘2@T y se obtiene el resultado. Si ahora f(0) no es cero, aplicamos lo

anterior a f(z) — f(0) y obtenemos:

2r 2r
— < ] — <
1f(2) = JO)] < 5 gll‘f}g(%(f@)) R(£(0)) < 7 (AR) + [£O))),
y se sigue el resultado aplicando la desigualdad triangular. O

En particular, si A(R) > 0 deducimos que M (r) < FEL(A(R)+|£(0)]). Modifican-
do f(z) por —f(z) o por +if(z) se obtienen resultados analogos reemplazando A(r)

por mfn|z\:r §R<f(z))a Hléx|z|:7“ S(f(z)) o ml’n|z\:7“ %(f<z))

M

Lema 1.26. Si f(z) es holomorfa y verifica que ‘%‘ < e™ ambas en el circulo

|z — 20| <7, con M > 1y f(z0) # 0. Entonces, se tiene que:

f'(z) 1 AM
‘f(z) _Zz—p‘ <T

r
T

, enfz—z| <

para cierta constante A > 0 y donde p recorre los ceros de f(z) en [p — 2| < 5.
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Demostracion. Definimos la funcion g(z) = f(2) [[,(z — p)~ L. Por construccién, esta
funcion es holomorfa en |z — 29| < r y no tiene ceros en |z — 29| < Z. Ademas, en
|z — 20| = 7 se tiene que r = [z — 20| < |z —p| + |p — 20| < |z — p| + 5, luego
|z —p| > 5 > |p — 20|. Por tanto, en |z — 29| =  se verifica:

= 2= <1
= <eM
‘Zo fZOH f(20)

Por el principio del médulo maximo, la desigualdad sigue siendo valida en el interior
del circulo. Ahora, definimos h(z) = log( (( ))) que es holomorfa en [z — 29| < § ¥

verifica que h(zp) = 0y R(h(s)) < M. A continuacion, vamos a aplicar la desigualdad
de Borel Carathéodory a l(z) = h(z 4+ 2z9) tomando, con la notacion de dicho lema,
R=5yr= 3—7" (en realidad, para lo que lo vamos a usar, nos sirve cualquiera que
esté estrlctamente entre 7 y 4). La funcion I(z) verifica que /(0) = 0, es holomorfa en
|z < 5y R(I(2)) < M en dicho circulo, por tanto, el teorema 1.25 nos da que existe
una constante A > 0 tal que |I(z)] < AM para todo |z| < 3F. Asi, haciendo el cambio
de variable z — z + 2 tenemos que |h(z)| < AM en |z — 2| < . En particular, se

verifica en |z — zg| < 7 y, por consiguiente, en dicho circulo también se cumple que:

h 4AM
W (2)| = ‘(zm)l/ (7“’)26110 <27
|lw—z|=r/4 (w - Z) r
y se tiene el resultado porque h'(z) = “(;l ((ZZ)) que es exactamente el término izquierdo
de la desigualdad del enunciado. O

Lema 1.27. Si f(z) estd en las hipdtesis del lema 1.20 y satisface que no se anula en
la mitad derecha del circulo |z — zo| < r, entonces:

_%(J;((::))) < ATM

mientras que si zg = oo + iy y f(2) tiene un cero, py = Po + iv0, en el segmento que
une 20 — 5 Y 20, entonces:

9

i) <

r o0 —Bo

Demostracion. Si llamamos h(z) = };((;)) - donde |p — 29| < r/2, entonces,

pz— p
como —R(h(z)) < |h(2)|, aplicando el lema 1.26 con z = zy obtenemos que:

(5 <A oyach)

f(z0) r 20— p

Dado que R((z0 — p)~!) = % > 0 para cada cero p (porque no tiene ceros
en la mitad derecha del circulo), omitiendo la suma se concluye el primer resultado.
Para el segundo ndtese que py es uno de los ceros considerados en la suma porque
|z0 — po| < §. Por tanto, simplemente omitimos nuevamente la suma en p # po y se

tiene el resultado. O
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Lema 1.28. Supongamos que f(z) estd nuevamente en las hipdtesis del lema 1.26 y

'(z0)
aue | 7o)

del circulo |z—z| < r, donde 0 < r" < §. Entonces se verifica que existe una constante
A >0 tal que:
‘f (2)

!/
f(z)
Demostracion. El lema 1.26 nos da que:

[(2)Y _ AM L AM
“R(55) < OGRS

< % Supongamos también que f(z) no se anula en la parte o > oo — 21’

AM
<7

,enlz—z| <7

para todo z en [z — 2| < 7, 0 > 09 — 21" (donde cada término de la suma anterior

es positivo). Para obtener el resultado debemos distinguir dos casos: si 0 < 1’ < 5
[’ (z+20)
f(z+20)
los circulos |z — 29| < 21"y |z — 29| < . En efecto, h(z) es holomorfa en |z| < 27" < r,

entonces aplicamos el teorema de Borel-Carathéodory a la funcion h(z) = — en

h(0) = —J;/((j(?)) y tenemos la cota para su parte real en |z| < 27" < 7. Por tanto, el
teorema 1.25 junto a las cotas obtenidas anteriormente nos da:

M M
|h(z)| < 24— +3—, en|z| <7/,
r r

y se obtiene el resultado llamando A a 24 + 3. En cambio, si § < 7' < 7, el circulo
de radio 27’ no sirve porque, aunque la holomorfia de h(z) se tiene, este circulo es
mas grande que el de radio 7 y la condicién para la estimacion de la parte real no es
equivalente a estar en el circulo de radio 27/. Sin embargo, tomando R = 7 se tiene

nuevamente el resultado por el teorema 1.25 aplicado a la misma h(z). Ul

Ya estamos en condiciones de probar un teorema general que posteriormente nos
encargaremos de particularizar para obtener regiones libres de ceros de ((s). Seguire-
mos la demostracion propuesta en el teorema 3.10 de [52].

Teorema 1.29. Landau: Supongamos que ((s) = O(e®®)) cuando t — oo en la re-
gion 1—0(t) <o <2yt >0, donde ®(t) y ﬁ son funciones positivas no decrecientes

para t > 0 tales que 6(t) < 1, ®(t) — oo cuando t — oo y % = o(e®®). Entonces

existe una constante Ay > 0 tal que ((s) no tiene ceros en la region:

02t +1)

. >1— A2
(1.44) o>1 A1¢(2t+1)’

para t suficientemente grande.

Demostracion. Sea p = [+ iy un cero de ((s) en el semiplano superior. Sean 1 +
e~ < 5y < 2, 59 = 09 + 1, sy = oo + 2iy, r = 6(2y + 1). Entonces, por
construccion, ambos circulos |s — so| < r,|s — sp| < r estan dentro de la region
o >1—06(t). Esto se debe a que si s esta en el primer circulo (con el segundo circulo
es analogo) entonces, por una parte, [t —y| < 0(2y+1) < 1,luegot <~v+1<2y+1
y, por otra parte, —o < —og+60(2y+1), luego 0 > 14+e~ 2+ _9(2v4+1) > 1-6(t)

por monotonia. Ademaés, existe una constante positiva A tal que ﬁ < % <
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Ae®@7HD) ¢ anglogamente para s(- Por hipoétesis, hay una constante positiva A tal
que:

Y

’ ¢(s) ‘ < A2®(27+1) ‘@
¢(s0) T 1¢(sp)
en los circulos |s—so| < ry |s—sp| < r respectivamente. Notese que para obtener estas
cotas hemos usado que ®(¢) tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito asi como la
monotonia de ®(t), pues primero se obtendria una cota de la forma Ce®® < Ce®@rtl)
y luego una cota de la forma Me®@7+1) < ¢42227+1)  Ahora ya estamos en la hipotesis
del lema 1.27 con zp = s, y M = A2®(2y + 1) y, al aplicarlo, obtenemos:

‘ < A2®(27+1)

_3%((/(00 + 2@'7)) As®(2y+1) .

(1.45) Coo+2m)) = 0y + 1)

Por otro lado, si 8 > ¢ — 5 y tomamos 2y = so entonces estamos en las hipotesis de
la segunda parte del lema 1.27 y obtenemos:

Clootiv)y _ As®(2y+1) 1
(1.46) _%<C(00+i7)> 02y +1)  oo—f

Ademas, para og suficientemente cercano a 1 se tiene que:

_¢(00) a
Cloo) Soo—1'

donde a se puede tomar todo lo cerca de 1 que queramos eligiendo un oy conveniente.
Usando (1.45), (1.46) y (1.47) se tiene que, si B = 0331 + 5%3(%2:;;1) entonces B —
4 >01luego, 1 —f>4B7" — (09— 1) = %, donde:

(1.47)

o0—p3
oo 30 54322y +1)(o0—1)
N 4 4 0(2v+1)
D 3a n 5A3 ®(2v+1)

Aog—1) 4 (2y+1)

it _5 41 @2y
Para hacer el numerador positivo tomamos a = 7 y o9 — 1 = 043 0(2711) lo cual es

consistente con como hemos fijado o si tomamos ~ suficientemente grande debido a

D(t)

la condicién de que W = o(eq)(t)). Por consiguiente, se sigue que:

6(2y+1)
1-6>
= 124043%(2y + 1)

(1.48)

como querfamos. Por tltimo, nos falta considerar qué sucede si 3 < o9 — 5. En ese

1 0(2y+1)  0(2y+1 1 1 L.
caso, 09— 5 = 1+ 04, <I>((21+1)) _ ‘é ) — 1 —0(2v+1) (5 — W) y el término
dentro del paréntesis es positivo para 7 suficientemente grande porque ®(t) — oo
cuando t — oo. O

Observacion 1.30. Para ilustrar la importancia de conocer el orden de ((s) cabe
destacar que si sabemos que ((it) < t'/2 y ¢(1 +it) < logt ambas en ¢ < 0, > 0
(lo cual se demuestra usando la ecuacion funcional de ((s) y la formula de Stirling)
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entonces gracias a un teorema de andlisis complejo que generaliza al teorema del
mo6dulo maximo, llamado principio de Phragmén-Lindelof, [10], se puede demostrar
lo que se conoce como la «convexity bound» para ((s), [30]. Este resultado nos dice
que:

(1.49) Clo+it) <tz logt, 0<o<1,t>t>0.

¢(s)(s—1)
5+2)(3=9)/2 Jog(s+2)
es holomorfa en 0 < 0 < 1 y estd acotada en ¢ = 0 y ¢ = 1 por las estimaciones

previas. De este hecho se concluye directamente el resultado aplicando el principio de
Phragmén-Lindelof. Ademas, como veremos mas adelante, en 1 < o < 2 ((o + it) =
O(logt) uniformemente en o, luego en % < 0 < 2 se tiene que ((s) < t. En particular,
tomando 6 = J y ®(t) = log(t + 2) tenemos una nueva prueba de la region libre
de ceros 1.13. De hecho, usando el lema 1.28 y el teorema 1.29 se puede demostrar
(teorema 3.11 de [52]) que si tomamos 6(t) = 1, ®(t) = log(t+2) y o > 1— ﬁ,
entonces:
¢'(s)

1
¢(s) ¢(s)
En particular, se tiene para s = 1+ 14t. Este es un resultado relativo al orden de ciertas
funciones relacionadas con ((s) que demostraremos en esta misma seccion sin apelar
a este resultado. Durante lo que resta de capitulo, no trataremos mas regiones libres
de ceros. Sin embargo, en el siguiente capitulo, estudiaremos la regiéon libre de ceros
de Vinogradov-Korobov, la mejor obtenida hasta la fecha dada por la cota:

. Esta funciéon

Para demostrarlo, consideramos la funcion f(s) = (

= O(logt), = O(logt).

c
— >
o>l (log t)2/3(loglog t)1/3’ b2 to,

donde ¢ es una constante absoluta.

A continuaciéon, pasamos ya a estudiar el comportamiento asintético de ((s). Para
ello, siguiendo el lema 1.2 y el teorema 1.8 de [29], vamos a ver que, a pesar de que
o0 — 11— . . .
S>>0 n17% no converge, sus sumas parciales aproximan a ((1 + it) salvo por un
término de correccion.

Lema 1.31. Sea f(z) una funcion definida en el intervalo [a, b] con valores reales y tal
que f'(x) es continua y mondtona en [a,b]. Ademds, supongamos que |f'(z)| < < 1.
Entonces:

b
(1.50) S e(f(n)) = / e(f(x))dz + O((1 - 6)7).

a<n<b

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, suponemos que f’(x) > 0 en [a, b], porque
de lo contrario simplemente tomamos conjugados en la suma de la izquierda. Sea
on(x) =e(f(n+z)) cona<n<b—1y0<x < 1. Extendemos la anterior definicion
a toda la recta real de forma l-periédica definiendo ¢,(0) = ¢, (1) = %(e(f(n)) +
e(f(n + 1))). Por tanto, aplicando el criterio de Dini (que se puede aplicar porque
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¢n(x) tiene derivadas laterales en x para todo 0 < z < 1), ¢, () se puede expandir
punto a punto en serie de Fourier de la siguiente forma:

o
On(x) = Z are(kx).
k=—oc0
Al calcular los coeficientes se tiene que ag(n fo f(n+z))dx y para k # 0, la

integracién por partes nos da que:

e(f(n+x)
2k‘m

ak(n) = —

Por tanto, tomando x = 1, obtenemos que:

—ka) ‘ + Kk~ / f'(n+z)e(f(n+z) — kx)d.

o0

1

S ) +elfn 1) = Y axln) =
k=—oc0
))dz +» k™ f'(n+x)e(f(n+z) — kx)de =
- [ Z o
n+1
= / ))dx + Zk / f'(x)e(f(z) — kx)dx.
n k=0

Notese que el término de frontera en los ap con k # 0 ha desaparecido porque

limpy o chvz_N % = 0. Sumando sobre los a < n < b — 1, se tiene que:
k#0

b
(1.51) > e(f(n)):/ e(f(z))dz+ Y k™I, + O(1),

a<n<b k#0

donde I, = fLaHlf e(f(x) — kx)de = (2mi)~ fLaJJrl f,fx(;” kd‘i(e(f( ) — kx))dx.
Obsérvese que el término O(1) se ha obtenido de acotar la integral f la]+1 e(f(z))dx
por la integral en todo [a,b]. También se obtiene un término constante en el lado
izquierdo pues Y5, <1 5(e(f(n)) +e(f(n+1))) = X,cpap e(f(n) — ze(f(la) +
1)) — 2e(f(|b])). Ahora, recordemos que el segundo teorema del valor medlo para
integrales nos dice que existe un € en [|a] + 1, |b]] tal que:

[b] 3 1]
/L w(@)o(z)dz = u|al +1)/MHv(:c)czx+u(m)/E o(z)dz,

al+1
si u, v son Riemann integrables en dicho intervalo y u es monétona. La idea es aplicar
lo anterior con u(z) = f,f(;:()xzk y v(z) = %(e(f(x) — kx)). Si k = 1, tenemos que
Iff(2) <1, |[f(x) =1 =1~ f'(x) > 1§ ysetiene que [; < (1 —9)"L. Sik#1
entonces |f'(x) — k| > |k| — f'(z) > |k| — J y se tiene que I}, < (|k| — §)~!. Por
consiguiente, se cumple que:

Dk < (107" + i(k(k: ) R )

k0 k=2

y se sigue el resultado. O
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Teorema 1.32. Para 0 < o9 <o <2, x> Li—‘, s = o +1t, se tiene que:

.1‘1_8

s—1

(1.52) ()= S n +

n<z

+0(x79),

donde la constante implicita en el término O solo depende de og, luego la cota es
uniforme en o.

Demostracion. Para R(s) > 1y N > 2, la identidad de Abel nos da que:

(1.53) Z n %= N — EN*S — s /OO A(z)z~5 dx
' Cos—1 2 N ’
n>N
donde A(z) =z — |z| — 2 = O(1). Por tanto:
(1.54) ¢(s) = Z n 4+ N — les - s/oo A(x)z ™ ldx
. N NN s—1 2 N '

Si tomamos 0 < g9 < ¢ < 2 para cierto op, entonces tenemos que g < 1+ |t
luego el tltimo término es O((1 + [¢t|)N 7). Si ahora consideramos u > z y llamamos
B(u) =3 cp<u n~% se tiene, por el lema 1.31 con f(z) = (2r)~!|t|logx, z > Li—l y
6= %:

ulit — g1t

—— +0(1).

B - | Yty 1+ 0(1) =

Aplicando nuevamente la identidad de Abel, tenemos que, para x < N, se verifica:

Z n- %= O’/N u°'B(u)du + B(N)N 7 =

r<n<N z

N , —s —o—1,.1—it 1—o—it
u ¥ —u T N
- du+O0(z%) + O(aN )+ —— =
a/x T u+ Oz %) 4+ O(x )+ T
les wlfs
- 1—-s 1-—s

+O(xN"7)4+0O(x™7).

Sustituyendo esta estimacion en (1.54) tenemos que, para 0 < og < o < 2:

1—s

C(s) = ;n + 5+ 0@™) + O@N~7) + O(IfN"7),
y se obtiene el resultado haciendo N — oc. O

Corolario 1.33. Sea t > 2. Existe un A > 0 tal que |((o +it)| < Alog(|t| + 2) para
todo o > 1.
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Con estos resultados en mente, vamos a aplicarlos a un caso concreto. En par-
ticular, vamos a usarlos para calcular una constante explicita K de manera que
|¢(1+it)| < logt+ K para todo t > 2. Para cllo, definimos la funcion g(z) = [}* A(t)dt
siguiendo la notacion del teorema 1.32. Dado que fol A(t)dt = 0 se tiene que g(z) es
la extension 1-periédica de 2z (z — 1). Ademas, como g(1) = 0 se sigue que g(N) =0
para todo entero N. Por consiguiente, integrando por partes en la expresién obtenida
en (1.54) se obtiene que:

1—s —5 00
(1.55) C(s) = Z n-°+ i\f_ T~ N2 —s(s+1) /N g(x)z ™ 2dx.

Tomando s =1+ it y N = [t| tenemos que:
: EEN o 1 1,
CAFit)| <log(t+1)+y+t "+ 5t +2 3at
Luego para t > 2 se deduce que |((1+it)| < logt+ K con K = log %+’y+% ~ 1,85768.
A continuacién, incluimos una grafica ilustrativa de esta desigualdad. Demostremos

|Z(1 + it)] < log(t) + K

— |21 +it)]
—== log(t) +K

-
-
—3
-
-
-
-
-
-

Figura 1.2: Grafica de |((1 + it)| y su cota superior logt + K.

ahora algunos resultados sobre el orden de distintas funciones relacionadas con ((s)
comenzando por el teorema 6.7 de [41]:

Teorema 1.34. Sit > 2,1 — lozt <o <2ys=o0c+it, conc la constante de la

region libre de ceros 1.13, entonces:

¢'(s)

(1.56) 0

< logt,



24 Regiones libres de ceros de las funciones  y L

(1.57) [log(¢(s))| < loglogt + O(1),

1

En particular se tiene para s =1+ it,t > 2.

Demostracion. Si o > 1, tenemos que:

(O e (o)1
o) | < 2 AT =~y <ot

Luego el resultado es obvio si ¢ > 1 + @. En particular, se cumple para s; =
1+ @ + it. Ahora vamos a usar un resultado que atin no hemos probado pero que
probaremos durante la demostracion de la féormula del nimero N (7). En realidad, se
puede probar combinando la férmula de Jensen, teorema 1.2, con la desigualdad de
Borel-Carathéodory, teorema 1.25. Como para s; se cumple (1.56), se tiene que:

(1.59) 2:%(

Por otro lado, si ahora consideramos s = o + it en la forma del enunciado, aplicamos

(1.17) y restamos Ccl((jll)) obtenemos:

) < logt.
S1—p

¢'(s)  ¢'(s1) 1 o
(1.60) ((s)  C(s1) |t%:<1 <3—/0 51 —P) +Ollog?).

Ademas, |s — p| < |s1 — p| para todo cero p en la suma, es decir, |s — p| < |51 — p| K
|s — pl|, lo cual es cierto porque |s1 — s| < (logt)™! y R(s1 — p) = |s1 — p| > (logt)~L.
Por tanto, utilizando estas estimaciones se cumple que:
1 1 1 R(s1 — 1
(= - )< e ’;):a%( ).
s—p S1—p |s1— p[*logt — [s1—p] s1—p

Combinando esto tltimo con (1.59) y (1.60), obtenemos (1.56). Para ver (1.57), se-
guimos el mismo método que para la anterior estimacion. Si o > 1 se tiene que:

lo

oo
An) _,
(1.61) lo8(C())] < 3 )= — log(( (o))
“— log(n)
Al igual que antes, si o > 1+ @ el resultado se tiene trivialmente. En particular, se

101gt + it. Por otro lado,

tiene para s1 =1+

P,

s C(w)

donde el camino es el segmento que une s; con s. De este término, obtenemos el O(1)
utilizando que |s; — s| < (logt)~! y (1.56). Por tanto, usando las cotas obtenidas en
(1.61) y en (1.62) se tiene el resultado. Finalmente, log (@) = —R(log(¢(s))) <
|log(¢(s))| < log(logt) + O(1) y se obtiene lo que queremos. O

(1.62) log(¢(s)) —log(¢(s1)) =




1.3 Algunos resultados de crecimiento para ((s) 25

A continuacién, vamos a ver un resultado sorprendente para el que vamos a seguir

el ejercicio 6.1.1.7 de [41]. Pareciera que, con lo que sabemos gracias al corolario 1.33 y
C(o+i(t+1))
C(o+it)

se puede acotar de mejor manera que el obtenido mediante el producto de las cotas

de sus respectivos términos, como muestra el siguiente teorema:

‘ < log?t para o > 1y t > 2. Sin embargo, este producto

Teorema 1.35. Si o > 1, tenemos la siguiente estimacion:

4 o+i(t+1)) _4
(1.63) (0—1)7 < \Ci) < (0—1)7,
uniformemente en t. Ademds, uniformemente en t > 2 se verifica que:
(1 t+1))
(1.64) (logt)™ T < C—Flzj_—i_’ < ( logt)%

Antes de pasar con la prueba de este teorema, demostremos un par de proposiciones
que necesitamos para nuestro cometido.

Proposicion 1.36. Si o > 1 entonces se verifica:

o ] < o (23 A (257

C(o +it) — n?logn 2

uniformemente para todo t real.

oo A(n)
n=1 logn

Demostracion. Si o > 1, entonces log(((s)) = > n~%. Por tanto, R(log({(c +

i) => .07 ﬁ)(g"gn*" cos(tlogn). Asi, tenemos que:

CJ—I—Z (t+1))

(o + it) ‘ = R(log(¢(o +i(t +1)))) — R(log(¢(o +it))) =

=3 Aot + 1) logm) — cos(tlogn)).

nologn
n=1 g

Para concluir, denotamos por § = (t + 1)logn y ¢ = tlogn. Se cumple que cos(f) —

o v ) < (] :
Sea ahora f(#) = | sin(w6)|. Para k entero se tiene que f(k fo —k6)dh =
Wg—l)' Dado que f(¢) es una funcion 1-periédica, Contlnua y Cta trozos existen

las derivadas laterales en cada punto y el criterio de Dini nos garantiza la conver-
gencia puntual de la serie de Fourier a la funcién. Es decir, tenemos que fo) =

At f(k)e(kO) = A f (k) cos(27k0) porque f(k) = f(—k) por ser la funcion

par. Con esta notaciéon, veamos que:

Proposicion 1.37. Sea 1 < o < 2, entonces:

(a—i—z ’

1 [2F (k)
(o +if) (o +ik)| ,

uniformemente para todo t real.
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log n

Demostracion. Siguiendo la notacién previa al enunciado, tomamos 6 = y apli-
cando las propiedades que ya hemos comentado de f(6) y la proposicion 1. 36 tenemos

que:
e (0 550 )

H exp(z Al( g?ncos(k‘10gn)))2f(k): H |C(0+ik)|2f(k)

k=—o00 k=—o00

Es importante destacar que el intercambio de sumas en la primera desigualdad es
valido porque la serie combinada converge absolutamente ya que lo hace la serie de

los f(k) y la de los a, = n‘{\l(:g)n Asimismo, la convergencia de la serie dentro de la
exponencial nos permite concluir la primera igualdad, pues el producto converge a la
exponencial de la suma. O

Pasemos ya a demostrar el teorema 1.35:

Demostracion. En primer lugar, nétese que, una vez tenemos demostradas las cotas
superiores, obtener las cotas inferiores es sencillo; basta con hacer el camblo t —

—(t+ 1) y aplicar las estimaciones superiores. En efecto, se tiene que G Ul til ) =
‘Cafzizﬁl)‘ que es el inverso de lo que teniamos antes. Por tanto, es suficiente con

probar las cotas superiores. Sea F'(0) = [[,=_ . [{(o + zk)]2f k). Tenemos que:
log(F (o)) = 2£(0)log(¢ +4Zf )log(|¢(o + ik)]).

Por un lado, por (1.57), la suma en k es, a partir de un cierto ko, < >y, f(k)log(log k)
< 1. Por tanto, log(F(0)) = 21og(¢(c)) + O(1) y se tiene que F(o) < Q(O')%. A su
vez, como ((s) no se anula en ¢ > 1y ((s) — (s — 1)~! es entera, se deduce que
(0 —1)((0) < 1 paral < o < 2y seobtiene (1.63) sin més que notar que, en realidad,
en la demostracion de las proposiciones anteriores hemos probado que:

’ §a+zt+1

H <log F(0), paral <o <2y uniformemente en t,
(o +it)

1 ¢(o+i(t+1))
< ‘ o+zt

en t. Para ver (1.64), tomamos o = 1 + logt para € > 0 suficientemente pequeno en
(1.63). Para ¢t > 2, usando (1.56), se verifica que:

Clo+it) /C’x+zt /C' x + it)
C(1+it) x it x + it)

lo cual nos da que F(o)~ ‘ < F(o) para 1 < ¢ < 2 y uniformemente

d < (0 —1)logt <« e,
Cloti(t+1) _ ¢(1+i(t+1))
Clo+it)  —  C(1+44t)

Clo+ilt+1) _ (o +it+1) (A +it) (A+ilt+1) _ @ ¢ +ilt+1)
Clo+it)  CA+i(t+1)C(o+it)  C(L+it) 1 +it)

y se sigue que pues se cumple que:
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1.4. Los numeros N(T)y N(T,x)

Definiciéon 1.38. Llamamos N(7') al numero de ceros, contados de acuerdo a su
multiplicidad, de {(s) en el rectangulo 0 < 0 < 1,0 <t < T. Como vamos a tomar T'
suficientemente grande, podemos suponer que no coincide con la ordenada de ningtn
cero no trivial.

Teorema 1.39. [29/
T

(1.65) N(T) = —log — — — + O(logT).
s

Demostracion. Sea D el rectangulo de vértices 2441, —144T orientado positivamente.
Entonces, por el principio del argumento:

'(s
(1.66) N(T) = (47) 1%(/73 5((5))61
Si llamamos 77( ) = %TF_S/QF(S/2)C(S), entonces &(s)
5{/((38)) =14 L4 77((5))’ asi como 7(s) = n(1 — s) y n(s) = 1(3) donde sea holomorfa.
n())d ) —4“(&77( ds) donde

Por las simetrias que cumple 7, se tiene que \s< I
L consiste en los segmentos [2,2+iT] y [24iT,1/2+4T]. En efecto, si denotamos por

= s(s — 1)n(s) y se tiene que

f(s):="1 (( )) y llamamos D1 y Dy a los caminos orientados positivamente resultantes de
considerar los caminos derecho e izquierdo de D respectlvamente (respecto a o = 1/2),
se tiene que, como f(s) = —f(1 — s), entonces fD s)ds = fD —f(1 —s)ds =
fD s)ds, donde hemos hecho el cambio de variable s — 1 —s en la primera igualdad.
Ahora llamamos L al camino explicado anteriormente y R a su camino simétrico, en
D1, respecto del eje real, ambos orientados positivamente. Dado que recorrer R es
igual a recorrer el conjugado de £ en sentido negativo, se tiene que I'g = fR f(s)ds =
—[=f 7 f(s)ds. Si denotamos por ~(t) al camino L y puesto que se verifica que f(35) =

f(s), se tiene que Iz = —f fOy@®)y = —fbf = —1I. Por tanto,
de la primera exphcamon obtenemos que fD s)ds = 2 fD ds y de la segunda,

obtenemos que & fD (s)ds) =23( [, f(s)ds), y asi logramos lo que queriamos.

Ademas, por la formula integral de Cauchy, ( fD ( ))ds = 4x. Por tanto,
basta con calcular:

o [ 5eee) =9 [L (- groem+ 0 + 5 )) =

—;Tlogw+%</£;F((i//z))ds—i—/[:i((j))ds).

Por un lado, \9<f£ (s/2) ds) = Slog(I'(3 +i1)). Esto se debe a que en £, T'(s/2)

20(s/2)
no tiene ceros y I'(s/2) del camino esta contenido en un dominio que es simplemente
conexo y no contiene ceros de I'(s/2). Por tanto, como la integral de la derivada loga-
ritmica de una funcién sin ceros en un camino contenido en un dominio simplemente
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conexo es una rama bien definida del logaritmo de dicha funcién, se tiene el resultado.
Por otro lado, la formula de Stirling, (1.1), nos proporciona una manera de calcular
este ultimo valor asintéticamente:

1 T 1 1 1 1 1 1 1 1 1
tog (0(+i5)) = (5+57T) g (3+5i7) = (5 +57T) +5 log2n+0(I3+5i71™").
og 4—1—12 2—1-22 og 4—1—2@ 2—1-27, 3 o0g 2m+0 ]24—2@ \

Como los términos constantes no aportan nada a la parte imaginaria, y para T suficien-
temente grande tenemos que |1 + 1iT| = 7”4;‘“2 ~ Ly arg(3+ 3iT) = arctan(2T) ~

5. Se obtiene que:

Slog (F(i —i—z%)) = 1TlogZ Iz +O0(T™).

2 2 2 8
Combinando todas estas estimaciones, tenemos:

(1.67) N(T)=1- — log7r + —logg - % - % + i%(/ﬁ g((j))ds) +Oo(T™Y,
(1.68)  N(T)= 2T7T1 g% - 1 4 ; + 1“(/1: g((j))ds) +oT.

Asi, para probar el teorema nos falta ver que:

(1.69) s( /1 j;TT g((j)) d.s) = O(logT),

pues para [2,2 +iT] se tiene que el camino (2 +it) con t € [2,2+iT] esta contenido
en un dominio simplemente conexo que no contiene al origen. En efecto, en dicho
segmento ((s) = > o0 n~% luego [((2 +it) — 1| = [ Y00, n 274 < ((2) — 1 < 1,
luego la integral en [2,2 + iT] es (log(¢(2 + iT")) — log(¢(2))) que esta acotada
uniformemente en 7" porque los valores de ¢ en ese segmento estéan acotados por ((2),

usando (1.12), y lejos de 0. Por tanto, \s(fﬁ <) g ) =0(1) — J( 24T ¢ S)ds>

1/244T ((
Para probar (1.69), necesitamos algunas cotas para g Sit>2,1<o0 <2, recordemos

(
que tenemos (1.17). En esta formula, tomemos s = 2447y, por lo dicho anteriormente,
¢ (2+4T)
c+iT) — o(

(1.70) R(>( ! +}>><AlogT.

s=p P

1). Asi, obtenemos que:

Si p = B + iy es un cero no trivial de ((s), entonces ya hemos visto que R(p~1) > 0

y, en este caso, §R<s p) = (275)2 (BT P > 4+( EE luego (1.70) nos da que:

(L.71) ) H(Tl_w — O(log T).

Este tipo de argumentos los vamos a usar posteriormente y también para el caso de
las funciones L(s,x) asi que los dejamos aqui como un ejemplo de referencia para
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no volver a repetirlo en los demas. Ahora, nétese que para cada p considerado con

T<’Y<T+1, m_%,luegol
1 1
(L72) N(T+1)-N(T)<2 Y ——— <2y — — _ —O(logT).
rir LT =) 1+ (T =)

Esto nos dice que cada banda T' < t < T+ 1 contiene menos de C'logT ceros de ((s)
para una cierta constante C' > 0. A continuacion, usando (1.5) con s = o+ ity 2+ it
(donde ¢ > 2 no es una ordenada de un cero no trivial) y restando ambas expresiones
obtenemos:

(1.73) Cls) _ Ologt) + > (S i = = )
p

24t —p

Notemos que en este resultado hemos aplicado implicitamente la féormula de Stirling,
la cual es valida pues estamos tomando ¢ suficientemente grande, luego los valores
para las que la aplicamos estan lejos de la recta real negativa donde la férmula de
Stirling no aplica. Ademas, si —1 < o < 2, entonces para los términos con |y —t| > 1
tenemos que [(s —p) L = (2+it—p) 7t = (2—-0)|(s —p)(2+it —p)|7t < 3]y —t|2
Por tanto, por (1.71):

Z ‘ ! —2+; ’ 3 Z |'y—t\2<32 O(logt).

s—p
pily—t|>1 pily—t|>1

Asimismo, para la parte con |y — t| < 1, tenemos que |2 + it — p| > 1 y el namero de
dichos términos es también O(logt) por (1.72), luego hemos obtenido:

!
(1.74) ¢(s) = Z L + O(logt), en—-1<o<2.
=<1 ”

Con este resultado, la prueba de (1.69) es sencilla. Por (1.74):

N 2T '(s) B N 2+iT d B
\S</1/2+iT C(j) ds> = Ollog ) + J<[/2+iT |T;|<1 s —SP) B

24T d
O(logT)—F%( Z / ‘ Sj) O(logT)+ Z Aarg(s—p)) = O(logT).
T—|<1 7 1/2HT P \T y]<1

pues |Aarg(s — p)| < men [1/2+4T,2+iT]. En conclusion, se obtiene (1.65). O
De este resultado se obtiene inmediatamente el siguiente corolario:

Corolario 1.40. [9] Si 0 < vy < 72 < 73 < ... son ordenadas consecutivas de ceros
no triviales p = B+ iy de ((s). Entonces:

2mn

(1.75) T ~ cuando n — 0.

logn
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Demostracion. Del teorema 1.39 deducimos que N(T) ~ = log T. Por tanto, 2N (7, %
1) ~ (yn £ 1)log(yn £ 1) ~ yplog(yn). Ademas, tenemos que N(y, — 1) < n <
N (v, + 1). De aqui se obtiene que 2wn ~ v, log(+,). Por ultimo, nuevamente por el
teorema 1.39, logn ~ log N(7;,) ~ log(v,) y se obtiene el resultado. O

Sin embargo, no se sigue que y,+1 — 7» — 0, aunque este resultado fue probado
por Littlewood en 1924 como ya hemos mencionado en la observaciéon 1.24.

Definiciéon 1.41. Sea x un caracter primitivo modulo ¢ y N(T',x) que denota el
nimero de ceros de L(s,x) en el rectangulo 0 < o < 1, [t| < T. Notese que ya no
es licito solo considerar valores de t en el semiplano superior pues los ceros de las
funciones L(s, x) no tienen, en general, simetria respecto al eje real como si lo tenian
los ceros de ((s).

Observacion 1.42. Como ahora N (T, x) depende de dos parametros, Ty ¢, deja de
ser conveniente suponer 1" arbitrariamente grande y simplemente supondremos T > 2.
Ademas, debemos afiadir un término % delante para compensar por doblar el tamafio
del rectangulo.

Teorema 1.43. [9/

1 T T T
(1.76) SN(T, ) = —log & — = 4 O(log T +log q).

2 27 2 2w
Demostracion. La prueba sigue la misma linea que la de antes, pero ahora conviene
escoger el rectangulo D de vértices % + 4T, —% 4 T, para evitar el cero en s = —1
que se tiene cuando y(—1) = —1. Este nuevo rectangulo contiene un cero trivial de
L(s,x), o bien s =0 o bien s = —1. Por tanto:

!
(1.77) 20(N(T, x) + 1) = %( £ls, X))ds = Aparg £(s, ).
D E(Sa X)

La contribucién en el lado izquierdo del borde (respecto a o = %) es igual que la del

lado derecho. En efecto, como £(s, x) = £(3,X), se tiene que (1 — 35, x) = &(1—s,%) =
C&(s,x), luego arg&(s, x) = arg&(1 —3) + ¢, donde ¢ es una constante independiente
de s. Por tanto:

27 (N(T,x) + 1) = 2%(/

R

1 q 1T7(s/2+4a/2) L'(s,x)
(5 log 45 I(s/24a/2) ' L(s,x) )ds)’

donde R es el borde de la mitad derecha del rectangulo. En este caso lo hemos de-
mostrado asi por simplificar pero también se podria demostrar de la misma manera
que lo hicimos para la funcion 7(s) en la prueba del teorema 1.39. Analogamente a lo
que obtuvimos para (, se tiene:

1
(1.78) %(/ —log gcls) :Tlogg7
R 2 s s
Ahora, aplicando (1.1) para w = % + 4T y su conjugado, obtenemos que:

I(logT'(w) —log T'(W)) = 23(w) log |w| — 23(w) + O(|w|™1) = Tlogg ~T+O0(T™).
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Luego, como:

5 / I'(s/2 + a/2) ds) = S(log(T(w)) ~ S(log T(w)),
R

2T (s/2 + a/2)

se tiene que:

(1.79) %(Lmds) - Tlogg —T+0(TY).

Todo ello nos lleva a obtener:

1 T gl = T I L'(s,x) 1
(1.80) ON(T,x) = 5 log e — 4 2WJ(/R T )+o(r).

Nuevamente, se tiene que la integral en el segmento [5/2 — iT,5/2 + ¢T] esta acotada
porque en dicho segmento es valida la expresion L(s, x) = Y .o, x(n)n~*. Por con-
siguiente, se tiene que |L(5/2 +it,x) — 1| = |30, x(n)n™>/27% < ((5/2) — 1 <
¢(2) =1 < 1. Por tanto, la integral en ese segmento es (log(L(5/2 + iT,x)) —

log(L(5/2 —iT, x))) que esta evaluada en términos lejos de 0 por lo anterior y esta
L'(5/2+itx) |  ¢'(5/2)

TG ating | S C52) donde hemos usado (1.12),

(1.24) y que |x(n)| = 1. Luego basta probar que:

5/2+iT L,(S X)
1.81 R : =0O(logT +1

uniformemente acotada en 1" porque ‘

Notese que al no tener necesariamente la simetria respecto al eje real, también debe-

15//22;? LLI((;’;:)) ds) = O(log T + log q), pero es todo anilogo pues:

/B/Z—iT L/(S’X)ds _ /5/2+iT L/(S’@d
127 L(s,x) 12+ir L(8,X)

riamos ver que %(

I

asi que nos reducimos solo al caso (1.81). Denotaremos por L(t) := log(q(|t| + 2)).
Recordemos que (1.27) era valido en o > 1 para cualquier caracter primitivo modulo
¢y t > 0. Sin embargo, también es cierta para cualquier ¢ real cambiando ¢ por |¢|.

Por tanto, tomando s = 2 + it y, dado que % = O(1), se obtiene que:
1
1.82 R ( ) < AL(t),
(182) () < acw

Donde p recorre los ceros no triviales de L(s, x). En particular, tomando t =T > 2,

?R(ﬁ) > m, luego:

(1.83) > 1+(T1—7)2 = O(L(T)) = O(log g + log T).
P

Anélogamente a lo hecho para la funcion ¢, de lo anterior se tiene que si p = § + iy
con T'< v < T+ 1, entonces:

(1.84) N(T+1,x) — N(T,x) = O(logq +logT).
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Esto nos dice que cada banda T < ¢t < T + 1 contiene menos de C'log ¢I' ceros de
L(s, x) para una cierta constante C' > 0. A continuacion, usando (1.10) con s = o+t
y 2+ it (donde t > 0 no es una ordenada de un cero no trivial) y restando ambas
expresiones obtenemos:

L'(s,x)

(1.85) M:O(ﬁ(t))+z<sip2+;_p>.
’ P

Considerando ahora —% <o< %, se tiene que para los términos con |y—t| > 1 (ndtese
que aqui t podria ser negativo y por eso necesitamos incluir |¢| en £(t)), obtenemos
(s—p) L= @+it—p) L = [2—oll(s— p) 2+ it — p)| "L < Tl — ]2, luego:

1 1
Z ‘s—p_2+it—

|[y—t[>1

g; Z y—t|2<7 Z 1—|—(t1—fy)2:O([’(t))'

P |[y—t[>1 |[y—t[>1

Asimismo, para la parte con |y — t| < 1, tenemos que |2 + it — p| > 1 y el ntmero de
dichos términos es O(L(t)) por (1.84). Por tanto, hemos obtenido que:

<0<

N W
po| Ot

(1.86) ))— 3 %JrO(E(t)), en —

Con esto se deduce el resultado deseado exactamente igual a lo que hicimos con . [

Observacion 1.44. Puesto que la formula dada en (1.83) es cierta para todo t, por-
que ya comentamos que (1.27) es valida para todo t, se tiene que Zp ﬁ =
O(log q(|t| +2)) se cumple para cualquier caracter primitivo y modulo ¢ y para cual-
quier t € R. En particular, si tomamos ¢ suficientemente grande, el teorema 1.43
implica que el ntimero de ceros con |t| < Ty donde Tj es una constante absoluta ade-
cuada, es mayor que una constante multiplicada por logq. Entonces, al considerar

t =0 en la formula anterior, la estimacion ﬁ = O(log q) es la mejor posible.

1.5. La formula explicita truncada de v (x)

El objetivo de esta seccidon es obtener la féormula demostrada por Landau para
P(x) = > ,<,A(n). La razon principal para estudiar esta funcion se debe a que
Y(x) ~ x es equivalente al teorema de los ntimeros primos. Por tanto, queremos usar
la region libre de ceros de ((s) antes hallada para obtener informacion acerca del
error en el teorema de los nimeros primos via el error en ¥(z) ~ z. Esta funcion
es mas manejable que 7(x), aunque tiene saltos cuando x es una potencia de un
primo. Por consiguiente, en lugar de tratar con ella vamos a utilizar una modificacién
suya, denotada por ¥p(x), que toma el valor 1(z) si  no es una potencia de un
primo y ¢(z) — $A(x) si sf lo es. Esta funcién también tiene saltos pero estos saltos
van al punto medio lo cual concuerda con las herramientas tipicas del anélisis de
Fourier y hace su trato mas sencillo. Serd importante para luego tener en cuenta que
Y(z)—3 log(z) < 1bo(x) < (), lo cual nos esta diciendo que si obtenemos informaciéon
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acerca del comportamiento asintotico de 1g(z), también la obtendremos para ¥ (x).
Una de las formulas que puso Riemann en su famosa memoria de 1859 es la siguiente:

!/
(1.87) Yo () :xfzﬁpf@fllog(lfx”), (x> 1),
~p  (0) 2
donde la suma debe ser entendida en su forma simétrica, es decir, limp_, Z| ~I<T %.
Esta formula es cierta y fue probada por von Mangoldt en 1895. Sin embargo, a pesar
de su belleza, es poco préctica debido a las dificultades para estimar la cola de la
serie. Una forma truncada de lo anterior fue probada por Landau y es el teorema que
probaremos después. Obsérvese que el valor de % se calcula combinando (1.5) y
(1.6) con el hecho de que sabemos el valor exacto de B. El altimo término es igual a
- % donde w son los ceros triviales de ((s). Todo esto nos estd dando una idea
de que queremos usar el teorema de los residuos. Veamos como estas nociones toman

forma en el siguiente teorema, en el que seguiremos la seccion 12.2 de [29].

Teorema 1.45. Sea p = B + i, que denota los ceros no triviales de ((s), entonces,
uniformemente en x,T > 2, tenemos que:

(1.88) Y(z) =z — Z ip + O(zT~ Y (log(zT))?) + O(log z:).
V<T

La idea clave de la demostracion es probar un férmula de inversion para series de
Dirichlet conocida como la férmula de Perron. En otras palabras, una férmula para
pasar de una serie de Dirichlet a sumas parciales en sus coeficientes.

Lema 1.46. Férmula de Perron: Sea §(y) =0 si0 <y <1, §(1) =3, 6(y) =1 si
y>1el(y,T)=(2mi)~! fccj;g y*s~1ds. Entonces para y,c,T > 0, se verifica:
y*min(1, T~ logy|™) siy#1
cT sty =1.
Demostracion. Supongamos primero que 0 < y < 1. La funcién y*s~! tiende a cero
cuando ¢ — oo uniformemente en t. Por tanto, por la formula integral de Cauchy,
tenemos que:

oco—iT

y* s tds + (2mi) ! / y*s tds.
c—iT

co+iT"

I0.7) = ~(2mi) ™ [

c+iT
Ademas,
ooiT 00
‘ / yssflds‘ < Tl/ ydo = y°T 1 logy| ™ .
ctiT c

Luego esto nos da que |I(y,T) —6(y)| < y*T~!|1logy|~!. Para ver la otra desigualdad,
consideramos la circunferencia de centro el origen y radio R = v/c2 + T2, que interseca
al segmento [c — T, ¢+ iT] en los extremos. En esta circunferencia, denotamos por C
al arco de circunferencia que se queda a la derecha del segmento. Este arco junto con



34 Regiones libres de ceros de las funciones ( y L

nuestro segmento nos da un camino cerrado donde el integrando es holomorfo, luego
I(y, T) = —(2mi) ™! [, y*s~'ds. En este arco, |s| = R e [y*| < y°, luego se obtiene la
cota:

Iy, T) < %(m%) <y

Para el caso y > 1, se considera la misma circunferencia que antes y se toma como C
el arco de circunferencia que esta a la izquierda de nuestro segmento, donde |s| = R
e |y*| < y° El camino formado al unir C con [¢ — T, c + iT] contiene al polo del
integrando en s = 0, lo cual nos da como resultado el residuo: §(y) = 1. Por tanto,
obtenemos |I(y,T) — 1| < y° como antes. Para la otra desigualdad, se considera el
rectangulo formado por [—oco —iT,c — iT|,[c — iT,c+iT| y [c + iT, —oc + iT], que
contiene nuevamente al polo en s = 0 y nos da integral total §(y) = 1 por el teorema
de los residuos. De esta forma se obtiene que:

c—iT c+iT

y*s tds + (2mi) 7t / y*s tds.
—oo+4T"

I(y,T)—1= —(2m')—1/

—oo—1iT

A su vez: ,
ctiT c
‘ / yssflds‘ < Tl/ ydo = y°T | logy| L.

—ootiT —0o0

Luego: |I(y,T) — 6(y)| < y*T~ ! logy|~!. Finalmente, el caso y = 1 se obtiene de
manera directa calculando:

I(1,7) = (2m)~"! /T St /OT cdt

_pc+it 2+ 12
Luego
 cdt T cdt ® cdt ® cdt
o U LS A S
2 0 C2+t2 0 C2+t2 T C2+t2 T t2 T

Notese que en la primera igualdad de este tltimo calculo, estamos dejando claro que
el lado izquierdo es una cantidad positiva. ]

Pasemos ya a demostrar el teorema 1.45.

Demostracion. Consideremos la integral:

c+iT

! s xs
( ¢ ))7 ds
((s)/ s
Recordemos que para o > 1, se tiene (1.12) y esta serie converge uniformemente luego,
en este caso, podemos intercambiar suma e integral en (1.90). En definitiva, tenemos:

(1.90) I, T) = (2mi)~" /

c—iT

c+iT n
J(x,T) = (2m')1/ Al

. ns
c—il 1

)sts => Am)I(z/n,T).
n=1

Para poder tener eso, tomamos ¢ > 1, en concreto, ¢ = 1 4 (log x)*l. Este ntimero a
primera vista parece extrano, pero notese que al tomar este c se tiene que x¢ = ex.



1.5 La férmula explicita truncada de () 35

De esta manera, ¢ y x son comparables y veremos la importancia de esto después.
Ahora es cuando conviene usar la funciéon vy definida al principio. Usando el lema
1.46 veamos que aparece de manera natural la utilidad de esta ¥ (x):

oo () — (xT|_‘ZA +A ZA I(z/n,T)| <

n<x

Loy S 2 AML—I(/n 1)+ A ))1—11 )|+ > AW (@/n,T)| <

n<w n>x
< ZA (z/n)°min(1, T log(z/n)| ") + A(z)cT
n;éx

Para estimar la tltima serie consideramos primero los términos con n < %x on > %x,
pues para estos términos |log(z/n)| > 1. Ademaés, por nuestra eleccion de ¢, ya
sabemos que z¢ = ex. Por tanto, la contribucién de dichos términos es:

< xT7! Z A(n)n=¢ = —2T~! i‘l((cc)) < 2T He—1)"=T"2loga.

n=1

Ese término x aparece precisamente porque x€ y x son comparables, si tomasemos c tal
que z¢ fuese mucho mayor que x nos aparecerfa un término de error z¢7T~!log x, que
serfa mayor que el que tenemos. También se usa esta relaciéon para que (c—1)~! = log
si elegimos ¢ mucho menor que el valor que tomamos, nuevamente el error seria mayor
que teniendo el logaritmo. Por ultimo, nos falta estimar los términos n € I := [ix, Zx]
En este rango, se tiene que n < x, luego z/n < 1y el término (z/n)¢ se puede omitir.
Por otro lado, los posibles términos en J := [z — 2,2 + 2], que son a lo sumo 5, se
acotan trivialmente por O(log x). Finalmente, para los términos en I — J, por Taylor
tenemos que log(x/n) < (z/n —1) < @ para x/n € [2,3], luego se sigue que la
suma de los n € I esta acotada por:

zrlogx
< logx + T Z

< logx + 2T 1 log? x.
nel—J |z —n]

Ademas, nétese que el término A(x)cT~t = O(T'logx). Por consiguiente, combi-
nando todo tenemos que:

(1.92) Z A(n) = J(z,T) + O(T 'z log? z) + O(log z).

n<x

El siguiente paso en la prueba es alargar el segmento vertical de integracion en J(z,T')
a un rectangulo de vértices ¢ + 4T, —U £ T, donde U sea un entero positivo impar
suficientemente grande. Si conseguimos eso y T" # « para todo cero p = 8 + iy de
((s), entonces, dado que el integrando de J(x,T') tiene polosen s = 1,s = p,s =0y
s = —2m con m > 1, el teorema de los residuos nos dara:

T / $72
(1.93) ¢Y(x) =x— Z :—2(((())))— Z —om +O0(T  xlog? 2)+O(log )+ K (T),
ly|<T 0<2m<U
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con:

—-U+iT ! s —-U—iT ! s c+iT ’ s
K(T) =/ _c(s)de/ —C(S)de/ _gat,
—v—ir  C(s) s e—iT C(s) s —vyir C(s) s
Esto se debe a que el residuo de s = 0 es %,((8)) = log 27 y el residuo en s = 1 es
¢'(s)
w9,
orden del cero, que en este caso es —1, luego se obtiene residuo —%5— y si s = p

x. Por otro lado, si s = —2m, m > 1, entonces el residuo en — es menos el

es cero no trivial entonces, si tiene orden —k, obtenemos residuo — ””—pp pero como la
formula incluye |y| < T y se sabe que los ceros no triviales son simples hasta una
cantidad enorme, podemos tomar k = 1. Notese que el término K (7') incluye a la
suma de las otras 3 integrales recorridas en sentido negativo, es decir, las integrales en
[c—iT,—U —iT),[-U —iT,-U +iT] y [-U +iT,c+iT). Para acotar estas integrales
recordemos primero que gracias a (1.72) sabemos que para T suficientemente grande, el
namero de ceros p para los cuales |y —7'| < 1 es O(logT'). Por tanto, las diferencias de
ordenadas entre ceros consecutivos en este tramo no pueden ser todas o((log 7)) ~!). Por
consiguiente, eligiendo T”, por ejemplo, el punto medio de (k, Yx+1) donde esas son las
ordenadas de los ceros que tienen distancia > (log7) ™!, podemos tomar T' (variando
una cantidad acotada por 1 si es necesario) de manera que |y — T| > (log7)~!
para todos los ceros p en ese tramo. Para estimar las integrales que conforman K (7")

necesitamos cotas adecuadas para CI((SS)). Para s =0 +iT y —1 <o < 2, (1.74) junto

a la eleccidon que acabamos de hacer de T nos da:

(1.94) <(s) = L +O(log T) < log®T
. E p— )

pues el nimero de sumandos y el tamano de cada uno es O(logT). Para obtener
cotas con o < —1, apelamos a la ecuaciéon funcional de ((s) en su siguiente version
antisimétrica:

(1.95) C(1—s) = 275775 cos(ms /2)['(5)((5).

Por derivaciéon logaritmica se obtiene:

- s) rooms s C(s)

1.96 ———-F = —log2m — —tan — + + .

190 1= 22 T )

Sil—o0 < —1, el lado derecho se mueve en o > 2, donde (1.1) nos da que 1;’((88)) =

O(log|s|) = O(log2|1 — s|) (porque o > 2) y el término % esta acotado. Por otro

lado, el segundo término del lado derecho de (1.96) esté acotado si [s—(2m—1)| > 1/2,
esto es, |[(1 — s) + 2m| > 1/2. Por tanto:

¢'(s) _
(1.97) RO < log(2]s]), eno < —1.

Esto ultimo en caso de que 1 — s no pertenezca a ningan circulo de radio % y centro
un cero trivial de {(s). Notese que esto se puede garantizar sin problemas pues hemos
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tomado —U un nimero impar negativo de manera que esté a distancia > 1 de los ceros
triviales, luego no toca a los discos anteriores. Ademaés, esta eleccion se hace también
para que el camino no pase por un cero trivial de {(s). Ya estamos en disposicion
de acotar las integrales. Usando (1.94) tenemos una cota en [—1 + 4T, ¢ +iT] de las
integrales que se mueven en [—U =+ T, ¢ +iT7:

c c 1 2 T
(1.98) < T 'log? T/ 2%do < T~ log? T/ 2do < 8 =
1 oo Tlogzx

Para obtener la cota de las integrales en [-U + T, ¢ + 4T, nos falta obtener una cota

en [—-U=+iT, —1+¢T]. Esta se obtiene aplicando (1.97). Sea s = —u+iT conu € [1,U].

1(__ ; —u+1T
Queremos acotar I = ‘ flU CC((,:L%) T

du‘. Por (1.97), metiendo el valor absoluto
dentro, se tiene que:

oo —u loe T T 0 |
I<</1 log(u+T)um+Tdu < O? /1 x"du—l—/ B Y —udu.

La primera integral es menor que floo r % u = (zrlogz)~! y la segunda integral se
acota igual observando que 10% < % para T suficientemente grande por ser la

funcién decreciente. Por tanto, obtenemos la siguiente estimacion:

logT

1.99 _—,
( ) Tzxlogx

Sin embargo, esta cota es despreciable en comparacion con la obtenida en (1.98), que
permanece como cota de las integrales en ambos segmentos. Finalmente, para acotar
la integral en [-U — iT, —U + iT] volvemos a usar (1.97) y obtenemos:

T

_ _ TlogU
1.100 U Llog 2U Vit « =—22
( ) < ©8 /;Tl' < UzV 7

que tiende a 0 cuando U — oo. Poniendo estas cotas en (1.93) y haciendo tender
U — oo se obtiene el resultado. Notese que para todo niimero real fijado A, el teorema
1.39 nos da que > % =D y|<T+4 ’”—; +O (2T tlog T). Por tanto, podemos poner
|y| < T en el sumatorio compensando con un O(xT1logT) que es despreciable
respecto al error que ya tenfamos. Por tanto, no cambia nada incluir o no en la suma
al valor T. A su vez, fijando x, preservando los términos que hemos omitido en la
anterior estimacion (f% y —1log(l — 272)) y tomando T — oo, se obtiene la
formula (1.87) con un término de error O(logx). En realidad, si queremos obtener la
formula limpia, debemos tener en cuenta que (1.87) se verifica para 1g(z) en x > 1,
que es lo mismo que decirlo para 1 (x) si x no es potencia de un primo. Probarlo para
1 < & < 2 requiere bastante mas precision. Para z > 2, afinando mejor el error que
hemos obtenido en esta demostracion se puede probar que se consigue término de error
2T~ og?(2T) + log(z) min (1, ﬁ), donde (z) es la distancia de x a la potencia de
primo més cercana, no contando el propio z si él mismo es potencia de primo. Por
tanto, haciendo tender T" — oo se obtiene la llamada férmula explicita para z > 2.
Notese que si z es entero, entonces (z) > 1y el término de error es 27~ log?(zT). O
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1.6. La féormula explicita truncada de ¥ (z, x)

Siguiendo el estudio de la seccién previa, continuamos tratando el anélogo al teore-
ma 1.45 pero para funciones L(s, x) con x caracter primitivo. Nuevamente, el estudio
de la funcion ¢¥(z,x) = >, «, x(n)A(n) junto a lo que ya sabemos sobre la region
libre de ceros de L(s,x) nos permitira obtener el teorema de los niimeros primos en
progresiones aritméticas con un error acorde a lo buena que sea nuestra regién libre
de ceros. Al igual que en la anterior seccion, denotamos por ¥y(x, x) al andlogo de la
funcion ().

Observacion 1.47. Pareciera que los argumentos del teorema 1.45 se pueden imitar
¢(s) L'(s,x)

cambiando (s) POT Tisnd Sin embargo, en el caso de que x(—1) = 1, recordemos
que L(s,x) tiene un cero en s = 0, luego la funcion fL((SS;(()) - tiene un polo doble

en s = 0. Esto antes no sucedia y nos obliga a tener un poco mas de precisién con
el residuo. En cambio, si x(—1) = —1 esta ligera complicacién no aparece y todo se
puede hacer siguiendo el mismo esquema de prueba del teorema 1.45.

Observacion 1.48. Si x(—1) = —1, entonces L(s, x) tiene los ceros triviales en los
enteros impares negativos. Ademés, el nimero Iz(((? ’;f)) se puede hallar en funcion de

B(x) sustituyendo s = 0 en (1.10). En este caso denotaremos por b(x) a este namero.
Sea ahora x(—1) = 1. Por un lado, como % tiene un polo simple en s = 0 de residuo 1,
tiene la siguiente serie de Laurent en un entorno del origen: % +b(x)+ ..., donde ahora
hemos denotado por b(x) al término constante de la serie. De aqui en adelante, b(x)
tendréa la definicion que le acabamos de dar dependiendo del valor de y(—1). Ademas,

la serie de Laurent en s = 0 de 5”’—: viene dada por %S = % + logz + .... Por tanto, el

residuo en s = 0 de la funcion —%% es —(b(x) 4 logx). De nuevo, b(x) puede

ser calculado en términos de B(x) usando (1.10). En definitiva, con esta notacion el

residuo en s = 0 de —IE((SS;)) L es —b(x) — (1 — a)log .

Teorema 1.49. [9] Sea x un cardcter de Dirichlet mddulo q, entonces, para x > 2,
se tiene la siguiente formula explicita con error:

(1.101) vlzx) == 305 = b0 +Ollog ),

p

L'(s.x)

donde b(x) es el residuo en s = 0 de ST Ademds, tenemos la siguiente férmula
truncada para 2 <T < x:

(1.102) Pax)=-Y ° —+ Z + O(xT " log?(qz)).
mer P i<’
Demostracion. Vamos a hacer ambos casos a la vez, x(—1) = 1y x(—-1) = —1,

usando el namero a que usamos para definir £(s,x). Suponemos que z, T > 2. El

caracter no juega ningun papel en la acotacion en el analogo de (1.91) para el caso
L'(sx) _
L(sx) —
> oo x(n)A(n)n* que es lo que apareceréa en nuestro J(z, x, T') siguiendo la notacion

de la funcion g (x, x) y, de hecho, es necesario incluirlo porque en o > 1, —




1.6 La férmula explicita truncada de 9 (z, x) 39

usada en la demostracion del teorema 1.45. Por tanto, la formula dada en (1.92) sigue
siendo valida cambiando v¢(z) por ¢¥(x,x) y J(z,T) por J(z,x,T). Ahora bien, en
este punto de la demostracién, apelabamos a una estimacién hecha en la prueba del
teorema, 1.45 para modificar T de una manera que nos convenia. En este caso, usamos
(1.84) para verificar que podemos tomar T' de igual manera y obtenemos:

L'(o 4T, x)

(1.103) Teziy

= O(log?(¢T)), en —1<o<2.

Noétese que hemos puesto el rango —1 < o < 2, que no es el que usamos en la
demostracion del teorema 1.43 porque en esa demostraciéon necesitabamos un rango un
poco mas ancho. En definitiva, este tipo de cotas son ciertas (con la constante implicita
uniforme y en |t| > 2) en cualquier rango de o que queramos, siempre y cuando esté
acotado tanto superior como inferiormente. Por tanto, dado que 1 < ¢ < 2 (se toma
igual que lo escogimos en la demostracion para (), la contribucion de las integrales en
[—1+4T, c+iT] es:

log?(qT
<:cog(q )'

1.104
( ) Tlogx

Ahora, consideramos la siguiente forma antisimétrica de la ecuacion funcional de
L(s, x):

(1.105) L(1 - s,x) = e(x)2"*m5¢* /2 cos (%w(s + a))r(s)L(s,y),

donde e(y) = ;(3% que tiene modulo 1. Aplicando derivacion logaritmica en (1.105),

se obtiene que, analogamente a (1.97), si 0 < —1 y los circulos de radios % y de centros
los ceros triviales de L(s, x) quedan excluidos del camino de integracion (que lo van a
estar tomando U segiin convenga, ya sea impar o par positivo suficientemente grande),
entonces:

L'(s,x)

(1.106) T

= O(log(qls]))-

Por tanto, gracias a (1.106) tenemos que la contribucion de las integrales en los seg-
mentos horizontales que faltan es:

log(qT)

1.107
( ) Tzlogx’

que es despreciable en comparacion con (1.104). Por tltimo, usando otra vez (1.106)
obtenemos que la integral en el segmento vertical [-U — T, —U + iT] es:

T'log(qU)
< UzVU 7
que tiende a 0 cuando U — oo. Combinando todas estas cotas y haciendo tender
U — oo el resultado es:

(1.109) 9w, x) =— Y by + Y 0

2m —
Iv<T P m=1

(1.108)

a—2m

+ O(xzT 1 log?(qzT)) + O(log z).
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Notese que en O(logz) estd incluido el término —(1 — a)logx. A su vez, dado que

x> 2,sia=0, se tiene que Y~ i, 5log(l —27%) < 1y, si a =1, entonces
1 2m
m=1 m

el término O(log ). Por ello, si x > 2 esta fijado, haciendo tender T' — oo se consigue
(1.101). Finalmente, calculemos b(x). Aplicando (1.10) a s y a 2 y restando ambas
expresiones obtenemos que:

2m

tenemos que > > =1 5 log <x+1> < 1, luego ambas series son absorbidas por

L'(s,x) 1T(s/24 a/2) 1 1
1.110 X o) - =Y (—-5=)
( ) L(s,x) (1) 2F(s/2+a/2)—{_Z s—p 2—p
donde O(1) es una constante absoluta. Si x(—1) = —1, entonces a = 1 y el término
de FT/ es holomorfo en s = 0. Si x(—1) = 1, entonces a = 0 y el término 1% tiene un
polo simple en s = 0, donde la expansién en forma de serie de Laurent es de la forma

s~ + cte + .... Por tanto, el niimero b(x) que habfamos definido antes como LL/(((? ’;(‘))
si x(—1) = —1 y como el término constante de la expansion de % en s = 0 si

x(—1) =1, verifica lo siguiente:

(1.111) ) =0(1) =3 (1+L).

p 2-p

Para los términos con |y| > 1, tenemos que |p| > 1y |2~ p|? > 1 ++2. Ademas, |p| es
del orden |2 — p| cuando tomamos ~ suficientemente grande. Por tanto:

1
oy S| pr <Y e < Y

[v|>1 P [v|>1

Esta tltima suma puede ser estimada por O(log ) por la observaciéon 1.44 con t = 0.
Para 37 (2 — p)~! se puede hacer la misma estimacion pues si |y| < 1 se verifica
que |2 — p| > |2 — p|?, luego se tiene que esta serie es O(log ¢) también. Se sigue pues
que:

(1.113) b(x) = O(log q) — Z -

|v|<1

Por tanto, suponiendo que 2 < T < z, podemos absorber la suma » >, g;jt y

los términos O(logx) y O(logq) en el error de (1.109), luego conseguimos reescribir
(1.109) como sigue:

(1.114) Pax)=-> ° i Z + 02T " log?(qx)).
e P <’

O

Observacion 1.50. La razon para separar b(x) en la suma ZHKI% y O(logq) es
porque, para las funciones L(s,x), no se sabe si podrian existir ceros reales poten-
cialmente cerca de s = 1 que harian més dificil estimar dicha suma, dado que habria
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términos muy grandes. Estos ceros se llaman ceros de Siegel o ceros excepcionales y
su existencia es posible, a diferencia de lo que ocurre para la funcion ((s). Por ello,
en lo relativo a ceros no triviales de las funciones L(s, x) se suele distinguir entre la
parte |y| > 1 que es sencilla de acotar y la parte |y| < 1, proxima a la recta real.

Observacion 1.51. Para el caso en que x = xo modulo g, se verifica que L(s, xo) =
¢(s) I[1,)4(1 —p*). Por tanto, se puede usar la férmula obtenida en el teorema 1.49 y
se llega a que, para 2 < T < z, se verifica que:

(1.115) P(x,x0) = — Z il + O(xT 1 log?(qz)).
y<T P

Lo mismo ocurre para x cardcter imprimitivo. Usando la relacion de L(s,x) con
L(s, x1), donde x1 es el conductor de x, se obtiene una formula ligeramente modificada

para (z, X).

1.7. El teorema de los nimeros primos I

Después de todo el trabajo llevado a cabo para obtener regiones libres de ceros
de ((s), vamos a ver qué relacion tienen con el error en el teorema de los numeros
primos. Comenzamos con un teorema que relaciona el error en ¥ (x) ~ x con el error

en 7(x) ~ Li(z).

Teorema 1.52. [9] Si ¢(z) = x + O(xe_c3\/@) entonces se tiene que w(x) =
Li(z) + O(ze~%3VI%8®) para cualquier Cf < .

Demostracion. Queremos aplicar sumacién por partes asi que necesitamos tener un

sumatorio de algo de clase C'! multiplicado por la funcién A(n) para que nos salga
A(n)

n<z Togn- Por el lema de

¥ (x). Para ello, consideramos primero la funcion m(z) = >
Abel tenemos lo siguiente:

_ [ A0 D M) () @)

T\ = .

(@) o tlog’t log x o tlog?t log x
Sustituyendo ¥(z) = x+0(ze~“3V1°8?) ¢ integrando por partes tenemos que f;o logtg . =
[ t%( - @)dt = Li(x) + 1022 — Toez- Por tanto, el término sin error es mi(x) =

Li(x) + é. Respecto al término de error, tenemos que es:

<</ exp(—Csy/logt)dt + x exp(—Csy/log z).
2

Respecto a la integral, en el rango t < /4, podemos acotar el integrando por 1
y la integral est4 dominada por O(w1/4). En el rango #1/* < ¢ < z, tenemos que
(logt)Y/? > 3 (log 2)'/2 luego la integral en este tramo es O(x exp(—Cy+/Tog z)) donde
Cy= % Asi, obtenemos:

m1(x) = Li(z) + O(x exp(—Cs+/log x)).
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logp
m<x mlogp"

Finalmente, notese que mi(z) = > 7 Zp Dado m = 1, la suma interior

es simplemente 7(z). Si m > 1, entonces la suma interior es 3 1/m 1= %ﬁ(ml/m).
zl/m
logx

Ademas, por el teorema de los ntimeros primos tenemos que m(z'/™) = O( ), luego
21/2

log x

todos los sumandos con m > 2 estan dominados por O(
que:

). En definitiva, tenemos

1/2

mi(x) —m(x) = O(la:)ga)'

Luego como Li(z) ~ ez entonces m1(xz) ~ Li(x) siy solo si 7(x) ~ Li(z) y con el

mismo error. O]

A continuacién, vamos a usar la region libre de ceros y la férmula explicita truncada
para ¢ (x) para hallar el error de ¥(x) ~ x y posteriormente nos remitiremos al
teorema anterior para obtener el error en el teorema de los nimeros primos. Para
estimar 1 (z) — z, solo nos queda acotar el término Z|V|ST % del teorema 1.45. Con
este fin probamos el siguiente lema:

Lema 1.53. ZW\ST ﬁ < log?T y ZM>T v 2« T ogT.
Demostracion. Basta con estimar ZO<7<T % De hecho, como la funcién ¢(s) no tiene
ceros suficientemente préoximos a la recta real podemos suponer sin pérdida de gene-

ralidad que el rango de sumacion es 1 < v < T'. Aplicando integracion por partes para
la integral de Riemann-Stieltjes se tiene que:

1 r N(T TNt
Y o—= / tr AN (t) = N(T) +/ #dt.
Y 1 T 1 t
1<7<T
Por el teorema 1.39, tenemos que N(T') < T'logT y obtenemos que:
1 T 2
Z — L logT +logT tdt < log”T.
1<y <T 1

Por otro lado, para obtener el segundo resultado, nuevamente consideraremos solo los
términos con v > T. Dado R > T tenemos que:

> o[

t72dN(t) = R>N(R) — T"*N(T) + 2 / : N(t)t3dt
T

T<~y<R T
R
< R 'logR+ / t2logtdt =T logT +T ' — R},
T
luego haciendo R — oo se tiene que la suma es < T ' logT. O

Por el teorema de la regién libre de ceros 1.17, tenemos que:

(1.116) 2| = 2P < zexp(—Cylogxz/logT).
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Aqui la constante C5 no juega ningtin papel asintéticamente asi que la podemos omitir.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que z es un entero (recordemos que en
ese caso el error en la formula explicita se puede simplificar a < =T~ 'log?(zT)) y
combinando la estimaciéon (1.116) con el lema 1.53 y el teorema 1.45 obtenemos:

zlog?(zT)

T + 2(log® T) exp(—C1 log z/ log T),

(1.117) [Y(z) — x| <
para x suficientemente grande. Si ahora fijamos T en funcién de z como log?T =
C1 log z, entonces T~ = exp(—+/C] (log z)'/?) y tenemos que:

< z(log z)((log ) exp(—\/a(log x)1/2)+exp(—\/a(log :c)l/z)) < zexp(—Cs(log x)1/2),

para cualquier C3 positivo y menor v/C;. Nétese que la razon para elegir 7' como lo
hemos tomado en lugar de log2(T) = logx es que, si lo hiciésemos con esta dltima
eleccién, nos saldria un error valido para cualquier Cs positivo y menor que C1, que es
mas grande que con \/C7 porque C7 < 1. Finalmente, por el teorema 1.52, obtenemos
que podemos tomar cualquier C§ < \/2071 en el error del teorema de los ntmeros
primos. Analogamente a lo hecho anteriormente, si consideramos la region libre de
ceros de ((s) con la constante C; 6ptima y usando nuevamente el teorema 1.52 se

obtiene un mejor error en el teorema de los niimeros primos donde se puede tomar

Cl < YOO ~ 0, 097.

Observacion 1.54. Si la hipotesis de Riemann fuese cierta entonces tendriamos que

|z#| = 2'/? y haciendo lo mismo que antes llegariamos a que:

() — 2] < 2% 1og® T + 2T~ log? (2T).
Eligiendo T = z!/2 obtenemos que:
(1.118) () = x4+ Oz ?log? z),
y se sigue que:
(1.119) 7(z) = Li(z) + O(z"/?log z).

Es precisamente este resultado el que supone la verdadera conexién entre la hipotesis
de Riemann y el teorema de los nimeros primos. Un argumento anélogo funciona

si asumimos que todos los ceros de ((s) tienen parte real < « con % < a <1,

cambiando z/2 por 2®. Asimismo, cabe destacar que el término de error de (1.119)
serfa el mejor posible en cuanto al exponente de z. En cambio, hay ciertas dudas
acerca del logaritmo. Lo mejor que se sabe a este respecto es el teorema de osci-
lacién de Littlewood, [11], que nos dice que logz no puede cambiarse por algo que
sea o((logx)~!logloglog ), es decir, los conocimientos actuales no excluyen que el
término log x se puede quitar o incluso reemplazar por algo que tienda lentamente a

cero.

En relacién con lo anterior, pasamos a demostrar un teorema que nos da una
equivalencia entre regiones libres de ceros de ((s) en semiplanos y ciertos errores en

P(x) ~ .
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Teorema 1.55. [29] Sea 3 < 0 < 1 fijo. Entonces:

(1.120) Y(z) =z + Oz log? z),
sty solo si:
(1.121) C(s) #0 para o > 6.

Demostracion. En o > 1 tenemos que —%/((5)) =322, A(n)n—*. Considerando la suma

truncada 1 < n < x y aplicando el lema de Abel se tiene que:

> At =y(x)a " + s /1 xw(t)t_s_ldt.

1<n<z

Haciendo tender £ — oo vemos que:

C,(S) _ > —s—1
(1.122) ~ ) _8/1 Y(x)x dx.
Si ahora ponemos ¢ (z) = x + R(z), obtenemos:
(1.123) —g((j)) = i 1 + 8/100 R(y)y*'dy para o > 1.

Por tanto, si R(z) < x%log?z, la integral define una funcién holomorfa en s para
o > 0, luego ((s) no puede tener un cero en dicha region. Para ver el reciproco
simplemente aplicamos la férmula explicita truncada con T = z'~? para obtener:

Y(x) =2x+ O<x9 Z \"y|71) +0(zT  og? z) = z + O(a% log? z).
IyI<T

O

Por tanto, si ¢(x) = x + O(z®) para cierto % < a < 1, se sigue que todos los ceros
de ( verifican que g < «a. En particular, esto demuestra que la hipotesis de Riemann
es equivalente a que:

(1.124) Y(z) =z + O(z?log? z).

El resultado anterior ya era conocido desde 1901 por mateméticos como Helge von
Koch, sin embargo, una versiéon refinada de esta equivalencia, demostrada por Lowel
Schoenfeld en 1976, es la siguiente:

Teorema 1.56. [}7] La hipdtesis de Riemann es equivalente a que:

1
1.125 m(x) — Li(z)| < —+/zlogz, para todo x > 2657.
8
T
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1.8. El teorema de los nimeros primos en progresiones
aritméticas

En esta seccion, el objetivo es aplicar los resultados obtenidos sobre la funcion
¥(x, x) al teorema de los nimeros primos en progresiones aritméticas. Para ello, que-
remos obtener estimaciones para:

(1.126) dmaa= Y AW,

n<x
n=a (mdd q)

que nos llevaran a estimaciones para m(z;q,a) que es el nimero de primos menores
o iguales que z congruentes con a modulo ¢. Si (a,q) = 1 entonces la relacion entre
Y(x;q,a) y ¥(x,x) viene dada por la siguiente formula:

1 1 si n=a (mdd q),
(1.127) M;xw)x(n):{ (méd ¢)

0 en otro caso,

donde ¢(q) es la funcién de Euler y la suma es sobre todos los caracteres de modulo
q. Se tiene que:

(1.128) Z A(n Z Z logp < log(z Zlogp < (logx)(logq),

(ny,LqS)m>1 Pl pkkﬁw e
Luego:
(1.129) (z,x0) — ¥(x)| < D An) < (logq)(log z) < log?(gx).
(o1

Si tenemos el teorema de los niimeros primos en la forma de la Vallée-Poussin:

(1.130) ¥(z) = 2 + Oz exp(—Cy (log )2)),
entonces:

T 1 .
(1131) ¢($, Q7a) = @ + m X%O X(a)w(xa X) + Rl(l’, Q)7

donde Ri(zx,q) < ﬁ(m exp(—Ci(log x) ) +log?(gx)). Ahora si tomamos § < 1 en el
teorema 1.22 y si y es un caracter real no principal modulo ¢ (luego ¢ > 3), entonces
L(s, x) no tiene ceros en la region:

) 3
<1 >1—— > -
<1, B ogq 4
excepto un unico posible cero real 51 cerca de 1 llamado cero excepcional. También
hay un cero en 1 — 1. Consideremos ahora la férmula obtenida para v (z, x) en caso

de que 2 < T < x dada por el teorema 1.49:

(1.132) Ylax)=— Y i > L Ro(a,q,T),

P
lyv|<T [vl<1
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con Ry(z,q) < 2T 'log*(gx). Si denotamos por 3" a la suma en p sin contar los
ceros 81 y 1 — 81 obtenemos:

Z' x? B e S|
(1133) ¢($7X) = - — + - - —|—R2(fl?,q,T)
p p 1-p5 B1
lvI<T lvl<1

El segundo bumatorio puede ser absorbido en el error porque para dichos p se tiene
que 3 <1— logq’ luego p~! = O(log q). Ademas, el niimero de términos es O(log q) y

se obtiene un O(log? q). También podemos omitir el término 5;° L= O(1). Por ultimo,
consideramos la funciéon f(t) = x' con derivada f/(t) = z'logz. Observemos que
Il{fgfl — 1a lﬁ 123 1) y, aplicando el teorema del valor medio, obtenemos que existe

un 0 < k <1 — f tal que:

A 1
1—-5
Como 1 — 1 < %, este tltimo término es menor que i log z. Con todo ello, hemos

probado la siguiente férmula, que nos serd de gran utilidad posteriormente, para x
caracter primitivo no principal y real y 2 < T < x:

=2Flogz.

B1
bopler

con R3(z,q,T) < 2T~ log?(qx) + i log z. Notese que si y es un caracter primitivo
no principal complejo entonces el término ; no aparece pero la féormula sin él sigue

siendo valida porque el término i log x puede ser omitido si § no existe. La formula
también es valida si x es un caracter imprimitivo no principal. En efecto, sea x # xo
caracter modulo ¢ y x1 su conductor (caracter primitivo) de modulo ¢; con qilq,
1 < ¢1 < g. Por ser su conductor, se verifica que x(n) = xo(n)x1(n) para todo
n, donde xo es el caracter principal moédulo ¢. Por tanto, si (n,q) = 1 entonces
x(n) =xi1(n) y x(n) =0si (n,q) > 1. Esto junto a (1.128) nos lleva a que:

(1L135) (e, xa) — (e 0l = | D0 amAm)| < 3 Am) < (logg)(log),
n<z n<z
(n,g)>1 (n,q)>1

que es despreciable en comparacion a Rs(x,q,T). Notese que el error en ¢ (z, x1) tal
y como lo hemos probado seria con ¢; en lugar de ¢, pero como g1 < g se tiene que
la formula es valida con Rs(z,q,T). Otro punto que requiere consideracion es que,
tal y como hemos definido los ceros excepcionales, estos dependen del médulo del
caracter cuando es primitivo. Si tenemos la misma definicién para cuando el caracter
es imprimitivo entonces, como ¢q; < ¢, si 1 es un cero excepcional de L(s, x) lo es de
L(s, x1), pero no al revés. Sin embargo, si 1 es un cero excepcional de L(s, x1) pero
no de L(s, x), aun asi serd un cero de L(s,x) y xﬁill, que aparece explicitamente en
la f(?rmula para 1 (z, x1), también aparecera en la formula para ¢ (z, x) en el término

P . . .
g ‘%. En cualquier caso, tenemos el siguiente teorema:
P
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Teorema 1.57. [9]/ Si x es un cardcter no principal de mddulo q y 2 < T < =z,
entonces se cumple que:

B1 '
bohier

donde R3(z,q,T) < =T~ log?(qz) + 2 logx y 51 es el dnico posible cero simple y
real tal que |y| <1y pp >1— 1o§q-
en que x sea real.

. . B1 .
El término %—1 debe ser omitido salvo en el caso

A continuacién, vamos a enunciar sin demostraciéon un teorema demostrado por
Landau que nos dice que si existen valores de ¢ tales que una funciéon L(s, x), con x
caracter primitivo y real moédulo g, tiene un cero excepcional 31 entonces esos valores
de ¢ son muy raros.

Teorema 1.58. Landau: [9] Si x1 y x2 son caracteres reales primitivos distintos
de maodulos q1 y qo2 respectivamente y las correspondientes funciones L tienen ceros
excepcionales 31, B2, entonces:

c
(1.137) ml’n(ﬂl,ﬁg) <l———,
log q1¢2

donde ¢ es una constante absoluta y positiva. Notese que el caso g1 = g2 no estd

excluido. De hecho, si ¢ = q1 = q2 y tomamos K < §, entonces el teorema nos diria
que, de entre todas las funciones L asociadas a caracteres reales y primitivos maodulo

. K
q, no puede haber mds de un cero real en o > 1 — Togg"

En primer lugar, obsérvese que este teorema nos esté diciendo que, fijado un médu-
lo ¢, entonces, de entre todas las funciones L asociadas a caracteres reales y primitivos
modulo ¢ distintos, o bien ninguna tiene ceros excepcionales o, a lo sumo, solo una de
ellas lo tiene. Es por ello que se puede intuir que los ceros excepcionales, de existir,
son extremadamente raros. Por otro lado, varias deducciones se pueden llevar a cabo
usando este teorema. En particular, se puede demostrar que L(s,x) puede tener un
cero excepcional para a lo sumo uno de todos los caracteres x reales y no principales
de modulo ¢, es decir, un cero real y simple en la regién dada por el teorema 1.23.
Otra consecuencia del teorema 1.58 es relativa a la sucesion de posibles g; tales que
existe un caracter real y primitivo x; de modulo ¢ tal que L(s, x;) tiene un cero en

e . ., ., . ) . C]-
8 >1 Togq" Si tuviéramos una sucesion de ceros excepcionales 3; > 1 Togg CON

C; 0, qj /ooy Bj < Bj+1 entonces, seglin el teorema 1.58, se cumple que:

Cj C

1.138 1-— <l—-—.
( ) log q; log ¢jq;+1

Despejando se obtiene que gj41 > q;/ “~! Como el anterior exponente se puede

hacer tan grande como queramos, a partir de cierto punto superard a 1 y los médulos
creceran mas rapido que una progresion geométrica. En particular, si C; < 5 con c el
del teorema 1.58, entonces g;1 > qJQ..
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Teorema 1.59. [9] Sea (a,q) =1 y C una constante positiva. Entonces:

(1.139) Y(x;q,a) = ro_ ()2 + O(x exp(—C'(log m)%))
' Y el@)  »(a)b ’

para una constante positiva C' que depende solo de C, uniformemente en q en el
rango q < exp(C(log x)%) En realidad, como vamos a ver en la prueba, el teorema es
trivialmente cierto si ¢ > exp(C'(log x)%) pero carece de utilidad prdctica pues el error
es ampliamente superior al término principal que queremos estimar. En este teorema,
X1 denota el inico cardcter médulo q, si existe, para el cual L(s,x1) tiene un cero real
51 > 1 — =% para una cierta constante absoluta y positiva c. En caso de que dicho

log q
cardcter x1 no exista, el término relativo a 81 debe ser omitido.

Demostracion. En primer lugar, hagamos el caso mas sencillo. Si ¢ > exp(C(log x)%),
entonces el término % es muy pequeno comparado con el error, asi que este ultimo
domina. Por ello, acotamos trivialmente cada sumando de 1 (q; x, a) por logx y, como
hay a lo sumo x/q + 1 sumandos, se sigue que:
C 1
V(@iq.0) < (v/g+1)loge < wexp (- 5 (log)? ),

como queriamos. Ahora volvamos al caso ¢ < exp(C/(log :c)%) Todos los ceros en la

suma (1.136) verifican que 8 < 1 — bgc(iqu) para una constante absoluta y positiva c;.
Por tanto:
(1.140) 2P| = 2P < xexp(—c1(log x)/ log(qT)).

Asimismo, al igual que en el lema 1.53, se tiene que la suma en |y] < T es <
log?(qT) < log?(qx). Combinando ambas estimaciones obtenemos que:

B1

con Ry(z,q,T) < zlog?(qz) exp(—c; log(x)/log(qT)) + =T~ log?(qz) + 21 log z. Co-
mo ¢q < exp(C(log :c)%), si elegimos T' = exp(C(log ac)%) entonces todos los términos en
el error son < z exp(—C’(log CE)%) para una cierta constante positiva C’ que depende
solo de C'y se tiene que:

P 1
(1.142) W(x,x) = 5 + O(zexp(—C’'(log x)2)),

para todo caracter no principal x médulo ¢. Sustituyendo esta estimacion en (1.131) y
recordando que el término con 81 ocurre a lo sumo para un solo caracter x1, tenemos
el resultado. O

Observacion 1.60. Si la hipdtesis generalizada de Riemann fu(lese cierta entonces,
como vimos en la observacion 1.54, se tendria que ¢(z) = =+ O(x2 log? z) y lo mismo
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se cumpliria para ¥ (x, xo) por el analogo de (1.135) suponiendo que ¢ < z. Cuando
X 7 Xo, €l teorema 1.57 implicaria que:

(1.143) Y(z, x) < x4+ a2 Z lp| ™t + 2T log?(qz) + 1 log z,
IyI<T

para 2 < T < z. Como ya vimos, Z|V|<T|p|_1 < log*(qz). Por tanto, tomando

T = 23 obtenemos que:
(1.144) Pz, x) < 22 log? z,

para X # x0,q¢ < ¢y 2 < T < z. Utilizando de nuevo (1.131) se sigue que, bajo las
condiciones anteriores y la hipotesis de Riemann generalizada:

: - 3 log?
(1.145) Y(x;q,a) = (0 + O(z2 log” z),

y al hacer sumacién por partes con la funcion w1 (7;¢,a) = Y. n<z A(n)(logn)~t,
n=a (méd q)
bajarfamos un orden log x en el error anterior, obteniendo el mejor error posible en el

teorema de los nlimeros primos en progresiones aritméticas:

Li(z)
©(q)

Es importante resaltar que, en comparacion a lo que ocurria en (1.119), se espera que
(1.145) no sea el mejor error posible en cuanto permitimos que ¢ crezca un poco mas.
Concretamente, la conjetura mas ambiciosa a este respecto se debe a Montgomery,
quien propuso que para cualquier € > 0, se verifica que:

(1.146) m(z;q,a) = —i—O(a:% log z).

(1.147) Y(x;q,a) = r + O(q_1/2x1/2+5) uniformemente en 2 < g < .

v(q)

En [14], se muestra que, en el caso extremo en el que ¢ se acerca mucho a z, el ¢
es necesario. En particular, se demuestra que ¢ (x;q,a) ~ x/p(q) no puede ser cierto
uniformemente en ¢ < x/(logz)".






CAPITULO 2

El teorema de Siegel y el método
de Vinogradov-Korobov

En este capitulo, vamos a demostrar dos resultados muy poderosos que mejo-
ran considerablemente el error en el teorema de los niimeros primos en progresiones
aritméticas (teorema de Siegel) y en el teorema de los nimeros primos (método de
Vinogradov-Korobov).

2.1. Los teoremas de Siegel y Siegel-Wallfisz

El teorema de Siegel en la primera de sus dos formas dice lo siguiente:

Teorema 2.1. Siegel (1935): [9] Para cada € > 0, existe un nimero positivo C(g)
tal que, st x es un cardcter real primitivo mddulo q, entonces se cumple que:

(2.1) L(1,x) > Ci(e)g*.

En su segunda forma dice que:

Teorema 2.2. Siegel (1935): [9] Para cada € > 0, existe un nimero positivo Co(g)
tal que, st x es un cardcter real no principal de mddulo q, entonces se verifica que

L(s,x) # 0 para:
(2.2) s>1—Cq(e)g°.

Sin embargo, ambos resultados tienen una desventaja importante y es el hecho de
que las constantes que aparecen en ellos no son efectivas, en el sentido de que no es
posible (con el conocimiento actual) calcular el valor numeérico de Ci(e) o Cz(e) para
un € > 0 dado. La razén de esta inefectividad se vera posteriormente. Por otro lado,
para comprobar que basta demostrar el primer teorema, veamos primero un resultado
mas débil que acota superiormente el valor de un posible cero excepcional cuando el
caracter x es real y primitivo.

1

Proposicion 2.3. [9] Sea x un cardcter real y primitivo y supongamos que 1 — ogg =

o <1, entonces existe una constante cy tal que:

(2.3) IL' (o, x)| < c11og? q.

ol
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Demostracion. Para o > 0 el criterio de Dirichlet para series nos garantiza que:

e}

(2.4) Z x(n)log(n)n™°.

—0

Dado que n™7 = e~ 718" < en~! con n < ¢ por las hipdtesis sobre o, tenemos que:

= glog2 q+0(1) < exlog?q.

(25) | x(n)log(n
n=1

Por otro lado, como log(n)n~? decrece si n > q (¢ > 2), se sigue por sumacién por
partes y las relaciones de ortogonalidad para caracteres que:

00 N
(2:6) | Y x(m)log(n)n 7| < log(@)a " mgx| > x(n)| < elogla)aa = eloga,

n=qg+1 n=qg+1
y se tiene el resultado. O

Notese que, por el mismo argumento aplicado a L(o, x), se obtiene que existe una
constante cg tal que:

1

(2.7) |L(o,x)| < czlogqg, sil——<o<1.

log q
Finalmente, vamos a usar la férmula del nimero de clases para formas cuadraticas,
[9], que dejamos aqui escrita para futuras referencias:

1/2 )
w'dQ|7r L(1,x) sid <0,

(2.8) h(d) =

1/2 .
ff)gsL(LX) sid>0,
donde ¢ denota la unidad fundamental y w esta definido como el ntimero de raices
de la unidad en el cuerpo cuadrético Q(\/;i) Este teorema solo aplica para caracteres
reales y primitivos. Como h(d) > 1, entonces tomando d = +¢ obtenemos que existe
una constante ¢4 tal que:

(2.9) L(1,x) > caqg V2

Por el teorema del valor medio, (2.7) y la proposicion 2.3 se tiene que, si 3 es un
cero excepcional, entonces ¢4~ 2 < L(1,x) = L(1,x) — L(B,x) < (1 — B)c1log?q, v
despejando se tiene que:

Cs

(2.10) B<l———"—%—.
g4/ 1log? q

Por el mismo argumento que ya hemos hecho varias veces, este tltimo resultado aplica
también para caracteres reales no principales aunque sean imprimitivos. Ya estamos
en disposicién de demostrar el teorema 2.2 suponiendo el teorema 2.1. Sea ¢ > 0y
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supongamos que tenemos un cero 3 satisfaciendo (2.2), entonces tomando ¢ suficiente-
mente grande, se tendra que 1 — @ < B <1, luego por la proposiciéon 2.3, el teorema
del valor medio y el teorema 2.1 con § tendriamos que:

Ci(e/2)q /% < L(1,x) = L(1,x) — L(B, x) < c1log(q)Ca(e)q™*,

lo cual supone una contradiccién haciendo g — oo. Se sigue de este resultado que todo
cero excepcional, 3, de L(s,x) con y caracter real no principal de médulo ¢ verifica
que:

(2.11) B <1—Cs(e)g°, paratodoe>D0.

Lo cual es bastante mejor acotaciéon que la que se consigue usando el teorema del
valor medio y (2.8), que viene dada por 8 < 1—cq'/?log™2 ¢ para cierta constante c.
Ahora si, vamos a demostrar el teorema 2.1. Seguiremos a [9], aunque la prueba que
daremos se debe a Estermann, [12], quien la prob6 mediante un método simplificado al
usado originalmente por Siegel. La idea es combinar las funciones L de dos caracteres
X1V X2 reales y primitivos de médulos ¢ y ¢o distintos. Consideremos el cardcter
x1X2- Este caracter tiene médulo ¢1q2 y, aunque no es primitivo en general, debe ser
no principal. En efecto, si x1(n)x2(n) = 1 para todo (n,q1g2) = 1, entonces por ser
reales, x1(n) = x2(n) para todo (n,q1g2) = 1 y como son primitivos se concluye que
son iguales, luego lo son sus moédulos y se llega a contradiccion.

Lema 2.4. [9] Definimos F(s) := ((s)L(s, x1)L(s, x2)L(s,x1x2) y G(s) := A(s —
1)~!, donde X := L(1,x1)L(1, x2)L(1, x1x2). Entonces existe una constante positiva,
absoluta y efectiva cq tal que:

el IEN

1
(2.12) F(s) > 5 + aaG(s) ()™, —<s<1.

Demostracion. Analogamente a como se demuestra para la derivada logaritmica de
¢(s), se tiene que:

(2.13) (5) =S A~ (1+ xa(n) (L + xz(n), eno > 1.

n=1

asi como:

(2.14) log F(s) =Y _ > m™'p ™ 1+ x1(p™) (L + x2(p™)), eno > 1.

m=1

En esta ultima serie, los coeficientes son todos no negativos. Por tanto, tomando
exponenciales, se tiene que F(s) =Y > a,n~ % en o > 1, donde a; = 1 y todos los
coeficientes son no negativos. Ahora desarrollamos F'(s) en serie de Taylor en torno a
s = 2 y tenemos una serie de la forma:

(2.15) F(s) = i b (2 —

m=0
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valido para |2 — s| < 1. Ademaés, se tiene que:

—1m N .
bm:( ) F(m)(2)—m!§:1ann 2(logn)™,

m)!

luego by, > 0 para todo my bg = 2, apn~2? > 1. Asimismo, obsérvese que el polo
en s = 1 es el que impide extender mas alla la validez de este desarrollo, lo cual se
puede arreglar restando G(s):

(2.16) F(s) = G(s) = > cm(2—5)",

m=0

donde ¢, = by, — A porque A(s — 1)71 = A1 = (2—35)) = XD o0 (2 — s)™. Esta
expresion debe ser vélida en |s — 2| < 2 porque el lado izquierdo es holomorfo ahi.
Ademas, en |s — 2| = 3/2, ((s) esta acotada y recordemos que, en o > 1/2, teniamos
que |L(s, x)| < 2q|s| para cualquier caracter x de modulo ¢, luego:

(2.17) |L(s,x1)| < esqu,  |L(s,x2)| < esq2,  |L(s, xax2)| < csq1¢2-

Por consiguiente, |F(s)| < cgqgs en la circunferencia y lo mismo sucede para G(s)
porque A es el producto de las tres funciones L. Asi, usando las desigualdades de
Cauchy para los coeficientes de la serie de Taylor para la funcion F(s) — G(s) se
obtiene que |b,, — A| < 2c6¢3q5(2/3)™. A continuacion, la estrategia es separar la
serie (2.15) a partir de un cierto M que elegiremos después convenientemente. Para
7/8 < s < 1, tenemos que Yoo/ by — A[(2 — 5)™ < 300 266¢33(5(2 — 5))™ <
S 2062 q5(3/4)™ < ergiq3(3/4)M < mq%q%e*M/‘l y, consecuentemente tenemos
que:

M-1

2—s)M 1
F(s)—G(s)>1—A Z (2— )™ —crgdqie M/t =1 — )\(15) — crqdqie M/,
m=0 -5
Elegimos M de manera que se cumpla que %6_1/4 < C7q%q%6_M/4 < % y obtenemos:
1 A
2.18 F - - 2 —s)M,
(218) (5)> 5~ 72— (2-5)

Ademas, como iM < 2log(q192) + cs, se verifica que M < 8log(qiq2) + ¢ y tenemos
que:

(2 — )™ = exp(Mlog(1+1—s)) < exp(M(1 —s)) < c1o(qrqz)*4 ™).

Veamos que con este lema se tiene el teorema 2.1

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que € es suficientemente
pequeno para que el 81 que vamos a escoger esté en las hipotesis del lema 2.4 y de
(2.7). Distinguimos dos casos en funcién de como sea el ¢ > 0. Por un lado, si hay un
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caracter primitivo real para el cual L(s, x) tenga un cero real entre 1 — 1 v 1, elegimos
X1 el caracter en cuestion y 51 dicho cero. En este caso, F'(81) = 0 independientemente
de la eleccion de xo. Si no hay tal caracter, tomamos x1 cualquier cardcter primitivo
real y (1 cualquier nimero real entre 1 — 1% y 1. Ahora, para 0 < s < 1 se tiene
que ((s) = (1 —2175)715°%°  (—=1)"*1p=% < 0 e independientemente de Y2, las tres
funciones L en s = 1 son positivas (por la féormula del ntimero de clases) y no se
anulan en f; < s <1, luego F(f1) < 0. Notese que la positividad de las funciones L
también la hemos usado en (2.18) omitiendo el término %8(2 —5)M > 0. En ambos

1
casos, F'(f1) <0y el lema 2.4 nos da que:

1
(2.19) ca\ > §(1 — B1)(qrgz) 308V,

Teniendo 1 y 51 fijados, elegimos x2 como un caracter primitivo y real cualquiera tal
que g2 > q1. Se sigue de (2.7) que:

(2.20) A < (c11logqr)L(1, x2)(c11 log(q1g2)).
Luego:
(2.21) L(1,x2) > Cgy """ (log g2) 71,

donde C solo depende de 1, mas concretamente de ¢; y, por tanto, solo de £. Como
8(1 —p1) < %5, tomando g2 suficientemente grande (cosa que podemos hacer) se

/

obtiene que (logga)™ > ¢, ° 2 y se concluye el resultado. O

Es en esta prueba donde podemos apreciar por qué las respectivas constantes de
los teoremas 2.1 y 2.2 no son efectivas. Imaginemos que queremos calcular la cons-
tante C' del teorema anterior. Sabemos que esta constante depende solo de x1 y, por
consiguiente, también lo hacen Ci(g) y Ca(g). Si no hay ceros excepcionales, entonces
seguimos los pasos del teorema y sabemos que podemos tomar x1 un caracter primiti-
vo y real arbitrario, luego nos saldra un ¢; concreto y calcularemos C' sin problemas.
Sin embargo, si si hay ceros excepcionales, entonces para calcular C' necesitariamos
conocer el modulo g1 del caracter x; tal que L(s, x1) posee un cero excepcional, pero
a dia de hoy no se han podido encontrar tales ceros asi que no tenemos ningin xi
concreto al que aplicarle eso, luego no podemos calcular C' explicitamente.

Teorema 2.5. Teorema de Siegel-Walfisz (1936): [9] Sea N una constante po-
sitiva cualquiera, (a,q) =1y q < (logx)YN. Entonces existe un nimero positivo C(N)
tal que se tiene, uniformemente en q:

Li(x) 1

(2.22) m(x;q,a) =

o equivalentemente:

=

(2.23) ¥(x;q,a) = —— + O(xexp(—C(N)(log x)2)).
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Demostracion. Sea € > 0, por el teorema de Siegel, 2.2, 51 < 1 — Ca(g)q ¢, luego:
(2.24) P < zexp(—Cy(e)(logx)g ).

Ahora es cuando se ve el porqué de la restriccion que hemos exigido a ¢ y es simple-
mente para hacer la exponencial pequena en comparacion a x. Notese que necesitamos
una cota maés severa que simplemente pedir ¢ < exp(C'(log m)%) para cierta constante
C como pediamos en el teorema 1.59. En definitiva, con esta condicién y tomando
e = (2N)~ ! se tiene que ¢¢ < (logz)'/?, luego:

(2.25) 2P < zexp(—C3(N)(logz)2).
Asimismo, recordemos que tenfamos (1.136), luego se verifica que:
(2.26) W, x) < wexp(=Ca(N)(log z)?),

para cualquier caracter no principal x moédulo g. Asi, se obtiene (2.23) sustituyendo
esta ultima expresion en (1.131). Por otra parte, para obtener el teorema en la forma
(2.22), simplemente hacemos lo mismo que en el teorema 1.52 con la funciéon 7 (x; ¢, a)
definida en la observacion 1.60 y se obtiene que:

Li
(2.27) m1(x;q,a) = i) +O(z exp(—C’4(N)(10ga;)%)),

(q)
Esto implica (2.22) porque 71 (z;q,a) — w(x;q,a) = O(@(ff)ll/jgx) .

El error que proporciona el teorema de Siegel-Walfisz otorga la mayor uniformidad
en g conocida hasta la fecha para el teorema de los ntimeros primos en progresiones
aritméticas. Sin embargo, si consideramos ¢ fijado, este resultado admite mejoras.

2.2. El método de Vinogradov-Korobov

Durante toda esta seccion seguiremos el capitulo 6 de [29]. El objetivo es probar la
region libre de ceros de Vinogradov-Korobov, la mejor conocida hasta la fecha. Para
ello, vamos a usar el teorema 1.29. Un primer resultado obtenido usando este método
es la region libre de ceros de Littlewood, demostrada en 1922, que mejora a la de de
la Vallée-Poussin. Para ello, deduciremos el teorema 5.14 de [52] que nos dice que:

Teorema 2.6. Sik>3yo=1— Zk—k_Q, entonces:

(2.28) C(o +it) = Ot/ ogt).

Teorema 2.7. Littlewood (1922): Seat > 3, entonces existe una constante absoluta
A tal que (o +it) # 0 en la region:

(2.29) o> 1 Aloglogt
logt
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Demostracion. En primer lugar, si tomamos f(z) = —% log x, que cumple que |f/(z)| =
£ en [N,2N], y consideramos S(N,t) = > y_,<on €(f(n)), la teoria de pares de ex-
ponentes nos dice que, si (k,A) es un par de exponentes, entonces S(N,t) < tENAE,
Ademas, aplicando sumacién por partes, tenemos que ZN<n§2N n"oT L tRNATRTO,
Por otro lado, usando el teorema 1.32 con x =t se tiene que:

(2.30) () =) _n 7"+ O(t™7), t=t

n<t

Luego dividiendo el rango de sumacion del sumatorio anterior en intervalos diddicos

—o—1it

1 t - . .
de manera que tengamos ZJL;)%Q Jzzj en<oi+l T y utilizando las estimaciones

anteriores se obtiene que:
C(A— Kk +it) < tVlogt.

Si ahora tomamos el par de exponentes A*~2B(0,1) = (ﬁ, 1-— 2’“,:_2) para k > 3,

el cual se obtiene por induccién, conseguimos la siguiente cota:

1
C(1 —op +it) < t2F-2 logt,

donde o}, = % A continuaciéon, denotamos por A(t) = ﬁ&% y elegimos1 k =
p Alt Py
L1022 log A(t)]. Asi, tenemos que % <28 < A(t) y que ﬁ < ﬁ, luego t2F—2 <

t2/A1) = log? t y se deduce que (1 —op +it) < log®t. Ademas, como k ~ 101%)1%@ y
2
ok < A(t), se tiene que 1 — oy, 2 @% para t suficientemente grande. Por otra

parte, en 0 = 2 tenemos la cota trivial (o + it) < 1. Por tanto, usando el principio

de Phragmén-Lindelof, obtenemos que ¢ (o + it) < log3t con 1 — 7(10%32%02 <o <2
2

Asi, tomando ®(t) = 3loglogt y 6(t) = (logﬁ% en el teorema 1.29, concluimos el

resultado. O

La siguiente mejora llegd méas de una década después. Concretamente, en 1938,
Chudakov probé el siguiente resultado:

Teorema 2.8. Chudakov (1938): Sea t > 2, entonces ((o +it) # 0 en la region:

1
2.31 >1—— .
(2.31) 7 =17 Qlog t)3/4+e®
No fue hasta 1958 que, gracias a la sofisticaciéon de los métodos de acotacién de
sumas trigonométricas, Vinogradov y Korobov obtuvieron la region libre de ceros a
cuya demostracién dedicaremos esta seccién entera y que permanece imbatida a dia
de hoy. Es la siguiente:

Teorema 2.9. Vinogradov-Korobov (1958): Existe una constante absoluta C > 0
tal que ((o +it) # 0 en la region dada por:

(2.32) o >1—C(logt)"*3(loglogt)™"/3, > to.
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Previo a la demostracion, necesitamos introducir una potente maquinaria conocida
como el método de Vinogradov-Korobov. En el curso de la prueba, se vera que la
precision de resultados como el teorema 2.9 dependen fuertemente de la regiéon donde
sea vélida la estimacion ((s) < log® |¢| para cierto A > 0. Intuitivamente, mediante
sumaciéon por partes en (2.30) eliminamos de la suma el término n~7 y, en definitiva,
todo dependera de encontrar estimaciones uniformes a sumas de la forma:

(2.33) SHEN,N) = > nf (Ng<N<t/2,t>t).

N<n<N;<2N
Antes de sumergirnos en los tecnicismos, es crucial entender la potente idea del método
de Vinogradov-Korobov. Como ya hemos dicho, nuestro objetivo es acotar sumas de la
forma (2.33), es decir, queremos ver si hay suficiente cancelacion como para que dicha
suma se mantenga pequefia. Sin embargo, intentar dar cotas no triviales de manera
directa a sumas de este estilo no es sencillo. Por ello, la idea es aproximar el logaritmo
por suficientes términos de su serie de Taylor y reducir el problema a estimar sumas
trigonométricas con exponentes polindomicos. Ahora bien, si nos lanzamos directamen-
te a aproximar logn, dado que n se mueve en un rango muy grande, necesitaremos
muchos términos de la serie de Taylor para que sea lo suficientemente precisa en dicho
rango. Por ello, un primer intento consistié en hacer una traslacion n — n + x para
reducir el problema a aproximar itlog(l + x/n) que, para = suficientemente pequeno
en relacién con N, nos da una convergencia rapida de la serie de Taylor.
No fue hasta mas tarde que se utilizé el método méas efectivo, consistente en trasla-
dar por zy, construyendo asi formas bilineales y que supone el corazoén del método
de Vinogradov-Korobov. La razén de esto es puramente técnica, pues como se veré
en (2.43), un solo parametro nos origina sumas en las que dicho parametro termina
desapareciendo, mientras que trasladando por zy esto no sucede, véase (2.44). Al pre-
servar uno de los dos parametros, tenemos mayor control en nuestras cotas y, por ende,
mayor precisiéon. Por dltimo, cabe destacar que, aunque tras aproximar obtengamos
una suma de la forma »° ., e(@1zy+- - +anz"y") con los a; fijados, la mejor forma
de estimarla pasa por aplicar la desigualdad de Hoélder para separar el problema en
dos factores independientes. Por un lado, extraemos una integral que promedia dichas
sumas sobre todos los «; € (0,1) y que actiia como un filtro para contar cuantas
variables verifican un cierto sistema de ecuaciones diofanticas; si probamos que este
sistema tiene pocas soluciones, obtendremos una gran cancelacién general. Por otro
lado, esta separacién nos permite conservar nuestros «; especificos en un segundo fac-
tor, pero evaluados ahora sobre sumas trigonométricas lineales mucho més sencillas
de acotar, como vemos en el lema 2.13. De esta forma, hemos conseguido reducir un
problema puramente analitico en la combinacién de un problema combinatorio de
conteo de soluciones enteras, teorema 2.12, y uno de estimacién de sumas trigonomé-
tricas lineales mediante la aproximacion racional de los coeficientes, lema 2.14, una
idea muy profunda y llena de belleza. Pasemos a desarrollar la teoria necesaria para
enfrentarnos a dichos sistemas diofanticos y que nos llevara a probar lo que se conoce
como el teorema del valor medio de Vinogradov, el cual nos proporciona una cota
superior del nimero de soluciones enteras de dicho sistema. Sea

1 1 2%k
(2.34)  Jkn(P)= / . / ‘ Z ez 4+ aoz® + - + apaz™)| daydas - - - doy,
0 o 2P
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donde k,n,z > 1 son enteros y P es un entero grande. Una herramienta fundamental
es:

1 1 1 : —
- sik=0
(2.35) / e(kz)dr = / TRy = 877 ’
0 0 0, si k es un entero no nulo,
que, combinada con |z|?> = 2Z nos muestra que Jin(P) representa el nimero de
soluciones enteras del sistema de ecuaciones:

1+ T — T — o — 22 =0,
(2.36)
af by —wpyy - —ag, =0,

donde 1 < z1,...,9, < P. En efecto, sea S = ) _pe(aiz + asr? + ...+ apz), el

. . —k
término dentro de las integrales que definen a Jj, ,(P) es SkS". Usemos x1, ..., z; para
denotar las variables de los k sumatorios de S¥ Y Tkt1,---, Top para las variables de

. —k ,
los k sumatorios de S™. Asi, obtenemos que:

(2.37) sPF =Y e(f:cmam),

1<zy,..20, <P m=1

donde C,,, = Z§:1 i — Z?ikﬂ 2. Por tanto, por el teorema de Fubini:

noo.
Jen(P) = Z H/o e(amCp)dou,,

1<zy,..x9, <P m=1

que cuenta el namero de tuplas (x1, ..., zox) tales que Cy, = 0 para todo 1 < m < n.
Mas en general, dados A, ..., A, enteros, denotamos por Jy (A1, ..., A,) al ntmero de
soluciones enteras del sistema:

Ty F T — Ty — o — Do = A,
(2.38)

con 1 < z1,...,x9;, < P, de manera que, con esta notacion, Ji ,(P) = Ji (0, ...,0).
Usando (2.35) obtenemos que:

Jk,n<x) = |Jk,n(x)‘ < Jk,n(ﬁ) = Jk,n(P)~
Es decir, para toda tupla de enteros (Mg, ..., A,) se cumple que:
(2.39) Jen( Ay oy An) < T n(P).

Cuando 1, ..., zo; recorre todos los posibles P2?¥ valores, entonces el lado izquier-
do del sistema (2.38) toma todos los valores posibles A, ..., A, lo cual escribiremos
formalmente como:

(2.40) > Ten(Aasen An) = PP,
Ay An
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El ntiimero de sumandos en (2.40) es finito, pues [A\1| < kP, |[Xo| < kP2,--- | |\,| <
kPm™. Ademas, tenemos que Ji ,(P) < P?* y que Jj,,(P) es no decreciente como fun-
cion de k o P. Aunque estamos interesados en obtener cotas superiores para Jy, ,(P),
vamos a ver que se puede obtener una cota inferior de la siguiente manera, gracias a
(2.39), (2.40) y la cota para cada |A;|, tenemos que:

n(n+1)
(2.41) P* = 3" Jen, 0 dn) S Jen(P) Y 1< Jpn(P)2K)"P 2,
Ay An Ay An

lo cual nos da que:
(2.42) Jen(P) > (2k)~" p2h=nnt1)/2,

Es importante destacar que esta cota es no trivial si k > @ Veamos esto altimo.

Observemos que si asignamos 1 = 2y, - - - T = &g, entonces tenemos PF soluciones.
Como existen k! formas distintas de asignar x; con 1 <i < kaxjconk+1<j <2k,
tenemos que, una cota inferior «trivial» para Ji ,(P), es k!P*. Por tanto, dado que
vamos a tomar P suficientemente grande y k esta fijado, si se cumple la condicion
k > %, la cota inferior obtenida en (2.42) es mejor que la trivial. Obtengamos
algunas propiedades mas acerca de J (A1, ..., \p) antes de pasar a probar los lemas

que necesitaremos posteriormente. Dado que:

2k
(2.43) ‘ Z el + - +apa”)| = Z Jkn (A1, s An)e(ar A + -+ 4+ an ),
<P >\17-~,>\n

lo cual se obtiene elevando el lado izquierdo a la potencia 2k y agrupando los términos
tales que son soluciones de (2.38) para cada (Ag, .., Ap), se tiene, reemplazando = por
xy y sumando, lo siguiente:

(2.44)

2%k .
Z ‘ Z e(arzy + -+ + oznx”y”)‘ < Z Jk,n()\)‘ Z e(art Mz + -+ -+ apApz™)|.
<P y<P AlyeesAn <P

Si ahora consideramos solo n—1 ecuaciones en (2.38), entonces el nimero de soluciones
es Jpn—1(A1, ..., An—1) ¥, si permitimos que |\, | recorra todos los valores (< kP™) en
la ultima ecuacion, entonces obtenemos que:

(2.45) > Tk An) = Tkt (A, A1)
[An|<kPm™

Pasemos ya a probar algunas estimaciones mas complicadas para Ji ,(P) y para ello
veamos el siguiente lema sobre sistemas de congruencias médulo una potencia de un
primo:

Lema 2.10. Sea m > 1, p > n primo y sea T el numero de soluciones del sistema de
COngruencias:

r14+-+z, = (méd p),

224+ 22 =py  (méd p?),
(2.46) ! ( )

4t =p, (méd p"),
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donde A <z, < A+mp" —1,r=1,2...,n, A es un entero dado y x; # x; (méd p)
para i # j. Entonces para cualesquiera enteros puii, ..., i, tenemos que:

(2.47) T < nlmmpnn=1/2,

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A = 0. Pues si
x1, ..., Ty satisfacen (2.46) y z; = y; (méd p™) (j =1, ...,n), entonces también yy, ..., yn
verifican (2.46). Para cada r = 1,...,n escribimos z, = x,1 + pxr2 + -+ + P "Tp pt1,
donde 0 < z,; < pparatodor,j=1,..,n, 0 < zppy1 <My ;1 # Tj1 para i # j.
Asi, los nimeros 1,1, ..., Z,,1 verifican el siguiente sistema de congruencias:

11+ + Ty = (méd p),

2 2 _ .
i+ -+ a2, =pue (méd p),
(2.48) . 1,1 nl =H ( )

2yt any = o (méd p),

A continuacion, la idea es levantar este sistema a sistemas modulo pF sucesivamen-
te hasta llegar a p™, usando argumentos del tipo lema de Hensel. Si sq,...,s, son
los polinomios simétricos elementales en las variables x11,..., 25,1 entonces, por las
identidades de Newton, se tiene que ksi = Zle(—l)i_lsk_mi (méd p) para todo
1 < k <n, con la convenciéon de que sy = 1. Por tanto, sy, ..., s, estdn univocamen-
te determinados, médulo p, por los pui, ..., 4. Ademas, tenemos que la congruencia
2" — 512" 4 8922 — - 4+ (=1)"s, = 0 (mdd p), que tiene a lo sumo n < p rai-
ces, es tal que x1 1, ..., Tp,1 son solucion. Asi, hemos obtenido que todas las soluciones
de (2.48) son permutaciones de una tnica solucién en nimeros distintos i 1, ..., Tn,1,
luego T < n!, donde T} es el numero de soluciones de (2.48). Si fijamos una solucién
de (2.48), entonces (2.46) nos da el sistema:

(w11 +pr12)? + -+ (Tn1 + pTp2)? = p2  (méd p?),
(2.49)

(w11 +p212)" + -+ (Tn1 +PTn2)" = i (méd p2),

que se reduce, dividiendo todo entre p, al siguiente sistema de n — 1 congruencias en
las variables 11, ...,2n,1 (méd p):

_ ! z
T11T12 4+ + TpaTpo = py  (méd p),

(2.50)

1

T124 -+ @ o =g, (méd p),

n
L11 n,1

Por otro lado, como los ntmeros 1 1,...,%,,1 son distintos, podemos suponer que
Z11,---, Tn—1,1 son todos no nulos. Por tanto:

Ti1o ot Tpg
(2.51) : : | =T o1 H (i1 —xj;) #0 (mdd p).
e SRR 1<i<j<n—1
1,1 n—1,1
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Por consiguiente, aplicando la regla de Cramer para cada xy, 2 fijado (que puede tomar
a lo sumo p valores), los nimeros z 2, ..., Tp—1,2 estan univocamente determinados por
el sistema (2.50) y, si T» denota el namero de soluciones de (2.50), entonces 1o = p.
Similarmente, considerando el sistema analogo a (2.49) médulo p3, obtenemos n — 2
congruencias en 3, ...,y 3 con nimero de soluciones 73 = p?. Continuando este
proceso obtenemos Ty = p?, ..., T, = p" . Por tltimo, como cada Zjn+1 solo puede
tomar hasta m valores, se obtiene T},11 = m”. Finalmente, combinando todas estas
estimaciones obtenemos que:

(2.52) T<TTy- TyThsr < nlm (=172

O

Ya estamos en disposicién de dar una estimacioén recursiva para Jj ,,(P), que nos
permitira acotarla explicitamente. Esta es la parte crucial del método de Vinogradov-
Korobov:

Lema 2.11. Sean >2, P > (2n)®" y k > n(n + 1). Entonces:
T (P) < A2RpH/mtGn=D)/2 1 (Py),

con Py satisfaciendo p-1)/n < P < qpn=1/n

Demostracion. Sea p un primo de [%Pl/”, Pl/”} , que existe por el postulado de Ber-

trand. Entonces p > n vy, si definimos Py = | Pp~!| + 1, tenemos que p=b/n < p <
4pn=1/n p < pP;. Esto nos da que Jien(P) < Jin(pPr), donde Jy, ,(pP1) representa
el niimero de soluciones 1 < x; <p, 0 <y; < Py para j = 1,..., 2k del sistema:

(2.53)

(w1 +py1) + -+ (T +2Yr) — (Trg1 + PYkt1) — - — (T2 + pyox) =0

(x1+py)" + -+ (2 +pyr)™ — (Tp11 + pYr+1)” — -+ — (w2r + py2r)™ = 0.

A continuacion, dividimos el niamero de soluciones de (2.53) es dos clases. La primera
clase consiste en las soluciones tales que tanto x1, ...,z como zgy1,..., Tog contienen
n nameros diferentes, mientras que la segunda clase contiene todas las demas solu-
ciones. Si denotamos por J; y Js al niimero de soluciones de primera y segunda clase
respectivamente, entonces:

(2.54) ka(P) < ka(ppl) =Ji1+ Jo,

luego hemos reducido el problema a estimar J; y J2. De hecho, observando que n
nameros pueden ser colocados de k(k — 1)---(k — n 4+ 1) maneras en k lugares y
renombrando las soluciones contadas en Ji, tenemos que J; < k**.J;, donde J] es el
namero de soluciones de (2.53) con x1,...,Tn ¥ Tki1, ..., Tk+n DUmeros distintos. Si
ahora llamamos:

P—-1

S(J}) - Z €(f(1‘+py)), f(t) =agt+--- +antna

y=0
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tenemos que:

J = / /‘ Z S(z1) - Tn) ZS(HE)

ELART ) z<p

2 2k—2n
‘ ‘ daq - - - dag,

donde le ..z, denota la suma sobre nimeros distintos z1, ..., z,,. Usando la desigual-
dad de Hoélder obtenemos que:

2
J/ <p2k 2n— 1/ / ‘ Z le :Un) Z|S(x)\2k_2nd061'“d04n

T1ye5Tm r<p

2k—2
< iy [ /\ZS“ |

LlyeeesTm

(2.55)
()2~ 2day - - - doy,.

Por tanto, x esta fijado en la tultima integral, que representa el ntimero de soluciones
del sistema:

(@1 +py1) + -+ (@0 + pYn) + (T + PYnt1) + - + (T + PYk)
= (Tkt+1 + PYk+1) ++ + (Thn + PYktn)
+ (T + PYktnt1) + -+ (@ + pyax),
(2.56) :
(@1 +py)" + -+ (2o +pyn)" + (T + pyns1)" + - + (@ + pyp)"
= (Trt1 + pYk+1)" + + (Tktn + PYkn)"
+ (T + PYktnt1)" + -+ (T + pyar)™

Por otro lado, como el nimero de soluciones contadas por Jj ,(P) no cambia si res-
tamos x de las variables, se sigue que el ntumero de soluciones del sistema (2.56) es
igual al de:

(x1 —z+py1) + -+ (20 — T+ pyn)

—(@k+1 — T+ pykt1) = = (@Thtn — T4 PYkin) = —PYns1 + 0 — Y2r),
(2.57)
(T1 =2z +py1)" + -+ (20 — 2+ pyn)”
—(@hr1 — T+ PYr+1)" = = (T — T+ DPYktn)" = =P (Yng1 + 0 — Yok)-
que denotaremos por Jy. Tomando yp1+- - — Yok = A1, Yyiq = Yoy, = An Vemos,

por (2.39), que el namero de soluciones de este sistema, para cada A, ..., A, fijos, no
excede a Jy_p 5, (P1). Ademas, fijando 0 < @41 +pyrt1 < PP, .., 0 < Tpip +PYign <
pPy, vemos que x1 + pyi,...,Tn + Py, satisfacen las condiciones del lema 2.10 con
m > pPip™™ > Pp™", de manera que podemos tomar m = [pPp~"| + 1. Luego
Jo < (pP1)"T'Jg—pn(P1), donde T es el ntmero de soluciones del sistema del lema
2.10 adaptado a nuestro caso. Por tanto, usando (2.47), obtenemos:

(2.58) Ji < Ep?R 2l pr D2 (PO g (PL).

Ademas, si P = gp+r con 0 < r < p, entonces pP; = pg+p = P+ p —r, luego
pPip™™ < Pp™" 4 p'™™. Asi, como p > $P/", tenemos que Pp™" < 2" y m <
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2" 4 pl=m 41 < 27*1 1o que implica que m™ < 2”("+1) < 2F. Usando también que
p < Pl/”, P < 4P(”_1)/”, se deduce de (2.58) qu

1
(259) Jl S n!2kk2nP2k/n+(3nf5)/24an_k’k(Pl) S 54:2k:_P2]<!/n<|’(3n*5)/2(]k_n’n(_Pl)7

porque k > n(n+ 1) y n > 2. Asi, solo nos falta estimar Jy. En este caso, hay a
lo sumo n — 1 ntmeros distintos entre x1, ...,z y cada z; toma a lo sumo p valores,
luego hay como mucho (n 1) (n — 1)k < p"~In* posibles elecciones para los niimeros
x1,...,TE. Por consiguiente, si x1, ..., T9g pertenecen a la segunda clase, aplicando la
desigualdad de Holder vemos que:

(2.60)
Y S S| < (X 1sEo) (X sa)
L1y, T2k L1y, T2k T1,...,T2k
< Z 15 ()| Z 1< pk+n—1nkz 15 ()2 < pk+n—1nkP12nZ 1S ()2,
z<p T1esT2k z<p z<p

pues |S(z)| < P;. Notese que solo hemos aplicado la restriccion para los z; en el con-
junto x1, ..., xx mientras que para los k valores restantes simplemente hemos acotado
por p*. Consecuentemente:

JQ / / Z S .1'1 ( )S(karl) ce S(l‘gk)dal ce dOén

L1y T2k

(2.61) <p k+n—1 kP / / Z ‘S ’2]6 n) ay -+ day,

<P

_ 1 _
< pk+n 1nkP12an-7n’n (Pl) < 542]9P2k/n+(3n 5)/2kan,n<P1)7
que junto a (2.59) prueba el lema en vista de (2.54). O

Como ya hemos comentado, el lema anterior nos permite probar una cota superior
para Jy ,(P) que depende explicitamente de k,n y P. Esta es la verdadera clave del
método de Vinogradov:

Teorema 2.12. Teorema del valor medio de Vinogradov: Sea r > 0 un entero,
kE>n(n+r), P>Pyyc, = w Entonces:

(2.62) Jk,n(P) < (4n)4kzrp2k‘+0r—n(n+l)/2.

Demostracion. Usaremos induccion sobre r. Para r = 0, es cierto pues Jj ,,(P) < p2k,
Supongamos ahora que el lema es cierto para r = m > 0 y consideremos r = m + 1.
Si P> (2n)3"(1+(”*1)71)(m+1), como k > n? + n(m + 1) podemos aplicar el lema 2.11
y tenemos que:

(2.63) Jen(P) < 42k pH/ntGn=5)2 1 (Py).
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Para acotar Ji_,, »(P1) podemos usar la hipotesis de induccion pues k —n > n(n+m)
y P> pl-ln> (2n)3"(1+("*1)_1)m. Por tanto, se sigue que:

(2 64) Jk—n,n(Pl) < (4n)4(k—n)mP12(k*n)*”(n+1)/2+0m
' < (4n)4(k—n)m42(k—n)P(l—l/n)(2k—2n—n(n+1)/2+cm)

que, combinado con (2.63), nos da el resultado. Supongamos ahora que k > n? +

n(m+1)y P < (2n)3n0+0=0"0""" Primero, aplicamos la cota trivial:

(2.65) Jin(P) < P Jj_pn(P).

A continuacion, usamos la hipotesis de induccion para estimar Ji_,, ,,(P) y obtenemos:
(2.66) Ji—nn(P) < (4n)tkm p2k=n)=n(n+1)/24em

luego (2.65) nos da que:

(2.67) Jen(P) < (4n)tk(m+D) p2k=n(nt1)/2em1

pues la condicion P < (2n)3"(1+("_1)71)<m+1>, k > n? +n(m + 1), implica que:

(2.68) Pem=emt1 < (4n)1F,

O]

Es interesante destacar que el problema de estimar Jj, ,(P) ha sido, por si mismo,
uno de los problemas centrales de la teorfa aditiva de niimeros y el anélisis armoénico
durante las ultimas décadas. A este respecto, el resultado méas deseado era lo que se
conoce como la «Main Conjecture in Vinogradov’s Mean Value Theorem» que decia
que, para todo k > 1, n,P > 2y € > 0, se cumple que:

Jen(P) <. PE(PF 4 ph-n(nt1)/2y

Si nos paramos a pensar, esta cota tiene mucho sentido pues parece como una media,
salvo por el término P¢, de las cotas inferiores para Ji ,(P), (2.42) y aquella que
llamabamos trivial, k!P*. Para n = 2, este resultado se sabia que era verdadero desde
hacia mucho tiempo pues se obtiene mediante estimaciones elementales relativas a la
funcion d(n). El caso n = 3 fue resuelto mediante métodos aritméticos por Wooley,
[57], en 2016. Wooley us6 una técnica muy sofisticada conocida como «efficient con-
gruencing» cuyas variantes llevaron a probar la conjetura para ciertos valores grandes
de n. Finalmente, unos meses mas tarde, en 2016, debido a Bourgain, Demeter y Guth,
[3], la conjetura se prob6 para todo n > 4, gracias a una técnica muy novedosa de
andlisis armonico conocida como «decouplingy.

FEl siguiente paso en nuestro camino es demostrar un teorema importante que nos da
una estimacion para S(t; N, N71). Sin embargo, necesitamos dos lemas previos que,
aunque a primera vista parezcan inconexos, nos servirdn para estimar ciertas sumas
que apareceran en la demostracion de dicho teorema en relacién con los coeficientes
de Taylor del logaritmo, los cuales querremos que no sean demasiado cercanos a un
entero por razones que veremos a continuacion.
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Lema 2.13. Para N > 1 y « real, se tiene que:

(2.69) ‘ Z e(om)‘ < min <N7 L)

2 2al

donde ||| es la distancia de o al entero mds cercano, explicitamente, ||a| = min(a —
la], 1+ |a] — ), con la convencion de que si « es entero, entonces 1/||a| = oo.

Demostracion. El resultado es sencillo si a es entero. Para el resto de casos, por
periodicidad de la exponencial, podemos suponer que 0 < o < 1. Entonces:

e(aN)—1 2 1
2.70 ‘ ) _ ‘ < _ |
(2.70) n§<Nj e(an) e(a) =1 |~ Je(e/2) — e(—a/2)| ~ sin(ra)
y como sin(ra) = sin(w||a|]) y sinz > (2/7m)x para 0 < x < 7/2, se sigue que
L < -
sin(ra) = 2[af

En el siguiente lema vamos un paso més alla, estudiando qué ocurre cuando « se
aproxima por un racional a/q. Por el teorema de aproximacion de Dirichlet, podemos

conseguir que ’a — a/q‘ < q 2, luego a = a/q+ 6/q* con |§] < 1.

Lema 2.14. Sea o = a/q + 0/¢%, donde a y q son enteros tales que (a,q) =1, ¢ > 1
y |0] < 1. Entonces para cualesquiera 5,U >0 y N > 1 se tiene que:

1 N
2.71 ml’n(U,i) §6(L—J+1) U + qlog q).
= 2 min (U ) <ol ]+ )¢ )
Demostracion. Escribiendo anN =37+ Ziq:qﬂ + .- y cambiando los indices,

obtenemos a lo sumo | N/g] + 1 sumas de la forma S =3 _ min <U, l|an + 51“71)
con, quizas, distintos ;. Por consiguiente, basta con probar que:

(2.72) S <6(U +qlogq).

Para 1 < n < g tenemos que an + 1 = (an + |¢B1])g~ + §'(n)q 2, donde '(n) =
On + (¢B1 — |gpb1])q. Por tanto, |#'(n)| < 2¢q. Ahora hacemos el cambio de variable
m = an + |¢f1 ], de manera que, como (a,q) = 1 y n recorre un sistema completo de
residuos modulo ¢, tenemos que m también lo hace. Ademaés, como la funcion x — ||z||
es 1-periodica, se verifica que ||m|| no cambia si le sumamos un multiplo de ¢, luego
podemos elegir los representantes médulo ¢ que queramos para m y ||m|| no cambiara.

Asi, elegimos m € {—|2],...,—1,0,1,..., 2]} de forma que se cumple que |m| < ¢/2.
Por tanto:
m 6" (m)-1
2.73 S = min (U, |2 + H :
(2.73) > win (0|7 =)

Im|<q/2
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donde [0”(m)| < 2. Para m = 0,+1, 42, estimamos el minimo por U y, para 2 <

ml < /2, como |l + yl| = [lz]] ~ Ilyll, tenemos que |2 4 £ || > 12 uego,
S <5U + Z H% < 6(U + qlogq).
2<|m|<q/2 m

Notese que el segundo sumatorio solo existe si ¢ > 5, luego se cumple que 22<|m|<q/2 ﬁ =
4]-2
2q Z}nﬂl m~t < 2¢(1 +logq) < 6qlogq. O

Teorema 2.15. Si S(t; N, N1) es la suma definida por (2.33), donde recordemos que
pediamos Ng < N < t/2 yt > tg, entonces tenemos, uniformemente en N, Ny y t, lo
stguiente:
log® N
2.74 S(t;N,Ny) < N ex (—7)
2.74) (t N, M) P 105 10621
Demostracion. Esta demostracion es larga y muy técnica, asi que solo explicaremos
como se usan los lemas que tenemos a nuestra disposiciéon para probarla. Para més de-
talles, véase el lema 6.2 de [29]. Como ya hemos explicado, la mejor forma de proceder
es escribiendo n'* = exp(itlogn) y usando suficientes términos del desarrollo de Taylor
del logaritmo. Para ello, fijamos dos variables enteras 1 < x < a, 1 <y < acona =
| N?/%]. Si definimos la suma S = Z%{H exp(itlog(n+2y)) = DN wyr1<n<ytay n",
entonces S(t; N, N1) = S14+ 3N e Ntay ™ = 2Ny <n<Ny 1oy - Asi, obtenemos que:

, -2 2 _ ,
S(t; N,N1) < Na yndx |T(n)| + a*, con T'(n) = x;aexp(zt log(1 + zy/n)).

Por tanto, usando los primeros r = L5,0111§ﬁj términos de la serie de Taylor de

log(1 4 z) (solo tomamos r asi para que sea > 5) tenemos que:

S(t;N,N1) < Na~? méx U(n)+ N> N¢1/500,

N<n<2N
donde:
. t
U(n) = ‘ Y elazy+- Ty, aj= (-1 o=, =1,

2mgnd
z,y<a

Por consiguiente, para demostrar el lema, basta con ver que U(n) < a? exp( -

3 . . .
13‘;%();! t) y U(n) es una suma del mismo tipo que las que hemos estudiado duran-

te toda la seccion. Aplicando la desigualdad de Holder, (2.39), (2.40) y (2.44) se tiene
que:

2k
U (n) < Jk7r(a)a8k2_4k Z ) Z e(art Mz + -+ ap Az’

AyAr 7<a

Para estimar la tltima suma, usamos (2.43) y el lema 2.13 que nos dan lo siguiente:

Z )Ze(al)\lx—k---—i—ar)\rﬂ) = Z Jer(L)e(ar A +- - anApin)

A, e xzZla ALyees Ary U5y flr

2k
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< Tre(a) D T eleidips) < Jep(a) > [[min(2As, ol ™)

H1seees e =1 >\z HLyeensfbr 1=1

< Jgr(a) H Z min (24, Hamﬂmnil)v

Mm=1|pm|<Am

donde A, = 2ka"™ para todom =1,--- ,r. Del término Jj ,(a) se encarga el teorema
2.12, mientras que del producto se encarga el lema 2.14. Asi, aunque la suma de la
derecha se pueda acotar trivialmente por (24,,)?, para algunos valores de m se puede
hacer una estimaciéon mas fina. En particular, para A := 1+ Li)lgg]\” <m< L?Olg%\fj =
B, podemos usar el lema 2.14. Tras algunos célculos, se deduce que:

[T > min@Am, llompuml ™) < W(4k)> 25 a D log" N,

M=1|pm|<Am

donde W = [[4c,<p N™/5t=1 A continuacion, tomamos Y = logt/log N y, por
razones técnicas relacionadas con la teoria de pares de exponentes, podemos suponer

que Y > 10, es decir, podemos restringirnos al intervalo exp(logQ/3 )< N< /10 La

. 8411og? ¢ . .
condicion Y > 10 nos lleva a que W < — 5051w Tog N’ luego se tiene que:

f[ E min(2A.,, |[|ampm] 1) < (4k)27"28"2ar(r+1) exp ( - 84110g2t> log" N
= ot ’ - 1000 log N ’
' 2 2 2 841 10g2 t
U4k < J]?jr(a)(4k;)2r28r a8k —4k+r(r+1) ex (_ W) logr N.

Por tanto, solo nos quedaria estimar Jj ,(a). Para ello, usamos el teorema 2.12 con
k = 1?2 + (Rr)r, donde R > 0 es un entero a determinar. Asi, tenemos que:

U(n) < ((4k)2287 (dr)BFrRYR) 72 grir+ DR 2 (0=r=)R7 2 100 AyreR) =2 oy <_40%‘t)1]€120i1tN).
El primer factor de la derecha esté acotado, mientras que, para todoe > 0y N >
No(e), (log N)"2H)™* < exp (%). Por otro lado, la condicion N < ¢'/10 nos
asegura que r > 50, de manera que el término con a esta acotado por exp (%) .

Combinando todas estas estimaciones obtenemos que:

5le R +s--841> log N )
500 100401/ r2(R+1)2/°
Por ltimo, elegimos R > 0 entero para que lo de dentro de la exponencial sea lo

menor posible. Esto nos da R = 4, lo cual nos lleva a que, para e suficientemente
pequeiio, se verifica que:

U(n) < a*exp ((

3
logN) gazexp( log® N >’

Un) < a’e (— —
(n) P\ T 384202 96500 log? ¢

y se sigue el resultado. De hecho, habriamos obtenido una estimacién mejor que la del
lema. O
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Gracias al resultado anterior, ya podemos obtener lo que tan ansiadamente esté-
bamos buscando, el respectivo teorema sobre el orden de ((s):

Teorema 2.16. Fuxiste una constante absoluta n > 0 tal que, para 1 —n <o <1y
uniformemente en o, se verifica:

(2.75) Clo +it) < 1207002 1662/34 (1 > 1),

Cabe destacar que Richert probd, en 1967, este teorema con constante 100 en lugar de
122 y su resultado es vdlido uniformemente en % <o<1.

Este resultado implica que:
(2.76) C(1+it) < log?3t, (t>to),

que es el mejor resultado del orden de (1 + it) conocido hasta la fecha, aunque la
hipotesis de Riemann implica una cota atin mas fuerte como es ((1 + it) < loglogt
(teorema 14.8 de [52]). La relevancia de este teorema es la de ser capaces de dar buenas
cotas para cuando o esti proximo a 1. Pasemos a demostrarlo:

Demostracion. Comenzamos usando el teorema 2.15 para estimar la suma S(t, M) :=
Y. n cuando Ny < M < t. Para ello, la idea es descomponer el rango de n
es subintervalos diddicos de la forma [M27% M2'=*] con k = 1,2,.... Ahora bien,
siguiendo la notaciéon del teorema 2.15, si en cada subsuma llamamos N al extremo
inferior del rango, N = M2~ entonces todas ellas son de la forma S(t; N,2N) con
No27% < N < M/2 < t/2. Como vemos, esto garantiza que podemos aplicar el
teorema 2.15 a cada una por separado. En definitiva, obtenemos:

O(log M) 3 _k
_ log®(M27F)
(2.77) k=0 &

“u( F - )mu(EeT)

k<dlogM k>§log M

donde § > 0 es un numero fijo suficientemente pequeno. Una vez aclarado el uso del
teorema 2.15 y por comodidad, usaremos la letra N en lugar de la M, es decir, se
tiene (2.77) con N para Ny < N < t. De esta manera, en y, tenemos que N27% >
N1-0l0g2 Tyego:

o0
—(1—6log2)3log® N log® N
Z§Z2_kexp( ( o8 )2 o8 )§2exp((5—10_5) og2 ),
N P 10°log” t log” t

para cualquier € > 0, si § = d(¢) es suficientemente pequeno. Ademéas, como:

ZS Z 9=k < 9=dlog N _ py—dlog2

2 k>6log N

obtenemos, tras cambiar § por d/log2, lo siguiente:

log® N
(2.78) S(t,N) < N exp ((g — 1077~ ) 4N,
log“t
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Ahora tomamos N = Lexp(logz/3 t)] y, usando (2.30), tenemos:
Clo+it)=> n77"4 3" n 74O,
n<N N<n<t
La primera suma es:
< N7 STl el 1692/ 4 < (1= 10g2/3 .
n<N

si (1—0) log?/3t < 1.Si (1—0) log?3 t > 1, se tiene que (1—0) log?/3t < (1—0)3/%logt,
luego en cualquier caso tenemos la cota:

Z n=o—it & $(1-0)*? log?/3 ¢.

n<N

Para la segunda suma, aplicando sumacioén por partes y (2.78) para cierto dy > 0,
obtenemos:

t
3 n5<<t"\5(t,t)|+/ WS ()| du
N<n<t N
- t _ log3u
<t 604—/ u Uexp((s—l() %) 5 >du
N 10g t

3

logt v
exp (U(l —0)+ (e —1079) 5 )dv,
log“t

< 1m0 10203 4 /
log N

supuesto que 1 — g < o < 1 para un cierto dp > 0 fijo y suficientemente pequerio.
Escribiendo, por brevedad, D = 107° — 2¢, vemos que la integral anterior es menor
que:

D 3 logt 3
(2.79) ( max  exp (U(l —0)— g )) / exp ( - EUQ )dv
log N<v<logt log=t log N log“t

Por un lado, haciendo el cambio de variable v® = ylog? ¢ se tiene que:

logt 3 1 logt
/ exp ( - i)dv = ~1og?/3 t/ y~2BeVdy < log?? t.

2
log N log” ¢ 3 140(1)

Esto se debe a que:
logt 9]
/ y_2/3e_5ydy < / e Ydy <« 1.
1+o(1) 1/2
Por otro lado, si f(v) = v(l — o) — Dv3log2t, entonces f'(vg) = 0 para vy =

1/2
(log t)(%) y f(vo) = %(BD)_l/Q(l — 0)3/%logt, de manera que la expresion en

(2.79) es:
< t@/AED)TV2(1=0)¥2 1 52/3 4

Por tanto, para cierto n > 0, obtenemos:
((s) < $(2/3)BD) 2 (1=0)*/2 log??t, 1-n<o<1.

Luego el resultado se sigue de tomar ¢ suficientemente pequeno. 0
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Cabe destacar que, si en lugar de tener la estimacion del teorema 2.15, tuviésemos
una desigualdad més general dada por:

10ga+1 N

)s (No <N < /2,8 > tg,a>0),

valida para cierto a > 0 fijo y una constante absoluta v > 0, entonces los argumentos
anteriores nos llevarian a:

(2.81) Clo +it) < tCA= T ggallatl)y (1 _p <5 < 1),

para cierto n > 0 suficientemente pequeno y una constante absoluta C > 0. Esto
generalizaria los teoremas 2.15 y 2.16 sin mas que tomar a = 2, pero a dia de hoy
el método de Vinogradov-Korobov no parece llevar a (2.80) para ningtn a < 2. Para
demostrar la region libre de ceros basaremos nuestros argumentos en la cota general
(2.81), de modo que en vista del teorema 2.15, tendremos la region libre de ceros con
a = 2. Como:

(2.82) C-o)erh/e exp (C(l - a)(“+1)/“ log t) < exp(eloglogt) = log® t,
para

(2.83) o >1—(eC  loglogt/logt)¥ @D (t > t),

tenemos que, para todo € > 0, se cumple que:

(2.84) (o +it) < log®/(at+e .

bajo la condicion (2.83). Con ello, ya tenemos todas las herramientas para demostrar
el teorema.

Teorema 2.17. Vinogradov-Korobov (1958): Existe una constante absoluta C' >
0 tal que ((o +it) # 0 en la region dada por:

(2.85) o >1—C(logt)"*3(loglogt)™ "3, > to.

Demostracion. Una vez tenemos las estimaciones (2.83) y (2.84) con a = 2, podemos
aplicar el teorema 1.29 con:

(2.86) @(t) = (%H + 5) loglogt vy 0(t) = Cl(10gt)—a/(a+1)(loglogt)a/(aﬂ)_

Comprobar que las condiciones del teorema se satisfacen es rutinario, por ejemplo:
(2.87)
P(t)

o) < (logt)¥ @V (loglog t)'/ (a1 = 0((log t)ﬁﬁ) = 0(e®®), cuando t — co.

Por tanto, obtenemos que (o + it) # 0 en la region:
(2.88) o >1-C(logt)~ @D (loglogt) @D (C > 0,t > ty),

y tenemos lo que queriamos. ]
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2.3. El teorema de los ntimeros primos II

Después de haber obtenido la férmula explicita truncada en el teorema 1.45 y la
mejor regiéon libre de ceros conocida en el teorema 2.17, sera relativamente simple
deducir el teorema de los ntimeros primos en su versiéon més fuerte conocida hasta
la fecha. De hecho, sera igualmente sencillo deducirlo de la region, algo mas general,
dada por (2.88):

(2.89) C(s) # 0, para o > 1 — Cy(logt)~¥ @D (loglogt)~1/(@+D),

donde a > 0,Cy > 0 y t > ty. Por tanto, para cualquier cero p = § + iy de ((s) con
|v] < T, tenemos que:

(2.90) B <1—Ci(logT)~ @D (loglog T)~ Y/ (@+h),
Suponiendo que z° < T < z, obtenemos del teorema 1.45 que:
(2.91)
P(x) =z + O($1—01(logT)7a/(a+l>(logIogT)fl/(aJrl) Z |,7|—1) + O($T_1 log2 z)

lvI<T

=z+0 (:r exp ( — Cylog z(log T)_“/(a+1)(log log T)_l/(“+1))> + 02T tlog? z),
para cierto Cy > 0, donde hemos usado el lema 1.53. Para hacer los términos de error
parecidos elegimos:
(2.92) T = exp((log ) @D/ (2a+1) (Jog log )1/ (2a+1))
de manera que obtenemos, para una constante C'3 > 0:
(2.93) Y(z) =z + O(:U exp ( — C3(log z) @D/t (1og log x)_l/(2a+1)>).
El teorema 2.17 nos muestra que (2.90) se tiene con a = 2, lo que nos da la siguiente
forma del teorema de los nimeros primos:

Teorema 2.18. Exrxiste una constante absoluta C > 0 tal que:

(2:04) U(a) = +0(zexp ( ~ Cllog2)”*(loglogz)~/7) ).
que en la forma de w(x) nos da:
(2.95) m(z) = Li(z) + O<$ exp ( — C(log z)*/°(log log m)_1/5)>.

De hecho, podemos decir algo méas acerca de la relacién entre la regiéon libre de
ceros de ((s) y el error en el teorema de los nimeros primos. En este sentido, es de
destacar la siguiente equivalencia que probé P. Turan en 1950, [53]:

(2.96) Y(z) =z + O(xexp(—Ci(logx)™)), (0<k<1,C1>0),
es equivalente a:
(2.97) C(s) #£0, parac>1—Cylogt) V5 (Cy > 0,t > to(k)).

Gracias a la formula explicita truncada para v, pasar de (2.97) a (2.96) es rutinario. La
otra implicacién es la que es realmente dificil de probar. Por consiguiente, el teorema
2.18 es esencialmente una versién equivalente a la regiéon libre de ceros de Vinogradov-
Korobov y viceversa.



CAPITULO 3

Teoremas de densidad de ceros

3.1. Introduccion

Los teoremas de densidad de ceros se refieren a la obtencion de cotas superiores
para la funcion N(o,T), que representa el namero de ceros p = 8 + iy de ((s) para
los cuales 8 > o > 0, donde o esté fijada, y |y| < T con T > 2. Las estimaciones para
N(o,T) vendran usualmente dadas por expresiones de la forma:

(3.1) N(o,T) < TAO1=0) 10C T
donde C > 0, o de la forma:
(3.2) N(o,T) < TA)1=0)+e,

A lo largo de este capitulo siempre supondremos que la constante dada por < en
(3.2) es uniforme en o y T'y depende solo de €. En vista del teorema 1.39, se obtiene
que A(o)(1 —0) =1y C = 1en (3.1) es el optimo para 0 < o < L pues, en
dicho rango, N(o,T) > %N(T)7 mientras que para o > % tenemos que A(o)(1 —
0) <1y A(o)(1 — o) es no creciente. Las estimaciones dadas por los teoremas de
densidad tienen un gran ntmero de aplicaciones en teoria analitica de ntimeros y en el
estudio de la distribucién de los primos. De hecho, muchos resultados que dependen de
hipétesis muy fuertes como la hipotesis de Lindelof o incluso la hipotesis de Riemann,
pueden obtenerse casi con la misma precisiéon partiendo de una conjetura mucho més
débil como es que A(o) < 2 para % < o0 < 1. Esta conjetura se conoce, tanto en
(3.1) como en (3.2), como la hipotesis de densidad. Por otro lado, dado que en las
aplicaciones (3.1) no tiene mucha ventaja respecto a su version mas débil (3.2), nos
centraremos principalmente en obtener cotas del segundo tipo, formulando nuestros
resultados como cotas superiores para A(o) en (3.2) en lugar de para el propio N (o, T).
Notese que, dado que ((s) no tiene ceros en o = 1, por la explicacion anterior es
suficiente con considerar el rango % < o < 1. Con este prop6sito, vamos a introducir
una técnica conocida como el método de deteccion de ceros. Pero antes, necesitamos
algunas herramientas analiticas previas.

73
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3.2. Polinomios de Dirichlet y momentos para ((s)

Esta secciéon esta principalmente dedicada a probar un resultado fundamental en
todas las estimaciones posteriores de densidad de ceros: el teorema del valor medio para
polinomios de Dirichlet. Por otro lado, para los teoremas de densidad también vamos
a necesitar otra herramienta muy potente, que son los momentos de la funcion ((s).
Algunos de los resultados relativos a ellos dependen en gran medida de estimaciones
para polinomios de Dirichlet y, por dicha razén, los introducimos juntos. Para entender
el desarrollo histérico y la necesidad de ambos necesitamos algo de contexto. Una de
las conjeturas mas importantes y conocidas en la teoria de las funciones zeta, detrés
de la hipoétesis de Riemann, es la hipotesis de Lindel6f. Esta nos dice que:

c(% —i—it) < (14 ).

Una de las consecuencias inmediatas que tendria probar dicha hipétesis seria la de
obtener la siguiente estimacién:

T
1 2%
(3.3) M (T) = / ‘((5 + zt)‘ dt < TY*¢,  para cualquier k > 1.
1

De hecho, (3.3) es equivalente a la hipotesis de Lindelof. Por tanto, gran parte del
estudio en la teoria de las funciones zeta estd dedicado a obtener estimaciones de lo
que se conocen como los 2k-momentos de la funcién ¢ de Riemann, que no son mas que
las integrales de la forma M (T'). Cabe destacar que, aunque solo lo hemos definido
para o = %, puede usarse cualquier % < o < 1. El primer resultado que se obtuvo en
este sentido fue probado por Hardy y Littlewood en 1918, [21], y dice lo siguiente:

Teorema 3.1. Hardy-Littlewood (1918):
T 1 2

(3.4) / ¢(5+it)| dt ~ TogT.
1

El siguiente resultado en llegar fue para el cuarto momento gracias a A.E. Ingham,
[27]. EI probo el teorema central que vamos a usar en la siguiente seccién. Este nos
dice lo siguiente:

Teorema 3.2. Ingham (1926):
T 1 4

(3.5) / )4(5 n zt)) dt = (272) "' T1og! T + O(T log® T).
1

La demostracion de este resultado se puede encontrar en el teorema 5.1 de [29].
En vista de los dos resultados anteriores pareciera que, dado k > 1, el respectivo
momento es ~ C’leogk2 T para cierta constante positiva Cy; luego veremos algu-
nos resultados condicionales que van en dicha direccién. Muchas décadas después del
resultado conseguido por Ingham, D.R. Heath-Brown lo mejoré, obteniendo:

T 1 4 4
(3.6) / ‘C<§ - it) ‘ dt =T cplog"™* T+ O(T7/5%),
L k=0
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donde co = (272)~! y las otras constantes c, son efectivas. Tras lo obtenido por
Ingham, se pensaba que el sexto momento seria el siguiente en conocerse. Sin embargo,
el orden de este momento permanece sin probar hasta la fecha y es que, los momentos
de orden > 6, parecen ser mucho mas complicados de obtener. A continuacién, pre-
sentamos algunos resultados que avanzaron en gran medida nuestro conocimiento de
los momentos. Uno de los méas importantes es el siguiente:

Teorema 3.3. Heath-Brown (1978): [23]
T 1 12

(3.7) / )g(§ + zt)) dt < T?log\"T.
1

Posteriormente, en 2009, Soundararajan demostré, bajo la hipotesis de Riemann,
que para cualquier k > 1, se verifica lo siguiente:

(3.8) Tlog” T <} My(T) < Tlog® = T.

Finalmente, en 2013 y, nuevamente bajo la hipdtesis de Riemann, Harper logr6 elimi-
nar ese ¢ de la cota de Soundararajan para obtener:

(3.9) My(T) < Tlog" T.

Una vez hemos visto lo que son los momentos de la funcion ((s), ya estamos en
condiciones de dar un par de definiciones que usaremos en la proxima secciéon. En
primer lugar, llamamos momentos de orden superior de ((s) a los momentos de orden
mayor que 4. Como casi siempre sucede en este tipo de menesteres, es conveniente
distinguir el caso o = % del caso % < 0 < 1. Consecuentemente:

Definicion 3.4. Definimos el ntimero M (A) para cualquier A > 1 como el infimo de
los M > 1 tales que:

T 1 A o
(3.10) / ’C(§ + zt)’ dt < TY*¢  para todo € > 0.
1

Anélogamente, para % < 0 < 1, definimos el nimero m(o) como el supremo de los
m > 4 tales que:

T
(3.11) / |¢(o + it)|™dt < T*F¢,  para todo € > 0.
1

Naturalmente, el objetivo del estudio de estos dos ntimeros es obtener cotas supe-
riores para M (A) y cotas inferiores para m(o). Como ya hemos comentado antes, la
veracidad de M(A) = 1 no se sabe para ningin A > 4 a dia de hoy, mientras que,
para cualquier % < o < 1 fijo, es posible encontrar un ntmero m > 4 tal que se
verifica (3.11). Ademas, notese que, por lo comentado anteriormente, el teorema de
Heath-Brown demuestra que M (12) < 2 mientras que M(A) = 1 para todo A > 1 es
equivalente a la hipotesis de Lindel6f. A continuacién, presentamos un teorema que

nos va a ser de gran utilidad y que se puede encontrar en la seccion 8.1 de [29].
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Teorema 3.5. Sean T < t, < 2T parar = 1,..., R tales que |t, — ts| > log® T para
todo 1 <r # s <R, donde C > 0 es una constante fija. Entonces se tiene que:
La condicion (3.10) con M = M(A) es equivalente a que se cumpla:

(3.12) 3 (c(% + itr> .
<R

<< TM(A)+€,

y la condicion (3.11) con m = m(o) es equivalente a que se verifique:

(3.13) 3 [¢(o + it)|MO) <« T,
r<R

Pasamos ya a demostrar los teoremas del valor medio para polinomios de Dirichlet,
tanto en su forma integral como en su versiéon discreta, para lo que seguiremos las
secciones 5.2 y 5.3 de [29].

Teorema 3.6. Sean ai,...,ay numeros complejos cualesquiera. Entonces:
T 12

(3.14) / ’ Zannlt dt:TZ ’an|2+0(zn’an’2>~
0 <N n<N n<N

Ademds, la anterior formula sigue siendo vdlida para N = 0o, supuesto que la serie
del lado derecho de (3.14) converja.

Demostracion. Comenzamos elevando al cuadrado e integrando la suma de la izquier-
da para obtener que el lado izquierdo es:

(3.15) TS al?+ Y (m/n)’

= N ilog(m/n)

T q

De manera que (3.14) es consecuencia de:

Ay, G, 9
(3.16) > og(mn) < Z n|an|?,

m#n<N

aplicado directamente una vez y otra vez reemplazando a,, por a,,m'’. Para obtener
(3.16) primero probaremos que:

(3.17) ( 3 ;m_az

< WZ ‘an’27

m#n
que se conoce en la literatura como la desigualdad de Hilbert. Sea S =5 4n %"_ag Se
tiene que S = —S, luego S es imaginario puro y S/i es real. De la identidad elemental:

! Voo 1 k=0
(3.18) / e(kx)dx = / 2T g =
0 0 0 kK+#0,
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se deduce que:

(3.19)
0</ / ’Zan e(nz) da:dy—// |an|2—I-n%:qlamane((m—n)x))dxdy
Sttt [ Y a0 Ly S -

m#n

Luego el resultado se sigue si S/i > 0. Si S/i < 0, entonces repetimos el argumen-
to anterior con | ane(—nx)|? y se tiene. De hecho, la prueba anterior muestra un
resultado un poco mas general:

(3.20) ‘Z Amn ‘<ﬂZyan|2
m#n

para cualquier sucesion de enteros {gy}, tales que no se repita ningtn término. Méas
en general, se tiene que:

(3.21) ‘ Z qam_b’;‘ < 37r(z ]an‘2)1/2(z ]bny2)1/2.
m#n m n

Para ver este tltimo resultado, partimos de la siguiente identidad, que se demuestra
calculando la integral explicitamente:

1 Yy o
(3.22) (2m’)_1zm fZan n / /0 Zame(qu)ane(—qnx)dwdy.

m#n

En el término integral aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, (3.19) y (3.20)
para obtener:

(3.23)

’/01 /OyZame(qu)zbne(_qnx)dxdy‘z
< /01 /Oy‘zane(an)‘2d$dy/ol /Oy’Zb?ze(_an)‘zdxdyg S

Pasamos ahora a demostrar (3.16). Por simplicidad, denotaremos por L, = logn y
S=> n<N %, de manera que S es imaginario puro y, como muestran las
pruebas anteriores, podemos suponer que S/i > 0. Analogamente a (3.19) obtenemos
que:

S 1 , 1 e((Lm — Ln)y)
B2a) < Yl Y| X /m |
kl>1 (m,n)elxI;m#n

donde hemos dividido el rango de sumaciéon 1 < n < N en subintervalos diddicos
I; = (N279, N2 para j = 1,2, ... Como | [ ¢*tdt| = | (& — 1)t7| < 2|t|~! para
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0 #t € R, tenemos que, para |k —[| > 2 en (3.24) se verifica que:
(3.25)

) /aman An 220 o S Jaaal | mix (L= L) 2

(m,n)el, xI; — Ly (mun) el x Iy (m,n)el, xI;
/ /
_2( Z ’amP)l 2( Z ’an|2)1 2
I x1I; I xI;
< (/{:—l)*QNQf(kJrl)/?( 3 Jaml ) (Z lan| ) )25 V2,
mely nel;

donde S; =3 . I nla,|?. Notese que en la segunda desigualdad hemos usado que, si
kE—1>2 (el caso Il — k > 2 es anélogo), entonces se cumple que:

(3.26)  |Lpm — Ln| > log(N27!) —log(N2'7%) = (log2)(k — 1 — 1) > %(k —1).

Nuevamente, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que:

(3.27)

S k=025 < (k- 0725) (S -0728) " < 3 mjan,

lk—1|>2 kAl kAl n<N

puesto que las series 37, ,,(k — N2, %, gt (b — 1)=2 convergen. Por otro lado, la
integral de los términos en (3.24) para los cuales |k — [| < 1 se pueden escribir como:
(3.28)
1 =
L
[ X wat ey [((F et
O (mn)elyxI, (m, n)elkxll (L n)
m#n

donde a), = ame(Lny) y M = N26=F_ Por tanto, basta con estimar la serie. Introducir
esta M puede parecer algo misterioso pero la razon es que, si |k — 1| < 1, entonces
para m > n, (m,n) € I x I; se verifica que:

|ML| — |MLy| > M(Ly — Ly) — 2 = Mlog (1+ m_”) —9
n
26=F N (m — n)
- 3N22-k
debidoaque m —n>1,0<(m—mn)/n <3ylog(l+x)>z/3 para 0 <z < 3. Por

tanto, para |k — | > 1, tenemos que M (L, — L,)(| MLy, | — [MLy,]) > (m — n)?,
luego:

(3.29)
16
—22§(m—n)—22m—n,

(]// E’ a /
(m,n)€l xIj,;m#n (Em = Ln) (m,n)el, xI;,m#n ML) = [MLn]
laman|
O(M 7>
+ Z (m —n)?

(m,n)elk X Il ,m;én

(3.30)

Ahora nétese que, como |k —1I| < 1, se tiene que M = m =< n, luego M < (mn)'/2. De
esta manera, al aplicar (3.21) con ¢, = | M L,,| a la primera suma del lado derecho,
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obtenemos que:

m1/2 1/2a’

Mal @,
DD vy 7s D DRy vy pery s I G

(m,n)el xIj;m#n (m,n)el xIj,m#n

Por otro lado, una aplicacién directa de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la con-

vergencia de >, ., (m — n)~2 con una de las dos variables fijada, nos lleva a:
Man,ay,| m2|a,| n'/?|ay| 1
g — g SRS
(m—n)2<< (m —mn) (m—n)<<(kl)

(m,n)el xIj,m#n (m,n)El xI;,m#n

Por tltimo, tenemos que:
Z SkSl 172 - ZSkJrQZ SkSk+1 / < ZSk Z n|an|2,
lk—1|<1 n<N

que, junto a las anteriores estimaciones, nos da (3.16) y, con ello, el resultado. Final-
mente, cabe destacar que para N = oo el razonamiento es analogo si las series de la
derecha de (3.14) convergen, aunque, en dicho caso, tomamos I; = (2771, 27]. O

Teorema 3.7. Sean 1 <t < ... < tr < T numeros reales tales que |t, —ts| > 1 para
r# s < Ry sean ay,...,an numeros complejos cualesquiera. Entonces:

(3.31) 3 ’ S apn it ? < (T DY n|an|2> log N.

r<R n<N n<N n<N

Demostracion. Si 0 <z <1y f(z) € C'[0,1], entonces integrando por partes obte-
nemos que:

1 T 1
(3.32) f(:v):/o f(t)dt+/0 tf’(t)dt+/ (t—1)f'(t)dt,

luego:

1
(33) a2 < [ (1@ + 57 @)

En particular, tomando f(z) = F(z — 3 +t,) tenemos que:
tr+1/2 1 [t1/2
(339 Pl < [ IRy [Pl
tr—1/2 2 Jo,—1)2

N2
Ahora tomamos F(t) = (Zn< N ann_“> . Por la condicion impuesta sobre los t, se

tiene que los intervalos (¢, — 1/2,t, + 1/2) son disjuntos dos a dos para todo r < R,
luego el lado izquierdo de (3.31) es menor que:

T+1 T+1
(3.35) /0 |F(t)|dt+;/0 (1) dt.
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Observemos que la primera integral es exactamente la del enunciado del teorema
anterior, por lo que su contribucion es < TS |an|? + >, < x nlan|?. Con respecto
a la otra integral, notese que:

(3.36) F'(t) = —2i Z apn~ " Z ann~"logn,

n<N n<N

luego aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el teorema 3.6 obtenemos lo
siguiente:

(3.37)

1 [T+ T+1 A
[ Pl ([ an
0 0 n<N

2dt>1/2</0T+1 ‘%ann‘“ 1ogn‘2dt)1/2

- 1/2 - 1/2
< (T Z lan|? + Z n|an|2) (T Z lan|? log? n + Z nlay|? log? n)
n<N n<N n<N n<N
< (T Z |an|? + Z n]an]2> log N.
n<N n<N

Esto completa la prueba. Cabe destacar que, en el caso N = 0o, la misma prueba nos
da que:

338) Y ‘ i ann—it

2 oo oo
< TZ |lan|?log?(n + 1) + Zn|an\2 log?(n + 1),
n=1 n=1

r<R n=1
si las series de la derecha convergen. O
Observacién 3.8. Si tomamos Ty ntmero real fijo tal que |a,| = |a,n'T?| y en los

. . T T+T
teoremas anteriores cambiamos fo por fTo+ %y suponemos Ty + 1 <t; < ... <trp <
Ty + T, entonces las conclusiones siguen siendo validas.

3.3. El método de deteccidén de ceros

Como motivacién de las ideas que desarrollaremos en esta seccién pensemos en
métodos para contar ceros de funciones holomorfas L(s) en una cierta region D C C.
Uno podria pensar en la férmula de Jensen que, como hemos visto, nos da:

(3.39) /ORn(r)a:" = (2mi)~! /SZR log‘éggg‘f.

Este método nos requeriria obtener tanto cotas superiores como inferiores de |L(s)| en
la frontera para obtener estimaciones del niimero de ceros en el interior de dicha regién.
Normalmente, la cota inferior es la mas dificil de obtener. Por tanto, el anterior método
solo es préctico para una region suficientemente ancha de manera que la frontera esté
alejada de la zona donde se concentran los ceros, en otro caso, uno no puede obtener
cotas inferiores razonables para |L(s)| en la frontera. Sin embargo, este no es el caso
que nos ocupa y necesitamos recurrir a otras técnicas para superar esta barrera. Para
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ello, la idea es multiplicar a L(s) por otra funcién holomorfa M (s) que crezca cuando
L(s) se haga pequena y contar el nimero de ceros de N(s) = L(s)M(s). Es cierto
que contaremos ceros extra provenientes de M (s) pero si elegimos M (s) de manera
correcta, el orden de los ceros no se vera afectado. Asi, uno podria intentar que M (s)
imite a la funcion 1/L(s), de manera que N (s) esté cercano a 1 en la region dada. Con
este fin, imaginemos que 1/L(s) viene dada por una serie absolutamente convergente
en una regiéon dada y que dichas sumas parciales aproximan suficientemente bien a
1/L(s) de manera uniforme en una regiéon mas ancha que no contiene los ceros de
L(s), entonces una suma parcial con suficientes sumandos es un buen candidato para
M (s). Siguiendo la idea anterior, tomamos L(s) = ((s) y observamos que:

1 (e.0)
(3.40) — = Zu(n)n*‘g, en R(s) > 1.

O
En cualquier caso, uno esperaria que las sumas parciales se aproximen a 1/((s) en

s=0> % A estas sumas parciales las llamaremos polinomios de deteccién de ceros.
Comenzamos aplicando (A.6) con z =n/Y y ¢ = 2 para obtener:

24100
(3.41) e™™Y = (27i) 7! / [(w)Y¥n~Ydw,

2—1i00

ysea Mx(s) =Y, .y pu(n)n= donde s = o+it, log® T < |t| < T, 1 < X <Y < T¢
y X = X(T), Y = Y(T) son parametros que elegiremos convenientemente después.
En primer lugar, definimos a(n) = 3, 4« x 1(d). Notese que esta funcion verifica
que |a(n)| < d(n) < nf. Por un lado, gracias a la formula de Stirling, se deduce que la
funcion I'(o +it), con o > 0 fijado, decrece en médulo como una exponencial negativa
en t en las rectas x = o luego, en particular, es una funcién absolutamente integrable
en dichas rectas. Por otro lado, para cada cero p = f+iv de ((s) contado en N(o,T),
la serie (p +w) = >_°°_, m~ P~ converge absolutamente, luego combinando ambos

m=1
hechos se deduce lo siguiente:
(3.42)
24100 24100
/ Clp+w)Mx(p+w)YT'(w)dw = Z / (mk) "7 u(k)YVT(w)dw.
2—100 m>1 Y 2—100
k<X
Por consiguiente, usando (3.41), se sigue que:
(3.43)
24100
(2mi) "t / Clp+w)Mx(p+w)Y*T(w)dw = Z (k) (mik) ~Pemk/Y —
2—ic0 m>1, k<X

= i Z ,u(k:)n*pe*”/y = /Y 4 Z a(n)n*pe*”/y,

n=1kjn, k<X n>X

donde en la tltima igualdad hemos usado la igualdad elemental }_;,, y(d) = 0 para
n > 1, que se puede encontrar demostrada en el teorema 2.1 de [1|. A continuacion,
fijado T', consideramos la misma integral que en (3.43) pero en el rectangulo que une
los vértices 2 &+ T, % — B £4T. Para |y| > log? T, el residuo en el polo w = 1 — p
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es o(1) cuando T" — oo. En efecto, por (A.15), se tiene que Mx(1) < logX <
logT, Y77 < TC y T(1 — p) < |y|Y/?>Be="11/2 luego, si |y| > log? T, entonces

wlog® T

I'l-p < logl_w Te 2 <« T 3leT que gana a T¢ para cualquier constante
C > 0. Asimismo, el polo en w = 0 de T'(w) se cancela con el cero en ese mismo punto
de {(p + w), luego la suma de los residuos es o(1). Por otro lado, usando de nuevo
(A.15) y (1.49) en la linea critica, ¢(s) < |s|'/*, se obtiene que:

(3.44)

(2m’)_1/ Clp+w)Mx(p+w)Y*T(w)dw =
R(w)=1/2-p

log? T 1 1 1 .
C(f + iy + Z"U)MX <§ + iy + Z’U)F(§ — B+ iU)Yl/Q_B—HUdU,

o(1) + (277)_1/ 5

—log?T

Ademas, se verifica que:

(3.45) Z a(n)nPe™Y =o(1), e VY 51, cuando Y — cc.
n>Y log? Y
Por ultimo, noétese que, en los segmentos de altura fijada v = 4T, las funciones

|¢(u 4 iv)| y |Mx (u + iv)| crecen a lo sumo como T4 cuando T' — oo mientras que
(A.15) nos dice que el término |I'(u + iv)| decae como e~™T1/2 luego se sigue que
las integrales en los segmentos superior e inferior del rectdngulo tienden a 0 cuando
T — oo. Combinando todas estos resultados y denotando por s’ = % +iy+ivy
s = % — B + iv, se sigue que:

(3.46)

log? T .
e /Y 4 Z a(n)n Pe Y = (277)1/ C(s"YMx ($T(s")Y* dv + o(1).
2
X<n<Ylog?V —log™ T

Por consiguiente, cada cero p = 8 + iy contado en N(o,T), verifica al menos una de
las siguientes cosas:

(3.47) Z a(n)n Pe™™Y > 1,
X<n<Y log?Y
log? T .
(3.48) (2m) ! / C(sMx (sHD(s")Y* dv > 1,
—log?T
(3.49) Iy| < log?T.

El ntimero de ceros satisfaciendo (3.49) es O(log® T') pues cada banda T < t < T +
1 tiene O(logT) ceros como vimos en el teorema 1.39. Respecto al resto de ceros,
podemos elegir Ry ceros satisfaciendo (3.48) y R ceros satisfaciendo (3.47) tal que las
partes imaginarias de dichos ceros estén separadas unas de otras por al menos 21log* T'.
Como en cada tramo de altura 2log? T hay a lo sumo O(log5 T) ceros, nuevamente
por el teorema 1.39, se sigue que:

(3.50) N(o,T) < (R1+ Ry +1)log” T.
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Asi, hemos reducido nuestro problema a obtener estimaciones para un conjunto de
ceros muy concreto, ceros que hemos elegido de manera que estén suficientemente
espaciados para poder llevar a cabo los argumentos que vamos a usar mas adelante.
En este momento, necesitamos elegir nuestra X. Una eleccién conveniente para X en la
mayorfa de teoremas de densidad serd X = T¢, de manera que Mx (s)(5+iy+iv) < T°
para |v| < log? T'. Ahora nétese que para cada cero p en Ry se satisface que:

1
(3.51) Z a(n)n Pe”V > ;
N<n<2N log Y

para al menos uno de los O(logY’) posibles valores de N tales que T¢ < N =
277Y log?Y, j = 1,2,.... Ademas, por el principio del palomar, podemos conside-
rar, de entre todos los ceros de R;, un conjunto de representantes que cumpla que
su cardinal sea > R;/logY y tal que satisfagan (3.51) para un N en particular. No
importa qué N escojamos, ya que vamos a elevar (3.51) a la potencia k, donde k sera
un ntmero natural, que depende solo de N, tal que M := N* y (2N)¥ := P < T¢,
luego k£ < 1 y:

(3.52)

Z a(ny)...a(ng)(ny..ng) Pe” 2i= /Y = Z b(n)n™ " > 1k ,
N<ni,..npg<2N M<n<P log™ Y
con P < My b(n) < dog(n) < nf, donde d,,(n) denota el nimero de formas de
obtener n como producto de m nimeros. Esto tltimo se debe a que d(n) = da(n) y.
como |a(n;)| < da(n;), se verifica que el producto de todas las a(n;) es menor o igual
en modulo que Hle da(n;) < dgi(n). A continuacion, dividimos la serie de (3.52) en
subsumas de manera que, en cada una, el rango de valores del indice no supere a M
y elegimos k tal que N*¥ < Y"log?V < N¥1 y k > r > 2, donde r es un entero
fijado. Dado que N = Ml/k, se sigue que, si L = Y7 logQrY entonces L < ]\41c+1
luego LkLJrl < M. Como kT—l es creciente en k se tiene que LT < M y se obtiene

que:

(3.53) Y/t 16927 /D) Y« M < Y log?" Y.

En vista de los momentos de la funcion zeta (solo sabemos que M (A) = 1 para A < 4),
la eleccién mas practica para r es 2, la cual se justificara por si misma mas adelante.
Esta nos da:

(3.54) Y3103 Y « M < Y?log!y.

Por tanto, aplicando sumacién por partes en la serie:

(3.55) Z b(n)n="no =k,
M<n<2M

usando la estimacion (3.52) y sumando sobre todos los ceros que hemos elegido de Ry
obtenemos que:
(3.56)

R < logDT(Z (‘ Z b(n)n—ﬂ—iv MU—BJr/ ) Z b n=o

p M<n<2M M<n<u

MU_B_ldu)),



84 Teoremas de densidad de ceros

para cierta D =< 1. Por consiguiente, renombrando los b(n) dentro de la integral, es
decir, definiendo b(n) = 0 para u < n < 2M, vemos que R; esta estimado por:

(3.57) Ri < Z( S° b 10gP T, coma=1o0a=2,
p  M<n<l2M

donde D =< 1, b(n) < n®, M satisface (3.54) y la suma es sobre los ceros, p = 8 + i,
que hemos seleccionado de Ri, a los cuales llamaremos ceros representativos de R;.
En realidad, obsérvese que la cota que se obtiene estimando de la manera natural es
con a = 1. Sin embargo, el resultado es cierto para cualquier a > 0 pues la estimacion
(3.52) sigue siendo valida al elevar ambos miembros a «. La eleccion de « =1 0 av = 2
simplemente se hace para preparar, para futuras demostraciones, el uso de (A.8) y el
teorema 3.7 respectivamente. Para estimar Rs definimos, para cada r = 1,2, ... R, lo
siguiente:

1. .
= max ’((5—1—1%—1—“1)’ y tr =+,

1
(3.58) ’c(— Y+ w’)
—log? T<v<log?T

2

donde 7y, ..., vr son partes imaginarias de ceros satisfaciendo (3.48). De la convergencia
absoluta de [['(3 — 8+ iv)| y (3.48) se deduce que:

(3)

Para 7 # s se cumple que |t, —t5| > log* T, luego elevando (3.59) a la potencia A > 4
y sumando sobre los ceros de Ry, tenemos que:

(3.59) 1< TeYY2=e . (r=1,2,..,Ry).

(3.60) Ry <15 Y ’g(% n z‘tr) ’AyA(l/zf@ « TM(A) ey AG/2-0)

r<Rg

donde M (A) esté definido en 3.4 y hemos usado el teorema 3.5. Una forma alternativa
de deducir una cota para Rs, que no usaremos, es utilizando la teoria de pares de
exponentes que explicamos en el apéndice A.4. De esta manera se puede obtener la
siguiente estimacion:

(361) Ry <<Tl+€y3—60+T(H—i—)x—i—é)/my(l—Qa)(1+2n+2)\)/fi

)

donde (k, A) es cualquier par de exponentes para el cual k > 0.

3.4. Los teoremas de Ingham y Huxley

Habiendo hecho el trabajo previo, ya estamos en condiciones de presentar ciertos
teoremas de densidad especificos. Cabe destacar que la estimacion para R; es, en
general, més complicada que la de Ry, para el cual las estimaciones dadas en (3.60) y
(3.61) son bastante buenas. Es por ello que mostraremos varias técnicas para acotar
R;. Por un lado, para % <o < % Los teoremas del valor medio para polinomios de
Dirichlet, teoremas 3.6 y 3.7, son la mejor herramienta conocida, mientas que para
o> %, los mejores resultados se obtienen mediante el uso de las desigualdades de
Halasz-Montgomery, (A.8) y (A.9). Pasemos ya a demostrar los teoremas de Ingham
y Huxley para los que seguiremos la prueba del teorema 11.1 de [29].
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Teorema 3.9.

3 1 3
. < —<og< -
(3.62) A(O‘)_2_O_, 5 SO
3 3
. < - <0<
(3.63) A(U)_Ba_l, 4_0_1,
12 1
(3.64) Afo) < 5 <o<l1

La estimacion (3.64) es una consecuencia de (3.62) (probada por A. E. Ingham
en 1940) y (3.63) (probada por Huxley en 1972) pues, para % <o < %, la funcién
% es creciente mientras que, para % < o <1, la funcién % es decreciente y su
valor comin en o = % es % La importancia de (3.64) radica en que, durante mucho
tiempo, ha sido la mejor cota de la forma A(c) < C, con C' > 2 constante absoluta,
valida en todo el rango % <o <1y esmuy util en las aplicaciones como veremos en

secciones posteriores.

Demostracion. Para obtener (3.62), usamos (3.54) y (3.57) con @ = 2 y aplicamos
la estimacién del valor medio para polinomios de Dirichlet en la forma dada por el
teorema 3.7 para obtener que:

(3.65)

.2
Rl < T¢ Z ‘ Z b<n>n—a—l’yr < TE(T+M)M1—20' < TE(Y4_4U+TY4(1_2U)/3),
r M<n<2M

donde ). denota la suma sobre los ceros representativos del conjunto R;. Usando
(3.60) con M(4) =1, lo cual sabemos gracias al teorema 3.2, obtenemos que:

Ry < T'HeYy2—40 « Tltey(1-20)/3
luego se sigue de (3.50) que:
(3.66) N(O’, T) < Ts(y4f4o + Ty4(1720)/3 + 1) < TS(lfa)/(Qfa)Jrs,

tomando Y = T3/(8-49) o cual nos da (3.62). Quizés, pueda parecer sorprendente
que la cota de Ingham permaneciese inmutable por casi medio siglo, excepto cuando
o estid préoximo a % La razoén principal de esto ha quedado patente en la prueba
y no es méas que la falta de M(A) = 1 para A > 4. Por este motivo, conocer los
momentos de la funcion ((s) es crucial en este tipo de estimaciones. Por otro lado, la
principal dificultad para estimar R es la presencia de los coeficientes b(n), que no son
mondétonos, luego no pueden ser eliminados mediante técnicas de sumacién por partes
como las mencionadas en (A.45) o (A.46). Una forma de solventar estos problemas
es usar las desigualdades de Halasz-Montgomery, en particular, para probar (3.63)
vamos a usar (A.8) con & = {&,}°°, donde &, = b(n)n~7 para M < n < 2M y cero
en otro caso, y ¢ = {cpr,n}flo:l con Prn = n i para M < n < 2M y cero en otro
caso, donde hemos denotado por ¢, a las ordenadas de los ceros representativos de R;.
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Por tanto, se tiene que ||€||? < T°M'~2%, luego tomando a = 1 en (3.57) y usando
(A.8) se deduce que:

(3.67) R? « TSRy M? 2 4 TE M=% Z ‘ Z it its
r#s M<n<2M

La idea de este procedimiento es reducir la estimacion de R; a la estimacion de
sumas exponenciales como Y ;. cony n~rFits con el fin de emplear técnicas mas
sofisticadas como el lema de van der Corput, donde esta potente maquinaria entra
en juego y nos ayuda a obtener mejores cotas. Asi, dividimos la suma interior en dos
partes. Por un lado, para los términos tales que [t, —t5| > M /2, definimos 7 = t5 — ¢,
y f(z) = —71207%93, luego se tiene que \ := 875\‘/[2 < |f"(z)| = QQQ < 271?42. Ahora
aplicamos el siguiente resultado, el cual se deduce directamente de los lemas A.4 y
A.5, [4], que nos dice que si f satisface que A < [f"| < CA, entonces 3, e(f(n)) <
(b—a+1)A\/24 X712 que en nuestro caso nos da que la suma es < |7|Y/24+M|7|~1/? «
|7']1/ 2 « TY2. Por otro lado, para los demés términos primero usamos el lema 1.31,
observando que |f’(z)| <6 < 1 para cierto é > 0, de manera que:

2M
S e(f(n) = / e(f(2))dx + O(1).

M<n<2M M

Para acotar dicha integral y con ello la suma, tomamos F(z) = —7logx y notamos
que su derivada es mon6tona en M < z < 2M y verifica que |F'(z)| > % > 0, luego
el lema A.3 nos da que:

> elf(n) < Mlt, —t,| .

M<n<2M

Por consiguiente, combinando ambas estimaciones obtenemos que:

(3.68) > nT e < Mt — t |7+ T2
M<n<2M

Por lo tanto, tenemos que:

(3.69) RY < TR\ M*™2° + T°M*72 Y " |t, — t,|F + T=RITY/2 M2
r#s

Ademas, en vista de que |t — t5] > log4 T, si fijamos r y ordenamos los t; de manera
que consideramos primero los que verifican que |t, —t5| > log* T, luego los que cumplen
que [t, —ts| > 21log* T, 3log? T ... se sigue que:

(3.70) Z t, —ts| ! < Z log™T Z n~t < Rylog3T.
r#s r<Rj n<3T

Notese que, como |t, — ts| < T, entonces n estara superiormente acotado por C'T' con
C > 0 una constante cualquiera y por esa razén hemos puesto n < 3T. Por otro lado,
es importante notar que la cota trivial para dicha suma nos da que es < R% log™* T lo



3.4 Los teoremas de Ingham y Huxley 87

cual estropearia la demostraciéon pues necesitamos un tnico factor Ry en el segundo
miembro de (3.69) para que sea comparable al primero. Con todo ello, obtenemos que:

(3.71) Ry <« T°M*™ %, i T <« M*~2¢,

Por consiguiente, dividimos T en subintervalos de longitud a lo sumo Ty = M4 —27¢
de manera que, si Ry denota el ntimero de ceros representativos de R; en cada uno
de esos intervalos, entonces la estimacion (3.71) funciona para Ry en lugar de R; y
(3.54) nos da que:

(3.72) Ry < Ro(1+T/Tp) < T°(M?*727 + TM*59) <« T5(y*40 4 7y (16-240)/3),
Finalmente, por (3.60) con M(12) < 2, gracias al teorema 3.3, tenemos que:
(373) ]\7(0_7 T) < Ta(y4—4a + Ty(16—24a)/3 + T2y 6-120 + 1) < T3(1—0’)/(30’—1)+€’

donde hemos tomado Y = T3/(120-4) 15 cual completa la demostracion del teorema.
O

Cabe destacar tres observaciones importantes. Por un lado, para el teorema de
Huxley la restriccion mas fuerte que hemos impuesto sobre o es, en realidad, ¢ > 2, que

se necesita en (3.72) porque si 4 — 60 < 0 entonces se usa la cota y4/3 logg/3 Y <M.
Sin embargo, la razén por la que el teorema de Huxley se enuncia para ¢ > % es
porque ese es el rango donde mejora a la estimacién de Ingham, aunque sea valida un
poco més a la izquierda. Por otro lado, naturalmente cabe preguntarse qué ocurriria si
en los lugares dénde hemos podido elegir nuestros parametros cambidsemos nuestras
decisiones por otras. Sin ir mas lejos, si suponemos que % <o < % entonces la cota

(3.72) quedaria como sigue:
Rl < TS(Y4—40’ +TY8_12U)7

y tomando Y = T1/2 en (3.73), que es el valor que igualaria el término que mas crece,
TY8129 con el que decrece, T?Y 97129 obtendriamos que N (o, T) < T°~57%¢ 1o que
nos da A(o) < % que es peor que la cota de Ingham en todo el rango. Otro cambio
razonable serfa usar el momento M(4) = 1 en lugar de M(12) = 2 en el teorema
de Huxley y seguir exactamente los mismos pasos que en dicha prueba. En ese caso,
quedaria:

N(O', T) < Ta(y4—4a + Ty(16—24a)/3 + TYy?2—40 + 1).

Si o < 5/6 entonces el segundo término gana al tercero y la demostracion nos llevaria
a la misma cota que a Huxley. En cambio, si o > 5/6, el tercer término domina y
el 6ptimo se obtiene tomando Y = T2, en cuyo caso obtenemos la cota N(o,T) <
12729 que nos da A(c) < 2, lo cual es lo mismo que nos da la cota de Huxley pues en
o =5/6 vale 2 y es una funcion decreciente. Aun asi, hemos conseguido encontrar un
rango donde la hipotesis de densidad es cierta, luego veremos que este rango se puede
mejorar. Finalmente y, en vista de la anterior demostraciéon, ya podemos entender
la eleccion, aparentemente misteriosa, de 7 = 2 en (3.53). En efecto, si hubiésemos
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escogido, por ejemplo, r = 3, entonces siguiendo la prueba que hemos dado del teorema
3.9 llegarfamos a que:

R < T6M1—20(T+ M) < Ts(y6—6o +TY9(1_2U)/4),

R < TE(M2720' + TM4760') < Ts(yGfGJ + Ty9(273o')/2)’

Si, a continuacién, usamos Ry < T1Y 2749 o Ry <« T?T¢Y 67129 que provienen
de M(4) = 1y M(12) < 2 respectivamente, observamos que, para la estimacion
Ry < T'¢Y 2749 y las dos estimaciones para R; habriamos conseguido la misma cota,
que la de Ingham en el rango % < ¢ < 1, lo cual no supone mejora, mientras que
para Ry < T?T¢Y6-129 ambas cotas de Ry nos llevan a obtener Ao) < % en todo el
rango % < 0 <1, una cota obtenida en su momento por F. Carlson, pero que supone
una peor estimacion para N (o, T) que las obtenidas en el teorema 3.9. Sin embargo, si
supiésemos que M (6) = 1 fuera cierto, entonces de (3.60) y las estimaciones anteriores
para R; tendriamos que:

N(O', T) < TE(yG*GO’ +TYg(1720)/4 +TY3760’ + 1) < TS(I*O’)/(5*2O’)+E’ % S o S 27
N(O’, T) <<T5(y6760+Ty9(2730')/2 _’_Ty3760'+ 1) < T4(170)/(5072)+5’ zé o< 27

N(o,T) < T?1=0)+ ~ <5 <1,

U~

con Y = T4/(15_6"), Yy = 72/(50-6) o y = T1/3 respectivamente. Esto mejoraria
el teorema 3.9, nos daria la hipétesis de densidad en un rango mas amplio que el
que hemos obtenido anteriormente y supondria que A(c) < ? para todo el rango
% < o < 1, luego una razéon mas que apoya la importancia de obtener M(6) = 1.
Las estimaciones que aparecen en el teorema 3.9 pueden ser reemplazadas por una
versiéon analoga con logaritmos ligeramente mas precisa. En particular, las siguientes

estimaciones son ciertas:

(3.74) N(o,T) < T31=9)/(2=9) 605 T % <o< Z,
(3.75) N(o,T) < T31=0)/Bo=1) oot T Z <o<l,
(3.76) N(o,T) < TGo=3)(1-0)/(%+o=1) 1569 7 2 <o <1
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La primera de ellas se debe a Ingham, quien la prob6 en 1940, [28|. Las otras dos
fueron demostradas por Huxley; (3.75) se puede encontrar en el capitulo 23 de [25] y
(3.76) se encuentra en [26], ambos escritos en 1972. Como en 3 < o < 1 tenemos que
(50 —3)/(62+0a—1) > 3/(30 — 1), se sigue que (3.75) es mejor que (3.76), aunque su
factor logaritmico sea peor. Ademas, (50 —3)/(0? + 0 —1) < 2 en 3 <o <1, luego
se deduce de (3.74) y (3.76) que:

1< <1
2707 .

(3.77) N(o,T) < T*20=9/5 166" T,
Las pruebas de las anteriores estimaciones se hacen de una manera muy similar a las
estimaciones que ya hemos obtenido, excepto por la eleccion de X, que no serd X = T°
como en el método de deteccion de ceros, de manera que tendremos maés flexibilidad
para elegirlo convenientemente después, asi como por la mejora de la cota, bastante
drastica, que alli se usaba, a(n) < n°, que nos llevaba a b(n) < n°. En su lugar, se usa
que |a(n)| < d(n) y se estiman sumas de la forma Y~ d?(n)n~2? que aparecen cuando
se aplican o bien el teorema 3.7 o bien las desigualdades de Haldsz-Montgomery. Para
ello, tengamos presente un resultado clasico que nos dice que ), . d*(n) < x log® z,
el cual se puede encontrar demostrado en el capitulo 24 de [9]. Este resultado tiene
una version asintotica que fue propuesta sin prueba por Ramanujan en 1916, [44] y
probada definitivamente por Wilson en 1922, [56].

A continuacién, presentamos una demostracion de la cota (3.74) pero con un tér-
mino logaritmico un poco peor. Antes de embarcarnos con dicha tarea, es importante
observar que, en esta demostraciéon, vamos a tomar los ceros de Ry y Ro que estén
separados por 2B logT para B suficientemente grande, lo cual difiere con la eleccion
que hicimos durante el desarrollo del método de deteccién de ceros en el que pediamos
que las partes imaginarias estuviesen separadas por al menos 2log* T'. Como se puede
observar a lo largo de dicha seccién, en realidad, la tnica cota que depende de dicha
separacion es (3.50), pues el factor logaritmico que alli aparece viene precisamente
determinado por esa eleccién. Para los teoremas de la seccién anterior esto no nos im-
portaba porque buscdbamos cotas con T¢ que son, aparentemente, igualmente vélidas
si si suponemos cualquier otra separaciéon del orden de logD T. Sin embargo, si D < 2,
dicho método dejaria de funcionar para la demostracion del teorema de Huxley por-
que noétese que, por como se definen los ¢, en (3.58), si por ejemplo |y, — 75| = log T
entonces, como —log? T < v’ < log?T, t, y t, podrian estar muy proximos o incluso
ser iguales, lo cual estropearia la cota (3.70). En cambio, tomando una separacion de
21og® T se obtendrian los mismos resultados que en la seccién anterior. Sabiendo esto,
pareceria que estamos en una situacién complicada pues, como ahora estamos intere-
sados en obtener cotas de N(o,T") con un factor logaritmico, por un lado necesitamos
elegir una separacién lo més pequena que podamos para conseguir un menor término
logaritmico en (3.50), pero por otro lado queremos hacerlo de manera que sigamos
pudiendo aplicar el teorema del valor medio de Dirichlet, 3.7, o las desigualdades de
Halasz-Montgomery, que requieren una separaciéon suficientemente grande entre los
t,. Por ello, la solucién es tomar una separacién de 2BlogT para B suficientemente
grande, que nos va a proporcionar un factor log2 T en la estimacion (3.50) mientras
que, a la par, nos va a permitir que los ¢, estén suficientemente separados.

Teorema 3.10. /29 N(0,T) < T3(1=0)/C2=) 100" T, 1 <05 < 3.
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Demostracion. En primer lugar, como ya hemos comentado, elegimos los conjuntos R;
y R de manera que las partes imaginarias de los ceros representativos estén separadas
por 2BlogT donde B > 0 es una constante fija pero grande. Para acotar el término
Ry, gracias al método de deteccion de ceros sabemos que existen R} > Ry /logT de
estos ceros para los cuales se cumple que:

(3.78) ‘ Z a(n)n " e Y| > 1/logV, con |a(n)| < d(n),
N<n<2N

para cierto N satisfaciendo que X < N < Y log? Y. Por tanto, elevando al cuadrado
ambos miembros de (3.78), aplicando el teorema 3.7, observando que log N < logT
y usando la férmula antes mencionada relacionada con el trabajo de Ramanujan y
Wilson, se tiene que:

R; < log* T(T Z d?(n)yn=27 + Z d2(n)n1_20) e NY
(3.79) N<n<2N N<n<2N
< (T + N)N'720 e NY 106" T < (TX'72 + Y272 10g" T.

Para acotar Rs y, en vista del teorema 1.39, podemos suponer que 8 > o > 1/2 +
1/logT. En efecto, si 1/2 < 0 < 1/2+1/log Ty denotamos por f(o) = 3(1—0)/(2—0)
entonces, como f(1/2) =1y TCWeT)™" = ¢C ¢] teorema es trivialmente cierto para
o =1/2+ 0((logT)~!) porque habria que probar una cota de la forma < T'log? T,
la cual es evidente por el teorema 1.39. Consecuentemente, siguiendo la notaciéon de
(3.48), denotando por x = % — B >logT y usando (A.12) y (A.15), deducimos que

IT(s")| = % < (log T)e~™?I/2_ Por tanto, elevando (3.48) a 3, obtenemos Ry

ceros con t, tal que |t,| < 2T, |t, — ts| > BlogT sir # sy se verifica que:

4/3 4/3

RpY o210~ T < 3" ‘c(% + itr> ‘MX (% + itr>
r<Ra

(3.80) < (T%; ‘C(% +it,,) 4) 1/3< Z ‘MX (% +itr) 2)2/3

Y 25}
2/3
< (T'log®T)'/3 <T PR 1) < Tlog"?T,
n<X n<X

supuesto que X < T'logT, donde hemos usado la desigualdad de Holder, M(4) = 1
y el teorema 3.7. Por consiguiente:

N(o,T) < (Ry + Ry + 1) 10g? T < (Y2720 4 TX'720 4 Ty (2=49)/3) 10" T

(381) < T3(1—0’)/(2—0’) logg T,

tomando X =T e Y = T3/(4=29) Con algunas modificaciones en la prueba de (3.63)
obtendriamos también (3.75) y (3.76), pero lo omitiremos. O

Maés alla de las estimaciones conseguidas a lo largo de esta seccién, se hicieron
progresos en lo relativo al orden de N(o,T) cuando o estd muy proximo a 1. A
continuacién, presentamos los dos mejores resultados en esta direccién, los cuales se
pueden encontrar probados en los teoremas 11.2 y 11.3 de [29].



3.4 Los teoremas de Ingham y Huxley 91

Teorema 3.11.

4 17
.82 A < — < o<1
(3.82) )< 5t jeSosL

24 155 17
) A < — = <o< —.
(3:83) ()= 30— T YO8 sos g

Teorema 3.12. Sea M(«,T) = maxi<<r |((a+it)| para & < a < 1. Entonces, para
1% <o <1, se verifica que:

(3.84) N(o,T) < M(5o — 4,3T)7/%10g'%/12 T

y, en particular, para % <o <1 se tiene que:

(3.85) N(o,T) < T'6000-0)"* o015 T
Yy
(3.86) N(o,T) < T*0=9)/3610g36 T

Notese que (3.85) es el tnico resultado que hemos presentado hasta ahora en el
que el término (1 — o) aparece elevado a una potencia distinta de 1. Debido a ello,
esta cota es tremendamente fuerte y ttil, pues es increiblemente precisa cuando o esté
muy cercano a 1. Veremos su potencia en los siguientes capitulos. Otros resultados
sorprendentes que se demuestran en el capitulo 11 de [29] y que ahora enunciamos
son:

Teorema 3.13. [29]

3 3831
. < — — & <og<
(3.87) Al) € 5oy o m0T99624 <o <1,
11
(3.88) Ao) <2, 7 0,785714 <o < 1,
41
(3.89) Al0) <9/(To=1), =~ 0T8I <0 < 1,
13
(3.90) Al0) £6/(50 1), 1= ~0,764705 < 0 < 1.

De hecho, (3.88) proporciona el mejor rango en el que se sabe que la hipotesis
de densidad es cierta. Sacaremos partido de este hecho en capitulos posteriores. Otro
frente en el que los resultados que hemos obtenido en este capitulo no son los més
precisos es cuando ¢ estd muy préximo a % En este caso, A. Selberg prob6 en 1946
que:

(3.91) N(o,T) < T2/ 0gT, — <o <1.

N |
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Posteriormente, en 1982, M. Jutila mejoré la cota anterior reemplazando el % por 1—9
para cualquier 0 < § < 1 fijado. Cabe destacar que el método empleado para estimar
R mediante la selecciéon de un conjunto de ceros representativos para los cuales se
verifica (3.53) y (3.57), fue también introducido por M. Jutila en 1972. Por otro lado,
(3.74) fue probado por A.E. Ingham en 1940, mediante un procedimiento distinto al
hemos dado nosotros usando el método de deteccién de ceros, mientras que, como
ya hemos comentado, (3.75) y (3.76) fueron probados por M.N. Huxley en 1972 y su
demostracion original se puede encontrar en [25] y [26]. Para finalizar esta seccion,
vamos a presentar la dltima mejora que se ha conseguido en lo relativo a teoremas
de densidad. Como ya hemos mencionado, aunque la cota uniforme de % de Huxley
para el rango % < ¢ < 1 permanecié inmejorable durante mucho tiempo, en 2024, J.
Maynard y L.Guth, en [19], consiguieron mejorar las estimaciones sobre la frecuencia
con la que un polinomio de Dirichlet toma valores grandes. Méas concretamente, me-
joraron las estimaciones para polinomios de Dirichlet de longitud N tomando valores
de tamafio cercano a N3/4 y, con ello, consiguieron superar la barrera de % Este
tipo de resultados se conocen como «large value estimates» y, aunque ya se conocian
resultados en este sentido por parte de Montgomery, Haldsz y Huxley, ninguno es tan
potente en la region donde interesa como el obtenido por Maynard y Guth. El teorema
dice lo siguiente:

Teorema 3.14. Maynard-Guth (2024): [19] Supongamos que (an)n es una suce-
sion de numeros complejos tales que |an,| < 1 y (t,)r<r e€s una sucesion de puntos
1-separados en [0,T] tales que:

2N
(3.92) ‘ Z ann't

n=N

>V, para todo r < R.

Entonces tenemos que:

(3.93) R <T¢(N*v=2 4 N8y~ L pN12/Sy—4),

Para demostrarlo, recurrieron a métodos de decoupling, una técnica de anélisis
armoénico que no existia en tiempos de Huxley o Jutila, lo cual explica la dificultad
para mejorar la cota, pues la barrera con la que se toparon era conceptual y no consistia
en refinar los métodos entonces existentes. Con el teorema anterior en mente, Maynard
y Guth probaron lo siguiente:

Teorema 3.15. Maynard-Guth (2024): [19] Usando el teorema 3.14 se obtiene
que:

(3.94) N(o,T) < T150=0)/(B+50)+e % <o<1,
que mejora a la cota de Ingham para % <o< %. Combinando esto con el resultado
de Ingham para o < 1—70, se obtiene que:
. 1
(3.95) N(o,T) < T300=0)/13+= 5 <0<l

y el exponente 30/13 mejora al 12/5 de Huzley.



CAPITULO 4

Ceros en la linea critica

A dia de hoy, somos incapaces de demostrar la hipotesis de Riemann. Sin embargo,
podemos decir algunas cosas relativas a los ceros en la linea critica. A esto mismo es a
lo que vamos a dedicar este capitulo. Con tal fin, definimos Ny(7") como el nimero de
ceros p = 3 +iy con 0 < v < T. La hipétesis de Riemann nos dice que No(T') = N(T)
y, aunque calculos computacionales nos muestran que los primeros millones de ceros de
¢(s) estan en la linea critica, todavia no tenemos certeza de que sean todos. Por tanto,
un objetivo muy natural en busca de la hipotesis de Riemann es intentar encontrar
cotas inferiores para No(T') asi como estudiar cuél es su orden de crecimiento en
relacion con el de N(T'). Este es el proposito de los teoremas que vamos a demostrar.

4.1. Algunos resultados preliminares

El primer resultado que se obtuvo acerca de los ceros en la linea critica se lo debe-
mos a Hardy quien, en 1914, probo que hay infinitos ceros en la linea critica, [20]. Poco
tiempo después, en 1921, junto a Littlewood, demostraron que esto se puede mejorar,
obteniendo No(T') > T para T suficientemente grande, [22]. Posteriormente, en 1942,
A. Selberg logré demostrar que una proporcién positiva de los ceros se encuentran
en la linea critica, [48]. La prueba de Hardy y Littlewood sera el contenido de esta
primera parte, en la que seguiremos la seccion 24.1 de [31], mientras que el teorema
de Selberg sera demostrado en la seccion siguiente, siguiendo el apartado 24.2 de [31].
Aunque nosotros vamos a demostrar directamente que No(7') > T, lo cual implica
que hay infinitos ceros en la linea critica, esto ultimo se puede encontrar explicado,
de la misma manera en la que lo demostré Hardy originalmente, en la seccion 14.2
de [41]. La idea principal en la que se basa el resultado de Hardy y Littlewood es la

:Z;K( + 4u), donde g(s) = m%/?T'(s/2).

Por la ecuacion funcional que verifica C ( ) tenemos que ¢(s)((s) = g(1 — s)¢(1 — s).
Ademas, dado que I'(s) = I'(s), se tiene que g(5) = g(s) y se deduce que la funcion
Z(u) es real y par. Por otro lado, definimos:

siguiente: definimos la funcion Z(u) =

t+A
(A1) 1) = /t Z(u)du,

93
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t+A
(42) 0= [ 1z,

donde A es un numero positivo fijo. Claramente, |I(t)| < J(t), pero si [I(t)] < J(t),
entonces Z(u) no puede tener signo constante en (¢,t + A), es decir, debe cambiar
de signo en dicho intervalo y, por consiguiente, debe tener un cero en él. Asi, dado
que ¢(s) nunca se anula, debe darse que ( (% + zu) tiene un cero de orden impar
en ese mismo intervalo. Aqui es donde reside la idea clave, hemos reducido nuestro
problema a demostrar que |I(t)] < J(t) ocurre suficientemente a menudo. Para ello
vamos a probar dos lemas, una cota inferior para J(t) y una cota superior para I(t)
en promedio sobre el segmento [T, 27].

Lema 4.1. Sean A > 1 y T > A2. Entonces existe una funcion K(t), que también
depende de A, tal que:

(4.3) J(t) > A — K(t),
(4.4) /2T |K(t)|*dt < T,
T

donde la constante implicita en < es absoluta.

Demostracion. Comenzamos notando que:

J(t):/A‘C(;—kit—i—iu)’duz ‘/ACG—l—it—i—iu)du‘
(4.5) 0 N 0
EA—’/O (C(§+it+iu)—1>du‘::A—K(t).

Para estimar K (t) usamos la aproximacion:

(4.6) ((s)= > n*+0(T?),

1<n<T

que es valida para s = % 4+t con T < t < 3T, por el teorema 1.32. Por tanto:

—1/9—j 1—n74 — _
an K= a2 tW‘JrO(AT 2y .= |S(t)] + O(AT 2.
1<n<T

Ahora bien, |K(t)> < |S(t)|> + A2T~1, luego:
2T 2T

(4.8) / |K(t)|?dt <</ |S(t)2dt + A2
T T

A continuacion, aplicamos el teorema 3.6 y concluimos que:

27
(4.9) / |S(t)[?dt < T Z n"log™n + Z log 2 n.
T

1<n<T 1<n<T
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Finalmente, como >, _, - nllog?n<ly Y len<T log=2n <« T, se tiene que:

(4.10) /TzT |K (t)|2dt < T.

Lema 4.2. Sea A > 1. Tenemos que:
2T
(4.11) / [1(t)|%dt < AT,
T
si T > AS, donde la constante implicita es absoluta.

Demostracion. Usando (1.49), ¢(s) < |s|'/4, se tiene Z(t) < [t|'/4, luego Z(t)Z(t +
up — up) < [t]'/? para todo ui,up € [0, A]. Ast:

T+uq . 2T4uq o
/ Z()Z(t +ug — Ul)dt,/ Z()Z(t + ug — uy)dt < AT,
T 2T

Con esto en mente, tenemos que:
(4.12)

2T 2T | rA 2 A pA 2T -
1::/ |I(t)|2dt:/ ‘/ Z(t+u)du‘ dt:/ // Z(t + u1) Z(t + up)dtduy dus
T
2T+u1 2T T+uq 2T+u1
- L e // -1+
T+uy

2T
/ / / t —+ uo — ul)dtduldUQ + O(ASTI/Z)

min(A,A—w) 2T L .
= / / / Z(t)Z(t + u)dtduidu + O(A3T/?)
—A Jméx(0,—u) T

2T

A
:/ (A — |u\)/ Z()Z(t + w)dtdu + O(A3T?).
—A T

El siguiente paso es aproximar Z(t)Z(t+u) por un polinomio de Dirichlet. Por (A.14),
vemos que:

( )*( it + iu) ™ % u?
(4.13) \z(li )z( Iziizuﬂ:(i) (1+O< :1))

Por tanto, usando (4.6) y (1.49), ((s) < |s|*/*, obtenemos que, para —A < u < Ay
T <t < 2T, se verifica lo siguiente:

(4.14) )
ZWZ(t+u) = (2:)2 (1+ 0(“2: 1>><(% + it)f(l it + i) =

= (7)) elg ri0)a( vt in) w0t fo(g ) o5 it i) ) =

¢
S 3 () (2 o,

1<m<T 1<n<T
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Luego:
(4.15) I= Y Y elmn)(mn) 2+ O(AT?),
1<m<T 1<n<T

-2 2

donde, si denotamos por x(z) = x~*sin

A 2T it s 9mm2y
c(m,n)—/_A(A—|u])/T (z)t(2 ") didu

—o [ ()8 (G s T o

2

x, entonces:

(4.16)

t

¢(m,n)log (%) = —i(%)itF(t)‘QT +1 /2T (Tth'(t)dt,

T T n

Si m # n, denotamos por F(t) = A%((% log <27rm )) e integramos por partes para

obtener:

2T
m
cm,m)log (24)| < |F(2T)| + |F(T)] +/ |F/(8)]dt.
T

A continuacion, notese que x(z) < min(1,z72). A su vez, es de clase C*(R), lue-
go es absolutamente continua en todo R y, ademas, es de variaciéon acotada, pues
ffooo IX'(z)|dz < oo, como se puede comprobar separando la integral en las regiones
|z| > 1y |z| < 1. Por consiguiente, como f;; |X'(z)|dx representa la variacion total de
x(x) en el intervalo [z, x1], tenemos que dicha integral es < 1. Por tanto, se verifica
que:

2T 1
I = / |F'(t)|dt = AQ/ I (z)|dz < A2,
T z9

2m?
t
f(2T), 1 = f(T) y hemos cambiado los limites de integracion porque f’(t) < 0. Por

sin(2x) 2sin? -2 .
2z T T 3 Lz 7, luego.

donde hemos hecho el cambio de variable x = f(t) con f(t) = % log (

)7 T2 =
otro lado, obsérvese que 1 — 29 < Ay x/(z) =

e T —
I < A2/ o 2de = NP2 « A3(xy? + 27?).
. LTy

Con todo ello, obtenemos:

(4.17)
2,9 2 2, _9
c¢(m,n)log ™ « min (AZ, log mm ‘ ) -+ min (AQ, log mm >
n T T
) mm? |2 2mm? |2 ) mm? |2 2mm? | -2
+Am1n<A,‘log T ‘ +‘log T ><<Am1n<A,‘log T ‘ +‘log T )

En cambio, si m = n, es més facil integrar primero sobre t y luego sobre u, obteniendo:

A 2 — 21/2 2y iu/2
_ ( ) du
T

c(m,m) = 2T/ (A — |ul)

= Is.
_A 2 —iu 2
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Para conseguir la mejor estimacion posible y tener mayor flexibilidad en estimacio-
nes posteriores, acotamos Iy de dos formas distintas. Dividiendo la integral en dos
obtenemos que o = 2T (2I(cv1) — I(c2)) donde:

A
A — lul
I(«) :/ 7‘,u|em”du,

A 2—1u

con ap = %log (”TmQ) y g = %log (2”,}”2) Ahora, por un lado, definimos f(u) =

A — |u| en [-A, A] y 0 fuera. Esta funcion estd en LY(R) N L°(R), es par (luego lo
es f ), continua en 0 y verifica que f > 0. Por tanto, por inversiéon de Fourier tenemos
que || f|lz1 = 27 £(0). A continuacion, nétese que (2 — iu)~! = IS e e dy, luego
se cumple que:

00 A
1‘“):(/1 e_%ﬂ/’ F)e ™) dudy < || fll = 27 f(0) = 27A.
0 —A

Luego se sigue que Io < AT. Por otro lado, sea g(u) := %jg‘,

en I(a) obtenemos que:
A iou
I == [ gw du

_sgn(w) | . A—|uyl
par el R

L A A

= |a| ! (2arcsinh(A/2) + Aarctan(A/2)) < |a| Tlog A + A) < |a 1A,

integrando por partes

y, como ¢'(u) = se verifica que:

luego se deduce que:

m? -1 2rm? |1
I < AT(Jag| P + oo ™) < AT(’log7T ‘ + ’10g FT ’ )
Combinando ambas estimaciones obtenemos que:
2,1 2 2,1
(4.18) c(m,m) < AT min (1, log W;l ‘ + ‘ log W}n ’ )

Finalmente, usando todas estas estimaciones deducimos, tras célculos extensos que
omitiremos, lo siguiente:

(4.19) Z c(m,n)(mn)~Y? < AT.

1<m,n<T
lo cual completa la prueba. O

Teorema 4.3. Hardy-Littlewood (1921): Se verifica que:

(4.20) No(T) > T.
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Demostracion. Sea T el subconjunto de [T, 2T donde |I(t)| = J(t), entonces [ |I(t)|dt =
fT J(t)dt y, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el lema 4.2, se tiene que:

2T 2T 1/2
/ 11(t)|dt g/ [1(t)|dt < T1/2(/ |1(t)|2dt) < AT,
T T

T0

Por otro lado, por el lema 4.1 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos que:
/ J(t)dt > AT —/ K(t)dt = A[T| + O(T|/2T/2).
T T

Combinando ambas estimaciones se llega a que |T| < A~Y2T, donde la constante
implicita es absoluta. Asi, para A suficientemente grande, lo anterior nos da que |7T| <
+T. En otras palabras, el conjunto S = [T, 2T] — T, donde se tiene que |I(t)| < J(t),
tiene medida |S| > %T. Por tanto, S contiene una sucesiéon de puntos {t1,...,tg} A-
espaciados de longitud R > A™1|S| > T/2A. Esto se debe a que, si particionamos el
intervalo [T',2T] en subintervalos de longitud A y nos quedamos solo con todos los
subintervalos Uy, ...,Ur que cortan a S en un conjunto de medida positiva, entonces
|S| < RA. Por consiguiente, para cada t,, 1 < r < R, Z(u) cambia de signo en
tr < u < t.+A, luego existe un cero en la linea critica p, = %—H'”yr cont, < < t.+A.
Esto prueba que No(T) > T/A, que nos da lo que queremos. O

Antes de terminar con esta seccion y siguiendo la linea historica, cabe destacar
que Hardy y Littlewood no solo aportaron a nuestro avance en el conocimiento del
niamero No(7') con el teorema 4.3, sino que también probaron dos resultados acerca
de los ceros de ((s) en la linea critica que motivaron en gran medida el desarrollo
posterior. Estos nos dicen lo siguiente:

(i) Sea e > 0, existe un Ty(e) > 0 tal que, para todo T > Ty(e) y H = T4+ el
intervalo (T',T + H| contiene la parte imaginaria de algin cero de orden impar.

1 ara cada € > 0, existe un Ip(e) > 0y ¢ > 0 tal que la desigualda
i) P d 0, exi ik 0 0 tal la desigualdad
(4.21) No(T + H) — No(T) > c-H,

es valida para todo T' > Ty(e) con H = T1/2+e,

El primer resultado nos dice que, en intervalos cortos, siempre hay ceros de orden
impar en la linea critica. Su demostracion se encuentra en [21]. Por otro lado, el
segundo nos dice que, bajo ciertas condiciones, el nimero de ceros en la linea critica
en un determinado rango de alturas crece proporcionalmente al tamano de dicho
intervalo. Este hecho fue probado por Hardy y Littlewood en el mismo articulo en
el que probaron que No(T') > T, [22]. Es importante destacar que, a diferencia del
teorema que vamos a probar en la siguiente seccion, el cual es debido a A. Selberg y nos
dice que hay una proporcién positiva de ceros en la linea critica, (4.21) es un resultado
que no se deduce directamente del de Selberg. La razon principal es que el teorema de
Selberg es un resultado global, en el sentido de que nos habla sobre la proporcién de
ceros que hay en la linea critica hasta una determinada altura 7', mientras que (4.21)
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trata el problema de la densidad de dichos ceros en intervalos cortos. Atn teniendo el
teorema de Selberg, podria darse que existiesen grandes huecos entre ceros en la linea
critica, que es el tipo de preguntas que intentan abordar estimaciones como (4.21).
Como ya hemos comentado, ambos enunciados dieron lugar a una enorme cantidad
de nuevos resultados y métodos que culminaron con mejoras sustanciales para los dos.
Respecto al primero, aunque A. Selberg hizo grandes avances que apuntaban a que
incluso se podia mejorar ese 1/4, el resultado crucial se lo debemos a A. Karatsuba
que, en 1984, demostré que el resultado es cierto tomando H = T°%/32+¢ [32]. En lo
relativo al segundo, Moser proboé que dicha estimacion es valida para H > T%/12+€,
[42], y Karatsuba la llevd nuevamente un paso maés alla, consiguiendo H > T27/82+e
[33], la cota mas fuerte conocida hasta la fecha.

4.2. El teorema de Selberg

El refinamiento principal de Selberg respecto al método de Hardy y Littlewood
consiste en suavizar la funcion ((s) con un polinomio de Dirichlet en la definicién de
Z(u), cuyo rol es el de disminuir la contribuciéon de los valores grandes de ((s). Esta
idea fue utilizada por primera vez por Bohr y Landau pero no de manera tan efectiva y

( +iu)
S (3 i) |0(3+

iu)|?, donde g(s) se define igual que en la seccién anterior, mientras que ®(s) es un
polinomio de Dirichlet del tipo:

(4.22) B(s)= Y h(lfggg)wdd_s,

d<D

elegante como en las manos de Selberg. Asi, definimos Z(u) =

donde los coeficientes 4 tendran naturaleza aritmética (también seran reales y estaran
acotados) y donde h(x) es una funcién real y continua en [0, 1] tal que:

(4.23) h(z) =14 O(z), paraz— 0",

(4.24) h(r) <1—x, paraz—1"

Noétese que la razon para incluir el término con ® en moédulo al cuadrado es que, aunque
este término incluya ceros, ninguno de ellos afecta a los cambios de signo luego nos
aseguramos de que todos los cambios de signo vienen por ceros de ¢ ( +iu) y asi los
podemos seguir identificando. Al igual que en los teoremas de denbldad del capitulo
anterior, nos gustaria que el molificador se parezca lo maximo posible al reciproco
de ((s). Por tanto, parece razonable escoger ®(s) de manera que intente aproximar
a (s)_l/ 2. De hecho, Selberg tomé directamente los 74 como los coeficientes de la
representaciéon en serie de Dirichlet del siguiente producto de Euler:

(4.25) C(s)™12 = H(l /2 = de , valido para o > 1.
P
Ademas, si 74 son los coeficientes de:

(4.26) VP =JJa-p) 2= nydd, ,en R(s) > 1

p
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entonces se cumple que |v4| < 54 < 1. Esto se puede ver sin més que comprobar que,
usando la formula del binomio de Newton generalizado, (1—p~*)"/2 = 3, epp~*F y (1—
p) V2 =3, ép~F, donde cg = 1, |c1| = 3 y |ex| = W para k > 2, mientras
que ég =1y, = % para k > 1, luego |cx| < é < 1y, como los coeficientes
Y4V 4 provienen respectivamente del producto de los ¢ y ¢ correspondientes a
la descomposicion en factores primos de d, se sigue el resultado. Al igual que en la
demostracion de Hardy y Littlewood, queremos comparar las integrales I(t) y J(t) en
el rango 0 <t <T'. Gracias a la molificacién, vamos a ser capaces de trabajar con un
A més pequeno:

(4.27) A = (logT)7},

donde la constante implicita es absoluta. Nuevamente, la demostraciéon dependera de
probar estimaciones para ciertas integrales:

Lema 4.4. Sea (logT) "' <A<1yD=T% con0 <6< é, Entonces tenemos que:
T
(4.28) / \Z(8)|dt > T.
0

Demostracion. Tenemos que:

(4.29) /OT 2(0)ldt > | /sz c(% + it)qﬂ(% i) de].

Por la aproximacion (4.6) y la cota ®(s) < DY/2 para R(s) = 3 obtenemos:

(4.30) C()9%(s) = 3 aun~ + O(DT 1),

n<N
donde a; = 1y |a,| < d3(n) < nf para todo n < N = D?T. Luego, suponiendo que
D < TY2(log T)~, se tiene que:

T
T
(4.31) (()P*(s)dt > = =2 > an|n~/*(logn)™" + O(T(logT) ") >
T/2 2 2<n<N

w| N

si T es suficientemente grande, porque la suma es < N1/2t€ « T1/2+0+e « T 1o cual
prueba el resultado. O

Las otras dos estimaciones que necesitamos son bastante mas complicadas de ob-
tener que la anterior porque necesitamos apelar a las propiedades del molificador,
®(s)?. Para ello, vamos a dividir el argumento en partes, comenzando por probar
ciertas cotas relativas a integrales de ((s) que tienen interés por si mismas:

Teorema 4.5. Sea s1 = %+w1, S9 = %+i02 con |vil,|ve] < 1. Sean a,b € Z~q tales

que (a,b) = 1. Tenemos que:

T
_ o T
(4.32) / C(s1 +it)C(sg + it)a® T2 "dt = TP, (7> + O((ab)3/2T8/9 log* T),
0 2mab
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donde la constante implicita es absoluta, v = vy — vy y Py(X) se define como:

v

(4.33) Py(X) = ¢(1 —iv) + C(1 + i)

1+4iv
Demostracion. Sea T > 0 arbitrario. Comenzamos evaluando la siguiente integral:

T2 —_— . _ .
(434) S — C(Sl + 'Lt)g(SQ + it)a*8172tb782+ltdt’
T

para T' < T7 < T3 < 2T. Haciendo el cambio de variable ¢ — t — v; obtenemos que:

(4.35) S = (ab)~ V2" /T2 g(% + it)f(é Fiv 4 z’t) (g)itdt +E,

T
donde E < (ab)~'/2T"/2, aplicando (1.49) en la linea critica. Ahora aproximamos
¢(s) por sus sumas parciales tal y como nos dicta el teorema 1.32. De esta manera,
para o > % y |s| < 7 X, se tiene que:

Xl—s
1—s

(4.36) C(s) = Cx(s) — +0(X77),

donde (x(s) = Y, x n~*. En particular, para 0 = 1 y T < |s| < 7T se cumple que:

(4.37) ((s) = Cr(s) + O(T /).
Por tanto:
T> 7
S = (ab) 25" /T1 gTG + it) CT(% - it) (S) ‘dt+ B+ Eo

(4.39) n | N
:/ Z (C”n)fl/Zfzt(bn)fl/ZerJrztdt_'_E_i_EwO07
Ty m,n<T

donde E corresponde a la contribucion del error en (4.37), luego verifica que Fo, <
(ab)~Y/2(Tlog T)'/?, en virtud de la estimacion fogT ‘C(% + it) ’dt < T(log T)Y/?,
que se obtiene aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (3.4). A continuacion,
tratamos los términos de la diagonal am = bn de (4.38). Como a y b son coprimos,
se sigue que m = bl yn = al con [ < L = Tc™! donde ¢ = méx(a,b), luego dichos
términos contribuyen:

i

(4.39) So = (To—T1)(ab) ¢ (1—iv) = (Tg—Tl)(ab)*W”(c(1-w)+ )+O(1).

w
Ahora veamos la aportacion de los términos tales que am # bn. Denotemos a dicha
suma como S*, integrando vemos que S* = S(72) — S(T1), donde:

_ —1/2—it —1/2+iv-+Fit am -1
(4.40) S(t) zm%;bn(am) (bn) (log bn) .
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La principal contribucion a S(t) proviene de los términos cercanos a la diagonal, es
decir, de los m,n tales que 1 —e < 97 < 1+ € para cierto € > 0 suficientemente

pequeno que seré escogido posteriormente. Denotemos por:

(4.41) Se(t) = Z (am)*1/2*it(bn)71/2+iv+it ( log %) —1.

0<|am—bn|<ebn

Para los términos restantes tenemos que ‘log %—ZL‘ > 5. Sabiendo esto, nos gustaria
eliminar dicho término logaritmico de la suma, mediante sumacién por partes, para
lo que necesitamos usar la monotonia en m y n. Sin embargo, tal y como tenemos el
rango de m y n esto no se cumple, pues habra una region donde se tenga log 7= > ¢/2
y otra donde log ¢ < —¢/2. Por ello, dividimos los rangos de m y n en intervalos
diadicos de la forma [27771T,277T] con j = 0, 1.... Asi, hemos dividido dicho cuadrado
en una cuadricula formada por O(log2 T) rectangulos de manera que, en cada uno de
estos bloques, el rango en el que se mueven m y n es un conjunto convexo fuera de la
diagonal, luego cada uno de ellos cae o bien en la regién positiva o bien en la negativa.
Por tanto, log % es mon6tona en m y n en dichos bloques y no cambia de signo ni
se anula, lo que nos permite aplicar sumacion por partes para estimar la contribuciéon
de estos términos por:

< e Hab)"V2(log T)?

)

1. 1 .
Ce (5 + zt)Cy (5 — v — zt)
para ciertos 1 < z,y < T. Por otro lado, por la cota de subconvexidad de Weyl,

(A.43), tenemos que (,(s) < |s|*/%log3|s|, lo cual es vélido para o = 3 y z < 4|s|%, y
se deduce que:

(4.42) S(t) = S. + 0~ Hab) V2T B (log T) ).

Para los términos que componen S¢(t) escribimos am = bn + h con 0 < |h| < ebn y
usamos las aproximaciones:

(4.43)
_ ; i 2
~1/2 amy~t _ 1 Ly bmyi DN itngen th®
(abmn) (log bn) h+0(bn)’ (am) <1+bn) € +O<b2n2>’
obteniendo:
(4.44) Se(ty=Y_ ih7Hon)re M 4 By,
am—bn=h
0<|h|<ebn

donde Ej proviene de los términos de error de (4.43). Por ello, se tiene que:

By<(l4et) Y (m)!

lam—bn|<ebn
(4.45)
< (L+et)> (enba™ +1)(bn) "' < (1 +eT)(ea 'T+b 'logT),

n

donde hemos sumado primero sobre m habiendo fijado n y teniendo en cuenta que
m puede tomar a lo sumo (2enba~! + 1) valores. Si en lugar de fijar n, fijamos m



4.2 El teorema de Selberg 103

y sumamos primero sobre n, deducimos la misma cota que antes pero de manera
que los papeles de a y b se habran intercambiado, luego en realidad podemos acotar
FE4 por la estimacién que més nos convenga en cada caso. Ahora supongamos, sin
pérdida de generalidad, que a > b. En este caso, aplicamos la cota en la que se fija
m y como n < T se sigue que m < (1 + €)a~'bT. Por consiguiente, deducimos que
By <eb '(14e)a T +a 'logT < a'eT < (ab)~'/2eT supuesto que T > log T
En cambio, si tuviésemos que b > a, usamos la cota que surge de fijar n y una
deduccién anédloga a la que acabamos de realizar nos lleva a la misma cota simétrica:

(4.46) Ey < (ab)"?(eT)?,

supuesto que €T" > logT', condicién que asumimos como valida en adelante. Ahora
escribimos Se(t) como sigue:

(4.47) S. = > it o (n)rem 4 By
H~=<h<H* h#0 N1 <n<Ny
n=—hb (mdd a)
donde HT = min(ebT,e(1 + &)~1aT), H- = —min(ebT,e(1 — &)~ taT), Ny = libl y
Ny = min(T, (aT — h)b~!). Para la suma interior, usamos el lema 1.31 aplicado a
flan + «):

No
(4.48) S e(fn) =at /N e(f(x))dz + O(1),

N1 <n<N2
n=a (méd a)

lo cual es valido para toda funcién f tal que |f’| < (2a)~! y f” # 0 en el intervalo
[N1, N3] con Ny < Na. Asumiendo que 2c2abT < 1 obtenemos que:

(4.49) > (bn)eith/bn — 41 / (bx) e /P 4y + O(1).
N1 <n<Ny N
n=—hb (méd a)

En esta expresion reemplazamos No por T min(1,a/b) y tenemos un error O(|h|/ab).
Posteriormente, realizamos el cambio de variable x — ¢/(27wbx), consiguiendo:
(4.50)

o t N\ l+iv [et/2nlh] , h
E (bn)e /o — (gb)~! (—) / e(—hav):16_’“_26&16—1—0(L |+1),
N1<n<Nsy 2m t/2mdT ab
n=—hb (méd a)

donde d = min(a, b). Por tanto, poniendo esto ultimo en S (t), obtenemos lo siguiente:

t t \v [ .
(@51) 50 = = (o) / w2 (D (mih) te(—ha))de + By + By,
t/2mdT 0<|h|<et/2mx
H~-<h<H™*

donde:

1 1 —1/2
(4.52) B< Y (% + E> < (ab)"V2eT + g T.
0<h<2edT
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Notese que el rango de h usado en la anterior suma se deduce de observar que el valor
méximo que puede tomar h es |H ™| y, suponiendo que ¢ < 1/2, lo cual podemos
hacer, llegamos a que |H ™| < 2edT. A continuaciéon, notemos que la suma sobre h
en la integral de (4.51) es una suma parcial de la expansion en serie de Fourier de
—¢(z) = |z] — 2+ 3. En efecto, —¢)(z) = 1 —z en (0,1) y es I-periédica, ademas se
puede comprobar que sus coeficientes de Fourier h-ésimos son exactamente (27ih)~!.
Por consiguiente, el criterio de Dini nos asegura que —1(z) coincide con su serie de
Fourier en todos los puntos excepto en los enteros. Por otro lado, gracias a (4.18) de
[31], se cumple que:

(4.53) ()= Y (2mih) le(hx) + O((1 + |« H)™),
O<}|LI;|§H

para todo H > 1 y ¢ € R. En nuestro caso particular, tenemos una serie asimétrica,
ya que h pertenece al rango —H; < h < Hy, h # 0, con H| = min(|H_|,%) y
Hy = ml’n(H*,%). Ahora tomamos H = min(H;, Hy) = Hy y observamos que,
cuando a > b y € es pequeiio, entonces H = |H |, mientras que en caso contrario,
Ht =¢(l4+e)taT y |H | = ¢(1—¢)~taT, en cuyo caso “;—;' = %—i‘i =140(e) parace
pequeno. En cualquier caso, |[H ™| < (1+0(e))H™" y se deduce que Hy < (1+0(e))H.
Por tanto, se sigue que:

—p(z)— > (2mih)le(hr)=— Y (2mih)e(~hx) + O((1 + ||=[|H)™")
—th;h0<H2 H<h<H;

< log(Hy/H)+ (1 + ||z|H) ' < e+ (1 + ||z||H),

luego sustituyendo en (4.51) se obtiene que:

t t \iv [ )
4.54 (t) = —(— “2=0y(2)dx + By + FEy + E3 + Eqgim,
asy 5= (o) [ e s By By By

donde Eygim < % < (ab)_l/ZsT, que se absorbe en el error de Es, y:

(4.55)
t [ -1 1 —-1d

Es < / (1 + Etm> x2de = <||3:H + E) &
t z et z

ab Jijorar eab Jyjorar

oo

o o)
=S (/ e 2z + 3 k' log (1 + gl)) < L (d+10g2T) < = (ab) V2 10g? T,
eab\ Jijamar — k eab

recordando que t < T. Ademaés, obsérvese que en la segunda desigualdad hemos sepa-
rado la integral en la parte con z < 1/2, en la que ||z|| = x, y en la suma en k£ > 1

de las integrales con z € [k — 1/2,k 4+ 1/2], donde ||z|| = |z — k| y se pueden resolver
explicitamente. Por otro lado, en la penultima desigualdad hemos aproximado la su-
ma en k por la integral correspondiente, foat log(1 + uw)u~tdu < log? T'. Finalmente,
usamos la férmula:

C1+w) yv 1y v
14w w 214w’

(4.56) /OO Y(x)r ™2 Vdr =
y
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valida para 0 < y < 1y R(w) > —1, que se obtiene de la identidad ((s)s™! =
(571)_17(28)_1+fyoo ¢($)$_5_1dx*fy1 (%fx)x_s_ldx, valida para todo 0 <y < 1
y R(s) > 0. Con todo ello, llegamos a la siguiente igualdad:

t < >w<(1-|-“)) ot dD)” N T (dT)t
ab 14w ab v ab 1+
Notese que el tercer término de S(t) no depende de t luego desaparece al calcu-
lar S*. Por otro lado, nétese que el primer término de So(t) := t(ab) =1+ (C(l -

(4.57)  S-(t) =

—|—E1+E2—|—E3.

iv) + Li“(iv)*1> + O(1) sumado con el primer término de S.(t) nos da exacta-

mente t(ab) "1t P, (2mb) donde P,(X) esta definido en (4.33). Por tultimo, note-

se que cd = ab, luego abL = abc T = dT y se sigue que t(ab) 'FTWLW(jv)~! =

t(ab)~H(dT)™ (iv) ! que es exactamente el segundo término que aparece en S (t) pero
con el signo cambiado. Por tanto, esos términos también se cancelan. En definitiva,
hemos visto que al calcular S = Sy(T2) — So(11) + Se(T2) — S:(T1) + R obtenemos
que:

14 T Ty
4.58 S = (ab 1+“’(TP( )—TP( )) R
(4.58) (ab) 2mab v\ 2rab +
donde R es el error total. Gracias a todas las cotas que hemos conseguido para los
diferentes errores F, E, E1, F3, E3 'y el de S(t) al aproximar por S.(t), se tiene que:

(4.59) R < (ab)™V2(TV? 4 713 4 272)10g* T + 1og T,

5

suponiendo que €T > logT v 2e?abT < 1. Ahora elegimos ¢ = T~ 9. Consecuente-
mente, se verifica que:

(4.60) R < (ab)™V2T5 1og" T,

si2ab<T 5. Por otro lado, también tenemos la cota:
R SN SN —1/2
(4.61) S < (ab) ‘C<§ + zt)‘ dt < (ab)™/“TlogT.
0

Combinando (4.58) y (4.61) podemos deshacernos de la condicion 2ab < T3, aunque
con una cota un poco mas débil:

(4.62) S = (ab)"F® (T P, (2T25> - TlPU<2:ab)> + O((ab)3T5 1og" T).

Finalmente, nétese que en la definicion de S hemos cambiado de signo los exponentes
de a y b con respecto a la forma final de la integral que queremos acotar para el
teorema. Si denotamos por S(a,b) a la integral con la que hemos trabajado y por
I(a,b) a la misma integral pero con los exponentes que queremos, entonces se tiene
que I(a,b) = (ab)!=®S(b,a), luego se verifica que:

I(a.b) = (TP, (2 L) TP, (zfab)) 1+ O((ab) 375 1og* 7).

Esto nos da el teorema sin mas que sumar los respectivos resultados obtenidos para
puntos diadicos Tj. ]
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Corolario 4.6. Si (a,b) = 1, entonces tenemos que:

(4.63) /OT ‘g(% v it) ‘2(%)“dt - \/%(bg (%Tab) F 2y — 1) + O(abT log! T).

donde la constante implicita es absoluta.

Demostracion. Sabemos que la expansion en serie de Laurent de ((1+iv) viene dada
por (iv)™! 4+ v + O(|v|). Por otro lado, (1 +iv)™! =1 —iv+ O(Jv*) y X =1+
ivlog X +O([v]?), luego tenemos que P,(X) = log X +2v—1+O(|v]). Como se puede
observar, este error es bastante bueno si |v| es pequenio. En particular, tenemos que
Py(X) =log X + 2y — 1 y se obtiene el resultado aplicando el teorema 4.5. O

Observacion 4.7. Los términos de error en (4.32) y (4.63) pueden ser mejorados
sustancialmente. Por ejemplo, si a = b = 1, el corolario 4.6 nos da que:

(4.64) /OT ]g(% + z‘t)’th - T(log (%) F 2y 1) + B(T),

donde E(T) <« T%°1og* T que contrasta con la conocida E(T) < T7/?>*¢. De hecho,
se conjetura que es cierto para E(T) < T/4te,

El teorema 4.5 puede ser generalizado para integrales del tipo:
T N 1 \yayit
(4.65) Gy, (T) = / (5 +it)(5—it—w) (%) gy,
’ 0 2 2 b

donde ¢(t) es una funcién suave en [0, 7. Para g(t) = 1, simplemente denotamos a la
integral por G,(T") y obtenemos, por (4.32), lo siguiente:

(4.66) | ' |
Go(T) = f/% (ca—i)+ 4(11;,2:) ( 27TTab)”) +O(abT¥? og* T) = A(t) + O(Er),

si (a,b) = 1, [v] < 1y T > 2, donde la constante implicita es absoluta. Si 0 <
T < 2, entonces G(T") = O(T) trivialmente. Asi, integrando por partes en G, 4(T) y
estimando posteriormente por G,(t) = O(t) en [0, 2], se tiene que:

T
Gug(T) = Go(T)g(T) - /2 G(t)g (t)dt + O(G),

donde:

tdt

T
(4.67) G=lo(n)|+ [ 1o/

Al sustituir G (t) = A(t) + O(E:) y deshacer la integracién por partes en los términos
correspondientes a A(t), se deduce que:

T
Gog(T) = / A(t)g(t)dt + A2)9(2) + O(GEr),
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que se puede reescribir como:

T 2
Gog(T) = /0 A(t)g(t) + /O A(tyg(t)dt + O(GEr).

Para los casos en los que la segunda integral se pueda absorber en el término de error,
como sucede, por ejemplo, si v es un valor fijo, obtenemos un resultado més general

que (4.66):

v T v
(4.68) Gy o(T) = \% /0 o(t) (i) +¢(tiv) (5o ) ") dt+O(abGT  log T).

En particular, dicha condicion se cumple para g(t) = (27/t)"*/2, lo cual nos da el
siguiente corolario:

Corolario 4.8. Sean (a,b) =1, |v| <1 yT > 2. Entonces se verifica que:

[e(beaye(d - n) ()" ()"
; w/2 "
- \2/%(((21;?) (27rTa2) S g(21_ z’zvv) (2;)2

donde la constante implicita es absoluta.

(4.69)

>—w/2) + O(abT®"10g” T),

Pasamos ya a demostrar el lema clave que necesitamos para probar el teorema de
Selberg.

Lema 4.9. En las mismas hipdtesis del lema 4.4 tenemos que:

(4.70) /OT |Z(t)|dt < T,

T
(4.71) / [I(t)|?dt < AT (logT)™?,
0
donde 1(t) estd definida en (4.1).

Demostracion. A continuacion, probaremos con todo detalle (4.70). Para la demos-
tracion completa de (4.71) remitimos al lector a la prueba de (24.24) de [31]. Sean o
los coeficientes de:

(4.72) o%(s) = (> de_5>2 =5 i,

d<D 1<D2

donde 8y = ygh(logd/log D) y cy = Y ayay=1 BaBay = >. ai  Babija, luego
d1,d2<D d<D,l/d<D
Ba <1y ay <3 g1 =d(l). Por el corolario 4.6, tenemos que:

/OT \Z(8)|2dt = /OT )c(% + it)cl)z(% +it) ‘2dt
(4.73) =3 aqap(ab) V2 / ! \c(% + it) ‘Z(a/b)“dt
ab 0

T
— AT(log 27— 1) — BT + O(DST®/910g% T),
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donde:
(4.74)

A= ZZZ =1 OéadOébd (abd)™", B = ZZZ(G b | QadObd (abd) ™1 log ab.

Para poder usar el corolario 4.6 y obtener la anterior igualdad lo que hemos hecho es
denotar por d = (a,b), a = a’d y b = b'd. Asi, la suma en a,b se reduce a la suma
en Y ;> - Ahora, en la suma interior tenemos que (a/,b') =1y (a/b)" = (a'/V')"
luego estamos en las hipotesis del corolario. Lo aplicamos y obtenemos:

Z Z aa/dab/d(a'b')_1/2d_1 (T(a'b')_1/2<log <2T ) +2v —1—log(d b'))
(4.75) @V

+O(dHTS log? T)) - AT(log 25 - 1) _ BT +E,
s
donde:

(4.76) E<Tog" )Y d? > |agla?|oy[b"? < DS T*1og® T,
d a,b<D?2

lo cual se sigue de la cota 3, .y d(n)n'/? < X3/?1log X que a su vez se deduce de
la estimacion an v d(n) < Xlog X y sumacion por partes. Por tanto, para tener lo
que queremos basta con probar que:

(4.77) A< (logD)™!, Bx1.

Comenzaremos deduciendo la cota para A con todo detalle y luego modificaremos los
argumentos para reducir el caso de B al de A. Empezamos diagonalizando la forma
cuadratica A. Para ello, notemos que 5, , #(6) = 0, salvo si (a,b) =1 en cuyo caso
es 1. Asi, en el caso en que d|a,b, escribiremos a = a’d y b = b'§. Por otro lado,
tenemos la identidad elemental 5, w(8)6~1 = p(k)k~1. Con todo ello, se tiene que:
(4.78)

A= Z d” Z agopa(ab) Y " p(0) =D dY T pu(6)6 ) | carsacwsalat’) !

dla,b d 6 a’ b

— Z d1 Z ,u((5)5_2 ( Z oza(;da_1>2 (k=3d) Z k1 ( Z ,u(5)5_1> ( Z aaka_l)Q
d 5 a k sk a
=Y oW (X ow@m) ) IS o X awn ) = Y e
k a d d

n=0 (mdd d)

donde hemos definido A4 como sigue:

(479)  Ag= > ogn'= > Ba, Bay (dida) ™Y, para d < D2
n=0 (méd d) dida=0 (méd d)
d1,d2<D

A continuacién, usamos que dado un nimero m, todo nimero se puede expresar como
el producto de un entero n, cuyos factores primos dividen todos a m, y otro niumero
coprimo con m. A la propiedad que verifica n la denotaremos como n|m. Aplicando
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esto con m = d|djdz, podemos escribir di = 01k, doy = d2l con §12|d>, (kl,d) = 1,
d|6102 y 1,02 < D. Entonces:

(480)  Ag=3 0= (0102) T Au(61)Aa(S2), con Ag(d) = Y Bk .

d|6102 (k,d)=1
De ah delante t h(z) = (1 d — e D/d
e ahora en adelante tomamos h(z) = (1 — x)4, de manera que 8y = Yi—j;
Estos son los coeficientes originales de Selberg. Sin embargo, uno podria elegir h(z)
casi arbitrario siempre y cuando esté sujeto a las condiciones (4.23) y (4.24). En
nuestro caso concreto, si aplicamos la féormula de inversion de Mellin, (A.2), a la
funcion log™ (1/x), obtenemos lo siguiente:

c+1i00
s 2da, donde/ denota/ .
() c

—100

(4.81) logt x = (2m')—1/
)

Ademas, si 6|d>® y (k,d) = 1 tenemos que (d,k) = 1, luego sk = 7s7yk por ser los
coeficientes multiplicativos. Asi, tenemos que:

D
(4.82) Aq(d)log D = Z Yok tlogt — = %/ M(s+1)(D/8)*s %ds,
(bd)=1 ok 271 (e)

con M(s) la correspondiente funcion zeta, definida como sigue:

(4.83) M(s)= > k™= xolk)wk™ = [(1 — p~)"* = Cals)/2¢(s) 72,
(k,d)=1 k pfd

donde xo denota el caracter trivial modulo d y, de aqui en adelante, (4(s) = Hp| (1=

p~%)~1. Por un lado, tenemos que (y(s + 1) < (4(1) = d/p(d), (s +1) > |s| !y
(D/6)* < 1 en larecta R(s) = ¢ con ¢ = (log D)~L. Por otro lado, se tiene que:

(4.84) / |s|73/2ds < e/ = (log D)Y/2.
(e)

Por tanto, deducimos que Ay(0) < |vs|d*/?(p(d) log D)~1/2. Sustituyendo en (4.80),
se sigue que Ay < \(8)d(p(d)log D)~1, con A\(§) verificando que:

Md) =YY sl 1svsl(0182)7 < Y T Y A5 s,

d|6162 r|de>.d|r 6102=r
(4'85) S —1 -1 -1
= > M EENm) =d Y m =),
r|d>°,d|r m|d>®

porque |vs5| < A5, ¥ x4 = 1, donde x representa la convoluciéon de Dirichlet (ver
apéndice A.6), y si 7 = md con r|d*°, entonces m|d>. Por consiguiente, se obtiene
que:

(4.86) Ay < d(p(d))"%(log D).
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Por ultimo, poniendo esta estimacion en la forma diagonal de A podemos argumentar
como sigue:

(4.87)
Alog D)’ < Y o ¥ d)= > d '] (1 - l)73 < Yo d'[[a+p'?)
d<D? d<D? pld p d<D? pld
Y w9 Y k= (3) S K <D,
d<D? wld w=1 k<D? 2 k<D?

lo cual completa la prueba de la cota para A. Para conseguir la estimacion para B,
escribimos log ab = log abd? — 2logd y separamos B de acuerdo a ello, digamos en la
forma B = B’ —2B". Por los mismos argumentos que nos llevaron a la diagonalizacion
de A, deducimos expresiones similares para B’ y B”. Asi, tenemos que:

(4.88)

B' =33 " du(d)awsaowsa(a'dd) (b'dd) " log(a'ddb'dd)

d & al
k=dd k _ _
2SS u0)3 S can(ah) gk (bk)~ log(akbh)
ko olk ab
(d=k,a=ak,b=bk) -1 _
= Ed: (p(d)z Za,bEO (méd d)aaab(ab) logab =2 Zd: o(d)AqgBg,
con:
(4.89) By = Z aqa tloga = Z A(q) Z gt = Z Aq)Aa,q
a=0 (mdd d) q a=0 (mdéd d) q
a=0 (mdéd q)

donde [d, q] = mem(d, q), gracias a la formula loga = (A x 1)(a) = >_,, A(g). Por
tanto, usando (4.86) con [d,q] = drq y 7y = ﬁ y notando que r, es potencia de

primo cuando ¢ lo es, lo que implica que ¢(drq) < ¢(d)rq, deducimos que:

1
B < ——

d, d rg/\
logD Z A(q)( [ Q] < Z (q)

22, M eld )P S logD L (oldr,)?

< (D (dA@)a™)dg*(d)(10g D) < dy™*(d),

q<D?

(4.90)

donde hemos separado la tltima suma en dos casos: por un lado, si ¢ = p* y p{ d, en-
tonces la suma correspondiente a esos términos esta acotada por Zpk< D2 p_k logp <«
log D por el primer teorema de Mertens. Por otro lado, si ¢ = p* y p|d, tenemos
que, si vp(d) denota la valoracion p-adica de d y k < v,(d), entonces (d,p*)p~F =1,
asi que dicha parte de la suma es igual a logd, mientras que si v,(d) < k entonces
>_pla(logp) Zzozvp(d)ﬂpvp(d)_k = pld lgﬁf < logd. En definitiva, la suma sobre los
pld es < logd < log D. Como se puede observar, la cota conseguida en (4.90) es
mayor que la de A4 por un factor log D, luego los argumentos previamente realizados
en (4.87) nos llevan a que B’ < 1, como queriamos. Por otro lado, argumentando
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exactamente igual que en (4.78), se tiene que:

(4.91) B'=>"%" Z(a b)ilaadabd(abd)_l logd =Y _4(d)A3,
d e d

con:
d/q
= (s *10g = (o) ZA(Q) = Mg ) u(5)é
(4.92) ld a O s qld sld/q
—ZA q)qe(d/q) < 2p(d ZA ) = 2¢(d) logd,
qld qld

para lo que hemos usado nuevamente que logn = (A *1)(n) y ¢(n) = (u* N)(n),
con N(n) = n. Asimismo, también hemos usado que gp(d/q) < 2¢(d). En efecto, sea

q = r* con r primo. Dado que ¢(d) = d[],4(1 —p™") v ¢p(d/q) = d[T (1 —p7"),
basta con distinguir dos casos. Si la maxima potencia de r que divide a d es mayor
que ¢, entonces r divide a d/q y se tiene que todos los primos que dividen a d también
dividen a d/q, luego qp(d/q) = ¢(d). En cambio, si la mayor potencia de r que divide
a d es menor que ¢, entonces todos los primos que dividen a d dividen también a
d/q salvo el propio r, luego se tiene que gp(d/q) = ¢(d)(1 —r~1)~! < 2p(d). En
definitiva, gracias a (4.92), se sigue que B” < 4Alog D < 1. Esto termina la prueba
de (4.70). O

Teorema 4.10. Selberg (1942): Se verifica que:
(4.93) No(T) > TlogT.

Demostracion. Sea T el subconjunto de [0,7] en el cual |I(t)| < J(t). Entonces:

(4.94) A= / dt>/ (t)—|I(t)|)dt:/0T(J(t)—|I(t)|)dt =B-C.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (4.70), obtenemos:

A2 <|T] /Tﬂ(t)dt: 7] /T /A]Z(t+v)]dv>2dt

(4.95) TM
< Am/ / Z(t +v)|dvdt < A2|Ty/ (t)|?dt < A*|TT.

donde, en la pentltima desigualdad, hemos hecho el cambio de variable ©v = ¢t + v
y usado el teorema de Fubini el cual nos da T+A fL(u) |Z(u)|?dtdu con |L(u)| =

min(7,u) — max(0,u — A) < A. Por otro lado, por (4.28), tenemos la siguiente esti-
macion:

t+A
(4.96) B= / / w)|dudt > A / w)|du > AT,

pues, con la notacion anterior, |L(u)| = A para A < u < T. Por ultimo, por (4.71),
tenemos que:

T
(4.97) Cc? < T/ |I(t)|2dt < AT?(logT)™*
0
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Combinando todas las estimaciones obtenemos que AT < AY2T log™ /2 T+A|T|T"/2,
y se sigue que |T| > T si AlogT es suficientemente grande. Por tanto, el conjunto
T contiene una sucesion de puntos {t1,..,tr}, que estan A-espaciados, de longitud
R > A7YT|> TlogT. Ademés, para cada t,, hay un cambio de signo de Z(u) en el
intervalo (¢,,t, + A), luego hay un cero de ((% +iu) en este intervalo y se deduce que
No(T) > TlogT. O

Observacion 4.11. El método de Selberg funciona bien tanto para contar ceros en
la linea critica como para contar ceros cerca de ella. El mismo probé que:

1
(4.98) N(5 + 46, T) < T'OlogT,

uniformemente en 6 > 0. De ello se sigue que casi todos los ceros de ((s) caen en la
region:

n(t)

1
4.99 ‘ ‘ <M
( ) ~ log(|t| +3)

=3

donde n(t) es cualquier funciéon positiva que crece hasta infinito.

Observacion 4.12. Cabe destacar que el teorema de Selberg prueba que hay una
proporcion positiva de ceros de ((s) de orden impar en la linea critica o = % (en
particular, infinitos), asi como el teorema de Hardy y Littlewood prueba que hay infi-
nitos. Aunque este comentario parezca baladi, hay muy pocos resultados relativos a la
multiplicidad de los ceros no triviales de ((s) y, estos dos teoremas, son practicamen-
te los tinicos que nos dan resultados no condicionados a la veracidad de la hipotesis
de Riemann, como si sucede con la «pair correlation conjecture» que veremos en el

capitulo siguiente.

A pesar de la visible potencia del teorema 4.10, posee una desventaja notable en
que no nos proporciona un valor concreto para la constante, solo se limita a decirnos
que esta es positiva. Con este resultado en mente, varios matematicos se lanzaron
a intentar obtener valores concretos para las posibles constantes para las cuales el
teorema es vélido. El primer resultado de este tipo llegb6 en 1974, cuando N. Levinson
demostrd que No(T') > #N(T) para T suficientemente grande, [35]. Le sigui6 B.
Conrey que, en 1989, prob6 que No(T') > %N (T') para T suficientemente grande, [5].
A dia de hoy se sabe que al menos un 41,72 % de los ceros estén en la linea critica.

4.3. Consecuencias de la hipétesis de Riemann

Después de haber estudiado el orden de los ceros en la linea critica, el siguiente
paso natural es el de preguntarse por las consecuencias y equivalencias de la hipotesis
de Riemann. Ya hemos visto algunas de ellas en el capitulo 1 en relaciéon con el error
en el teorema de los ntumeros primos en sus distintas formas equivalentes. En esta
seccién, nos vamos a centrar en dos resultados fundamentales: un resultado puramente
analitico como es la hipotesis de Lindelof, de la que ya hemos hablado y de la que hemos
podido ver su relevancia en el estudio de los momentos de ((s) y en los teoremas de
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densidad en el capitulo 3, y un resultado con tintes méas aritméticos como es el orden de
crecimiento de la funcién de Mertens que introduciremos a continuacién. Definimos
la funcion de Mertens como M(x) = > <, (k). Comenzaremos viendo que la

hipétesis de Riemann es equivalente a que M (x) = O(z'/2+¢) para todo € > 0. Nétese
que M(z) = O(x'/>*¢) para todo € > 0 es equivalente a decir que M(x) = o(z/?*¢)
para todo £ > 0, ya que, si M(z) = O(x1/2+5) para todo € > 0, entonces fijado un
e > 0 tenemos que M(z) = O(x'/>+¢/2) luego M(z) = o(x'/**%). Por ello, en la
literatura se prefiere usar la equivalencia con el simbolo O, dado que el simbolo o0 no
aporta nada nuevo en este caso.

Para esta primera parte, seguiremos la seccion 12.1 de [10]. Sea dM la medida de
Stieltjes tal que la formula de (3.40) toma la forma:

(4.100) C(ls) = /000 z *dM(x), en R(s) > 1

Aplicando integracion por partes obtenemos que, en R(s) > 1, se verifica lo siguiente:

X 00
(4.101) 1 lim (X_SM(X) —l—s/ M(:L‘)x_s_1> = s/ M (z)z*" da,
((s)  X—oo 1 1
pues la desigualdad trivial |[M(z)| < z implica que 2= *M(x) — 0 cuando z — oo y
que s [° M(z)z—*"dx converge, ambas en R(s) > 1. Ahora bien, si M(x) crece méas
lento que x® para cierto a > 0 entonces la integral de (4.101) converge en R(s) > a y,
por consiguiente, 1/((s) es holomorfa en dicho semiplano por continuacién analitica.
Asi, como 1/((s) tiene polos en R(s) = %, M (z) no puede crecer mas lento que x® para
ningtin a < 1. De hecho, esto demuestra que la condicién de que M (z) = O(x/?+e)
para todo € > 0 es suficiente para probar la hipétesis de Riemann. Por otra parte, en
1912, Littlewood probo el reciproco de la anterior afirmacion, [36]. Por tanto, tenemos
el siguiente teorema:

Teorema 4.13. Littlewood (1912): La hipétesis de Riemann es equivalente a que
M (z) = O(zY/?*¢) para todo £ > 0.

Demostracion. Bajo la hipdtesis de Riemann, podemos aplicar un teorema debido a
Backlund, el cual se puede encontrar en la seccion 9.4 de [10], y tenemos que, para
todo €,0 > 0y o9 > 1 existe un Ty tal que |log (o + it)| < dlogt para todo t > Tj
y % +¢e <o < 0gg. Como |log((s)| esta acotado en el semiplano R(s) > oy, se tiene
que existe una constante K tal que |1/¢(s)| < Kt° en el conjunto {s = o 4 it : 0 =
% +e,t > Tp}. Este es el hecho clave de la prueba. Sea x igual a la mitad de un
ndmero entero impar de manera que z — |z] = % Por la férmula de Perron, lema
1.46, tenemos que el error en la aproximacion:
24T s

(4.102) M() ~ (2mi) " /Z'T F(s)ds, donde F(s)= 5C(s)’

es a lo sumo:
(4.103)

|p(n)|(z/n)” lu(n)|(z/n)?* _ 2 1 1
Z Tlog Z Tlog T(%nﬂog(m/n)+nz>;n210g(n/x)>'

| /\
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Ahora escribimos la primera suma como sigue:

1 1
Z n?log(z/n) + Z n?log(l+4 (z —n)/n)’

n<xz/2 z/2<n<z

Puesto que log(1 + y) > y/2 para 0 < y < 1, lo anterior esta acotado por:

¢2) 4 1 ¢2) 4 1 4 1
. — < — — .
(4.104) log2+x0<;/Qx—n_log2+xx—L$J+:U Z J

Esto muestra que es < 1 para z suficientemente grande. La segunda suma de (4.103)
se puede acotar de manera similar y se obtiene que el error cometido en (4.102)
es O(x?/T). A continuacién aplicamos el teorema de los residuos y tenemos que la
integral de (4.102) es igual a (27i) ! (I3 + Iz +I3) donde I; son las integrales recorridas
como corresponda en los segmentos restantes del rectangulo de vértices 2 + 47", 1/2 +
e +iT. Por la estimacion |1/¢(s)| < Kt°, las integrales en los segmentos horizontales
son < z2KT%~!, mientras que la integral en el segmento vertical esta acotada por:

1/2+e+iTp

T
F(s)+2(2m)7! / w20 < 2 Y2HE (1 4 T9).
To

(4.105) (2772')—1/
1

/2+e—iTy

Tomando T = 22, se sigue que M (z) < 21/2He+28 hara todo 2 que sea la mitad de un
ndmero entero impar y suficientemente grande. Como M (z) cambia a lo sumo por +1
entre dichos niimeros, lo mismo es cierto para todo z suficientemente grande, luego,
como € y § son arbitrarios, obtenemos el resultado. O

Corolario 4.14. Si la hipdtesis de Riemann es cierta, entonces en R(s) > 5, la
siguiente representacion es vdlida:

1 & p(n)
(4.106) Ol nz::l pr
Demostracion. En primer lugar, tenemos que:
(4.107) Z pn)n™° =z °M(z)+s /0JD M (u)u*"du.
n<wz

Por el teorema anterior, si (s) > %, entonces la expresion anterior converge cuando
x — o0 a s [ M(u)u=5"'du y esta coincide con 1/{(s) en R(s) > 1 luego, por
continuacién analitica, lo hace en R(s) > 1. O

Pasemos a ver que la hipotesis de Lindelof se sigue de la hipdtesis de Riemann.
Para esta segunda parte de la seccion, seguiremos el capitulo 14 de [52].

Teorema 4.15. Suponiendo que no hay ceros de ((s) en la region % <og <o <1,
se tiene que:

(4.108) log¢(s) = O((logt)*~7*%),

uniformemente en % <op<o<l.
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Demostracion. Apliquemos el teorema de Borel-Carathéodory, teorema 1.25, a la fun-
cion log ((s) y las circunferencias de centro 2+ it y radios % —3 3 _Spara0<d < %
En la circunferencia mayor tenemos que R(log((s)) = log|((s)| < Alogt. Por tanto,

en la circunferencia menor tenemos que:

2(3 — 26)
5

(4109)  |logC(s)| < 2639

Alogt + |log ¢(2 4 it)| < A6~ logt.
Ahora aplicamos el teorema de los tres circulos de Hadamard a las circunferencias
C1,C4,C3 con centros o1 + it (1 < o1 < t) y que pasan por los puntos 1 + n + it,
o+ity % + d 4 it. Por tanto, los radios respectivos son r1 =01 —1—n,r9 =01 — 0
yry = 01 — % — 0. Si denotamos por Mj, Ma, M3 al méaximo de |log((s)| en las
circunferencias respectivas, entonces se cumple que My < Mll_“Mg donde:

(4.110)

14+n—0c
log 2 log(1+01_1_n) B 1+n—a+0< 1)

a

“log 3 1in—s 1 _
log & 1og (1 n ;11”) Lyn—9o

:2—2a+0(5)+0(n)+0(i .

Por (4.109), M3 < A6~ ! log ¢ mientras que en C; tenemos que log ¢(s) = > oo, A1(n)n~*,
donde Ai(n) = A(n)(logn)~! < 1, luego obtenemos que:

(4.111) M; < méx ’i Al(")‘ < in_l_” A

Por consiguiente:

. A 1-a AIO t\a A _92% 0__1
(4.112) |log(C(o +it)| < <g> ( 5g ) < nlfaéa(logt)2 20+0(8)+0(n)+0(o; ')

Por tanto, el resultado se sigue de tomar § y n suficientemente pequenos y o; sufi-

cientemente grande. Mas precisamente, podemos tomar oy = §~! = n~! = loglogt y
se tiene que (logt)P) = 00loglogt) — cO) — O(1), luego se deduce que:
1
4.113 1 = O(loglogt(logt)*~%7), - <o<Ll
(113)  logC(s) = Ofloglog t(log 7). 5 + i <0 <
O

Como el exponente de logt en (4.108) es menor que uno si € es suficientemen-
te pequeno, tenemos que, con un nuevo &, se verifica que —elogt < log|{(s)] <
elogt, para t > ty(e), es decir, para todo o > % se tiene que:

g 1 15}
(4.114) C(s)=0(t%) vy 0s) O(t%).
Asi, concluimos que la hipétesis de Lindelof se sigue de la hipotesis de Riemann.
Para finalizar este capitulo, resulta imprescindible mencionar la conjetura de Hilbert-
Polya. Esta postula que las partes imaginarias de los ceros no triviales de ((s) corres-
ponden a los autovalores de un operador autoadjunto. Aunque su primera apariciéon
en la literatura se dio en una publicacion de Montgomery en 1973, [40], la conjetura
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debe su nombre a George Polya quien, en una carta a Andrew Odlyzko en 1982, relat6
que, durante su estancia en Gotinga entre 1912 y 1914, Edmund Landau le pregunto
por alguna razon por la cual la hipotesis de Riemann deberia ser cierta, a lo que él
sugirié esta idea. La asociacién con David Hilbert proviene de un seminario impartido
a principios del siglo XX donde Hilbert expres6 su expectativa de que la hipotesis de
Riemann pudiera derivarse del incipiente trabajo de Fredholm en analisis funcional.
Cabe destacar que, antes de los hallazgos de Montgomery, esta conjetura gand cierta
relevancia cuando Atle Selberg demostro, en 1956, su célebre formula de la traza. Tal
férmula permite obtener como corolario inmediato de la positividad de los autovalores
del operador laplaciano que se cumple la hipdtesis de Riemann para cierta funcion zeta
«geométrica» en la que los primos vienen reemplazados por longitudes de geodésicas
cerradas de una superficie de Riemann.



CAPITULO 5

Aplicaciones a la teoria de los
nimeros primos

5.1. Distancia entre primos

Esta seccion esta dirigida exclusivamente a mostrar como los teoremas de densidad
se pueden utilizar para el estudio de los primos. A lo largo de todo este capitulo, p,
denota el n-ésimo nimero primo. El tipo de problemas en los cuales nos vamos a
centrar se conoce en la literatura como problemas relativos a primos en intervalos
cortos, pues dichos resultados fueron la inspiracién para el desarrollo de los teoremas
de densidad en primera instancia. Para esbozar un poco las ideas, comencemos notando
que gracias al teorema de los ntmeros primos tenemos que ¥ (x) = = + E(z) para un
cierto error F(z), luego se sigue directamente que:

(5.1) Y(x+h) —¢(x) ~h, cuando x — oo,

suponiendo que h = h(x) crezca méas deprisa que E(x). Por tanto, estamos interesados
en conocer condiciones para h de tal modo que se cumpla que:

(5.2) (x4 h)—Y(x)=(14+o0(l))h, h=o(x) cuando z — cc.

El teorema 2.18 nos muestra que esto es cierto si h > zexp(—C log®/® z(loglog x)~1/5)
para cierta constante C' > 0. Sin embargo, este resultado puede mejorarse y, el rango
de h para el cual (5.2) es cierto seré el tema principal que nos ocupe. Sin mejorar la
region libre de ceros para ((s), G. Hoheisel logré demostrar, en 1930, que (5.2) es cierto
para h = ¥ para cierta constante absoluta § < 1. Este es un resultado sorprendente
pues términos de error del estilo E(x) = z¥ estan muy lejos de conseguirse con la
tecnologia actual y recordemos que, por el teorema 1.55, este error se corresponderia
a la region libre de ceros o > 6. Para demostrarlo, Hoheisel necesit6 solo dos resultados
que tenfa disponibles en la época, la region libre de ceros de Littlewood, teorema 2.7,
y una estimacion de densidad del tipo:

(5.3) N(o,T) < T 1ogP T,

para todo % < 0 < 1 con constantes ¢ > 2 y D > 1. Su resultado sera el primer

teorema que veamos en esta seccidén, pero antes, veamos qué tiene que ver todo esto
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con los primos y es que, partiendo de cotas del tipo (5.2) se deduce que hay un primo
en el intervalo corto (x,x + h] para z suficientemente grande y h > 2%(log :c)e/ con
0<6 <1y >0, porque, de lo contrario, se tendria lo siguiente:

E+h)—g@) = > logp= > logp+ Y. logp

z<pm<x+h,m>2 z<p2<z+h z<pm<zx+hm>3
< (logz) Y 1+ (log’x) (1 + ) 1),
z<n2<z+h rz<n2<z+h

dado que, si denotamos por N, a la cantidad de ntimeros tales que z < n™ < z + h,

entonces tenemos que m < % < logz, logp = m~tlogp™ < m~tlog(xz + h) <

logz y Ny < (z+R)Y™ —aV/™ 41 < Vot h—yz+1<|Ve+h|—|Vz]+2=
Ny +2 < 2(1+ Ny), luego N,;, < 1+ Na. Por tanto, se sigue que:
(5.4)

bl +h) = v(@) < (og?2)(1+ > 1) < (log?a)(1+ (2 + 1)/ — 2!/

z<n?<z+h
< (log?z)(1 + ha~"/?) = o(h),

si h > 2%(logz)? con 0 < @ < 1y @ > 0, mientras que, para = > g, tenemos
que Y(x + h) — (xr) > h/2 y dividiendo entre h se llega a contradiccion. Luego
(x, 2+ h| contiene al menos un primo y, tomando x = p,,, implica que pp+1 € (Pn, Pn+
Cpl (logp,)?), de lo que se sigue que:

(5.5) Pni1 — P < phy(log pn)’
El siguiente resultado sigue el teorema 10.5 de [31].

Teorema 5.1. Hoheisel (1930): [24] Sea 0 =1 — (c+ (A+1)/B)~!. Entonces:

(5.6) w(x—i—h)—z/z(a;)—x—i—()(lozx),

para todo h tal que 2% log® x < h < .
Demostracion. Usando que h > z?log®z y la formula explicita truncada, teorema

1.45, con T = z'~?, obtenemos que:

Pt - 9@ | = @b —er 1
(5.7) - ==Y o +O<1ogx)‘

[vI<T
Dado que (x + h)P — af = fm+h diupdu, se tiene que:
h)P — P
(5.8) ‘@H v ‘ )/ u"_ldu’ <%, donde 8 = R(p).

Consideremos ahora S = Z|7|<T 2#~1.Si B > 1/2 entonces f—1 > —fy, como = > 1,
z B < xﬁfl, luego tenemos que:

S = Z 2P+ Z 2P+ Z 281

6<1/27|’Y|§T 6:1/27|7|§T B>1/27|’Y|§T
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= Z (x7P + 2P 1) + Z P71 <2 Z 2Pt

B>1/2,]y|<T B=1/2,|yI<T B=1/2,lv|<T

Ademés, si enumeramos como 1/2 < 1 < --- < By < 1 a las partes reales de los
ceros con 8 >1/2y |y| < T,y por m(f3,) a sus respectivas multiplicidades, entonces
se verifica que 3 g1 /9 > Pl = 2 1/2<Bn<1 m(By)xPr—l = f11/2 2 'dA(a) donde
Ala) = 321 0<p,<ayj<r ™(Bn) = N(1/2,T) — N(a, T). Por consiguiente, deducimos

que:
1

>l < —2/ 2 YIN (o, T).

I<T 1/2
Por tanto, aplicando integracién por partes para integrales de Riemann-Stieltjes, ob-
tenemos que la suma sobre los ceros esté acotada por:
(5.9)

1 1
> afl< —2/ 2 VAN (o, T) = 207 Y2N(1/2,T) + 2(log x)/ 227N (a, T)do
y|<T 1/2 1/2
1-n

< z7Y2T1og T + (log ) (log? T)/ (z/T°)* tda
1/2

1/2
= 27T log T + (log ) (log” T) / (T°/z)%da < = *Tlog T + (T¢/x)"log” T,
U

donde n = A% y o > 1—nes laregion libre de ceros de Littlewood, (2.29). Para la
%C =r9<1

con & > 0, luego loga < 0y fnl/Q(TC/x)ada = |loga| ' (a" — a'/?) < |logal~'a" <
a"(log z)~!. Finalmente, como:

(5.10) (T%/2)" = (log T)(c-4-0™)2 ~ 10g-D-L1,

tltima estimacion hemos usado que, como ¢(1—6) < 1, se tiene que a =

concluimos que la suma sobre los ceros es O((logx)™!), pues > 1/2 y el primer
término del error en dicha suma es < /2% 1og 2, luego se obtiene el resultado. [

Como ya hemos dicho, Hoheisel utilizé la region libre de ceros de Littlewood pero,
después de haber obtenido la regién libre de ceros de Vinogradov-Korobov, podemos
mejorar este resultado para que sea cierto para B arbitrariamente grande de manera
que 6 = 1—c~ ' 4¢ satisface la condicion del teorema. Notese también que uno necesita
que la cota (5.3) sea valida en todo el segmento % < o < 1 con el mismo ¢, luego
una mejora en un cierto sub-rango no ayuda. En particular, la hipotesis de densidad
implica que ¢ = 2, lo que lleva a 0 = % + ¢. Los préximos resultados importantes que

vamos a presentar en esta seccion siguen los teoremas 12.8, 12.9 y 12.10 de [29].

Teorema 5.2. Supongamos que se tiene, uniformemente en % <o <1, que:

(5.11) N(o,T) < T4 16gD T,

para cierta D > 1 y A(o)(1 — o) < 1, donde para cierto & < u < 1 tenemos que
A(o) <2 eno >uy A(o) < C para cierta constante C > 2 en % < o < u. Entonces
(5.2) es vdlido si h > g1=C7" logM x, donde M es cualquier nimero que satisface que

D42
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Demostracion. De la formula explicita truncada, teorema 1.45, con zg < T < =z,
obtenemos que:

(5.12) Y@+ h) =) =h— > a’C(z,p)+ 0T " log’z),

IyI<T
donde:

1+ h/z)P -1 1
(5.13) Cfa,py = LMD =1 L

ol
y
1+h/x

(5.14) |C(x, p)| < / t971dt < ha1t.

1

Por conveniencia en la escritura, escribimos U = x/h y suponemos que U < T. En
ese caso, tenemos que:

(5.15) > aC(w,p) = S1+ Sz + Ss,
VT
con:
(5.16) S = Z "C(z,p) < U™! Z z°,
uLB<1,|y|<U ulB<1,|y|<U

(5.17) So= Y, aClp< )y 2/hl

u<B<LU<|Y|<T u<B<LU<|Y[<T

(5.18) S3 = Z xC(z, p).

0<B<u,|v|<T

Para estimar S7 y So necesitamos preparar las cotas de manera que podamos usar los
teoremas de densidad posteriormente. En primer lugar, nétese que:

(5.19) Yo @ -2 =logz ) / "da—log:c/NUU )7 do,

uLB<L,|yI<U u<B<L|y|<U

por lo que, observando que }_, 51 <y 2" = 2"N(u,U) < mixy<o<1 27N(0,U), se
deduce que:

(5.20) S; < logr max 2°N(o,U)U ! < logz méx x° méx N(o,t)t~
u<o<1 u<o<1 U<t<T

Anélogamente, se sigue, usando (5.19), que:
(5.21)

T
2B _ — 42 -2 2B
S /-1y /7| =[S a

B>u,U<|~|<T B>u, U<|'y|<T B>u,U<|v|<t

_ / R (N () — N, U))di /

1
t~ 2log:/c/ z?(N(o,t) — N(o,U))dodt
U U u
T 1 T
gx"/ t—l(N(u,t)t—l)dt+loga:/ :c”/ t YN (o, t)t V) dtdo
U u

1 log N(o,t)t".
<« (o +log™) 1ady, Ji, w Vo)
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Por otra parte, usando nuevamente (5.19) se deduce que:

71 Z 2P < 71 Z 2P =

B2u,U<|y|<T BZu,|y|<T

1

= 2N (u, T)T™ + logx/ 27 N(o,T)T 'do < logz méx z° méx N(o,t)t".
u u<o<1 U<t<T

Combinando todas estas estimaciones deducimos que:

(5.22) S+ So < log? x max 27 méx N(o,t)t™ L
u<o<l U<t<T

. ., _o-1 -1 —
A continuacién, tomamos h = 217 logM z, lo cual nos da U = z¢  log™ «,

y T = 207 log® M 2. Obsérvese que esta eleccion de los parametros nos da que
T log?z = h(logz)~! = o(h). Por otro lado, recuérdese que por el teorema 2.17,
tenemos que N(o,t) = 0 para:

(5.23) o>1—-Kg(z), con g(z):= (logz) ??(oglogz) "/, K >0,

y que A(o) < 2 para o > u, luego lo es en la region considerada en S7 + Sy. Asi,
utilizando (5.11) y que A(c)(1—0) < 1 (para que el maximo de N (o, T)t ! se alcance
en t = U), se tiene que:

S1 + Sy < xU tlogP ™2 max (;L‘U_A(U))(U_l)
u<o<1-Kg(x)

(5.24) < 2U togP*™2 2 miéx (172071 (e-1)
u<oc<1-Kg(z)

< h(logP*? z) exp(—K (1 — 2C~ Y (log z)"/3(loglog ) ~*/3) = o(h),

donde hemos usado que zU~4©@) > g1-207" y 1 —2C~!' > 0 (En lugar de la region
(5.23), cualquier region libre de ceros de la forma o > 1 — log® !t serviria para esta

prueba). Finalmente, tenemos lo siguiente:

Sy = Z zC(x, p) + Z xC(z, p).

0<B<1/2,1|<T 1/2<8<u,ly|<T

Para acotar estas sumas usamos, para la primera, la estimacion C(z,p) < U~ !y
N(o,T) < TlogT para 0 < 0 < % y, para la segunda, procedemos como en (5.22)
cambiando u por 1/2 y 1 por u. Asi, usando nuevamente (5.11) y la condicién impuesta
sobre M, obtenemos que:

Sy < 22U TlogT + log?z méx 27 max N(o,t)t™}
1/2<o<u  U<t<T

< ha Y?Tlogz 4 logPt? 2z max 2°UA@-o)-1
1/2<o<u

(5.25)

- _ C(1—o0)
< h:r_l/QTlogx +27¢7 logPtM+2 5 miax 2 <:):C ' log™™ x)
1/2<o<u

= ha~ 2T logx + h(log z)P T2~ MCU=u) — 5(p).

Esto completa la prueba. ]
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Una consecuencia inmediata de este teorema es la siguiente:

Corolario 5.3. Se verifica que:

(5.26) V(@ +h) — @)= (1+o0(1)h, paraz”/?log?z < h <=,
Y
(5.27) Pnr1 — pn < i P log? py.

Demostracion. Por lo que sabemos sobre los teoremas de densidad, en concreto, gra-
cias a (3.77) y (3.88), basta tomar C' = %, D=9yu=1 +cen el teorema
5.2. O

Para mejorar el teorema anterior necesitamos introducir un concepto que aparece
frecuentemente en teoria analitica de ntimeros. Decimos que la propiedad (5.2) se
cumple para casi todo z si la medida del conjunto de los x € [X,2X] para los cuales
no se verifica dicha propiedad es o(X) cuando X — oo, es decir, que la proporcion del
intervalo donde no se cumple la propiedad es asintéticamente 0. Con esto en mente,
probamos el siguiente teorema:

Teorema 5.4. Supongamos que N(o,T) < TC0=9) 1ogP T es vdlido uniformemente

en el intervalo % < o < 1 para ciertas C > 2 y D > 1. Entonces para casi todo x

tenemos que ¥(x + h) —¥(x) = (1 + o(1))h, supuesto que:
(5.28) h>a'"20 " ogBr, h= o(x),
donde B = B(C, D) es una constante efectiva.

Demostracion. Para % <u<1fijo,z<y<2U=2a*%g Pa, T =Ulog’zy

e® =14 U1, definimos:

(5.29) Aly) =9y +y/U) =) —y/U+ > (€ =1)/p.

u<B<L|y[<T

La idea de esta demostracion es la siguiente. Si podemos probar que, para u conve-
nientemente elegido, se tiene que:

(5.30) Yy = 1)/p=o(x/U), (z—o0).
u<B<L,|y|<T

Entonces el resultado se seguird de probar que:

2x
(5.31) / |A(y)]2dy = 0(x3U_2), (x — 00).

En efecto, dado ¢ > 0, definimos F = {y € [z,2z] : |A(y)| > ex/U}. Por tanto,
usando (5.31), tenemos que:

|E|e22U-2 < /E A®y) Ry < o(z3U~2).
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Por tanto, se sigue que |E| = o(z), luego |A(y)| < exU~! para casi todo y y, como
¢ es arbitrario, se tiene que A(y) = o(x/U) para casi todo y. Combinando esto con
(5.30) tendriamos que:

Yy +y/U) —9¢(y) =y/U+o(z/U) =y/U+o(y/U),

para casi todo y, luego habriamos probado el resultado para todo h > z/U =
217267 1og® x como querfamos. Para obtener (5.30) elegimos u tal que 1—(C//4A4)? <
u < 1, de manera que, para 8 > u, tenemos que A(1 — 8)%/2 < C(1 — B)/4, donde
A = 1600 es la constante que aparece en (3.85) del teorema 3.12. Notese que si to-
mamos C = 2, entonces 1 — (C/4A)? ~ 0,9999999, mientras que (3.85) solo nos exige
que u > % ~ 0,9806, luego podemos usar dicho teorema de densidad pues estamos
en un rango muy proximo a 1. Por consiguiente, usando que (e” —1)/p < U~ (lo

cual se obtuvo en (5.14)), (3.85), (5.20) y (5.23), obtenemos:

(5.32)
> =1/ p<U! > y’
u<BLL|Y|ST u<BL1-Kg(x),|y| <22/ €
< U tlogx max 2N (o, J:Q/C) < 22U 'og! z max 22ACT (1=0)* 201
u<o<1-Kg(z) u<oc<1-Kg(z)

< U (log'® 2)2=K9®)/2 = o(2/U),

Esto prueba (5.30). Para ver (5.31), primero usamos la férmula explicita truncada
para ¢ (z), teorema 1.45, para obtener que:

A== 3 (P~ 1)/p+0EU loga) )
B<u,lv|<T
Por tanto:
(53) AP <| X e -1/ +otu )
B<u,|y|<T

Elevando al cuadrado e integrando vemos que:

(5.34)
D ORACKEVZ VD DD S

/2w
T B<uy|<U B<u,|y|<U B’ <u,|y'|<U

2 gfHh+ 2 28+1 1
< U™ —— U T e
>y et Y >
B<u,|y|<U B'<B.||<U

B<u,|y|<U B! <u,|y'|<U

(2$)ﬁ+p/+1 — P+l

pp'(p+p +1)

—
A
|
[
S—
—~
g
=]
A

< U ?log’x Z P <« U2 log3a:m<éxa:2"“N(a, U).
B<ul|<U =

En la anterior estimacién hemos usado que (% —1)/p < U™, la simetria de la suma
que nos aparece después del primer <, la estimacion:

1
(5.35) > TR < log? z,
geapcu T TV
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que se sigue del lema 1.53, y el mismo argumento que nos llevo a (5.19), es decir:

Z 2 = Z x + 2(log x) Z /BJ:QO‘Hda
0

B<u,ly|I<U B<u,ly|<U B<u,y|I<U
u
= Z :L‘+2(logx)/ 22 (N (o,U) — N(u,U))do
B<u,h|<U 0

<L zN(U) +logx m<éx 2 IN(0,U) < logz m<éx 2> N(0,U).

En cambio, cuando U < |v| procedemos anélogamente, aunque ahora usando que
(e® —1)/p < |y|7' (lo cual se prob6 en (5.13)). Siguiendo los calculos hechos en
(5.21) obtenemos que:

(5.36) / -

Por dltimo, combinando todo lo anterior y observando que, en realidad, el méximo en
o < wu se alcanza en 1/2 < o < u, conseguimos la estimacion deseada:

2
Z yP (e =1)/p| dy < U} log4a:méixm2"+1 n<1é<XTN(U, )L,
B<uU<ly|<T = v

2z
A 2d U~ !log? 3 20+1 ix N(o.t)t— L 32
[ 1Py U ogts s 2274 s N+ ola’0)

< zU2log'z max 22770~ 10gP T + o(23U?)
(5.37) 1/2<0<u

< 2U21ogP Mz méx 227 (2?/Clog® B )0~ 4 o(x3U2)
1/2<o<u

< .T3U_2 logD+4+C(3—B)(1—u) —|—O(£C3U_2) — O(CL‘3U_2),
supuesto que B > C(Dltt) + 3. Esto completa la prueba. Noétese que el valor més

pequenio de B que puede ser conseguido mediante este método ocurre cuando tomamos
u=1—(C/4A)? +¢. O

Corolario 5.5. Para cast todo x hay un primo en el intervalo:
(5.38) (z,x + 2% log? a],

donde uno puede tomar B =4 -107.

Demostracion. Gracias a (3.77), basta elegir C = % y D = 9 luego, en vista de la
demostracion del teorema 5.4, obtenemos que B = 4 - 107 es valido. ]

En los teoremas anteriores, hemos visto como los teoremas de densidad nos llevan
a expresiones asintoticas del tipo (5.2). En particular, el método de la prueba del

teorema 5.2 muestra que, la hipotesis de densidad en la forma:

1
(5.39) N(o,T) < T?>727F¢ 5 S0<1,
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nos da:

(5.40) Pz +h) —(x) = (L+o(1)h, a'/?T¢ <h<a,
que, consecuentemente, nos lleva a:

(5.41) Pl — pn < pi/2te.

Cabe destacar que, mediante varios argumentos analiticos parecidos a los anteriores,
combinados con métodos de criba conseguimos la estimacion:

aunque en intervalos atin mas cortos. Por ejemplo, R. Baker y G. Harman, [2], probaron
que (5.41) se tiene para h = 2% con § = 0,534, del cual se sigue que p,11 — pp < pl.
El propésito del siguiente teorema, en el que supondremos la hipdtesis de Riemann,
es ver que, en principio, los teoremas de densidad no nos pueden dar mucho mas que
(5.41) en lo que a la diferencia de primos consecutivos se refiere. Cabe resaltar que el
motivo para incluir «en principio» en lo anterior es que no tenemos garantizado que
la mejor cota para la distancia entre primos consecutivos venga dada de suponer la
hipotesis de Riemann. De hecho, se cree que la estimacién que vamos a proporcionar
a continuaciéon es mejorable e incluso se podria mejorar tinicamente suponiendo la
hipotesis de Riemann.

Teorema 5.6. Si la hipdtesis de Riemann es cierta, entonces:

(5.42) Pl —Pn K p711/2 Ingn.

Demostracion. Supongamos que la hipotesis de Riemann es cierta, entonces p = %—I—iy
para cualquier cero no trivial. Supongamos también que el intervalo [x,z + 2h] no
contiene primos para algtin z° < h < xz'~¢. Nuestra idea con esto es que al final de
la prueba vamos a tomar z = p, y concluir el resultado. Usando (5.4) y la férmula
explicita con T' = x tenemos que:

x+h
58) o= [ W) - vy =1~ Y G(e)+ Olhlog? ),

[y|<

donde:

(5.44) G(p) = /Hh Wdy.

T

Para |y| < U < z, usamos que N(T') < T'log T, teorema 1.39, para obtener:

z+h py+h ]
(5.45) Z G(p) = / / 271/2( Z zw> dzdy < W2z Y2Ulog U.
hi<U ‘ v hI<U

Para |y| > U simplemente evaluamos la integral que define a G(p) y se tiene que:

x4+ 2h)PtL —9(x + h)PTL 4 gptl B
(5.46) G(p) = 22 p(p<+ . ) < 2|2,
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lo cual nos da, usando el lema 1.53, lo siguiente:

(5.47) Z G(p) < x*/? Z Iy 72 < 232U log U.
U<|y|<z I>U

De (5.43) y las estimaciones para » , G(p) obtenemos:
(5.48) B2 + o(h?) = O(h2z~2Ulog U) + O(z**U~ log U).
A continuacion, elegimos U = xh~!, lo anterior se simplifica a:

(5.49) h? + o(h?) = O(ha'/?log z),
lo cual es imposible para h = Cz'/2logz y C' > 0 suficientemente grande. Luego el
intervalo [z, x + 202:1/2 log z] debe contener al menos un primo para z > xo lo que
significa que, para x = p,,, se verifica que::

1/2

(5.50) Pntl — Pn L x/“logx.

O]

El anterior teorema es el mejor resultado conocido que uno puede obtener a dia
de hoy asumiendo la hipoétesis de Riemann. Sin embargo, suponiendo la conjetura
de «pair correlation», que veremos en la siguiente seccion, uno puede mejorar (5.42)
. . 1/2 . .
ligeramente, pero todavia no hasta p,11 — p, = o(py’ *). Suponiendo esta conjetura,
D. Goldston y R. Heath-Brown, [16], demostraron que:

(5'51) DPnt1 — Pn < \/Dnlogpn.

Por otro lado, creando un modelo probabilistico, H. Crameér, [8], dedujo la siguiente
conjetura:

(5.52) Prt1 — P < log? py.

Para finalizar con el problema sobre la distancia entre primos, es practicamente obliga-
torio presentar uno de los resultados més famosos que conciernen a la teorfa analitica
de nimeros moderna como es la conjetura de los primos gemelos. Esta nos dice que
liminf(p,+1 — pn) = 2. Las aproximaciones modernas para intentar demostrar esta
conjetura comenzaron con lo que se conoce como la criba GPY, por D. Goldston, J.
Pintz y C. Yildirim, cuyo trabajo original se encuentra en [17]. Integrando resultados
de teorfa de cribas clasica en el esquema de la criba GPY, Yitang Zhang demostr6 en
2013 que hay infinitos primos que difieren en un ntimero menor que N, con N menor
que 70 millones, un hito histérico que supuso un antes y un después en la teoria de
ntmeros. Dos anos después, J. Maynard introdujo los llamados pesos multidimen-
sionales, que ofrecian una variante de la criba que simplificaba las demostraciones
enormemente en comparacion a los complicados métodos de Zhang. Gracias a ello,
Maynard demostré que liminf(p,+1 — pn) < 600 de manera incondicional y < 12 asu-
miendo la conjetura de Elliott-Halberstam, [39]. Posteriormente, el grupo Polymath8b
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dirigido por Terence Tao, demostr6 que lim inf(p,+1 — pn) < 246 de forma incondicio-
nal y < 6 asumiendo la conjetura de Elliott-Halberstam generalizada. Por otro lado,
hasta ahora, todos los resultados que hemos dado conciernen al liminf(p,4+1 — pp).
Respecto a resultados sobre el limite superior y como tltimo resultado de esta seccién,
presentamos a continuaciéon un teorema obtenido en 2018 por K. Ford, B. Green, S.
Konyagin, J. Maynard y T. Tao:

Teorema 5.7.

i (log X)(loglog X)(log log log log X)
5.93 n+1 — DPn
( ) pgﬁgx(p +17Pn) > log log log X

Y

para X suficientemente grande.

5.2. La hipétesis de pair correlation

A lo largo de este capitulo, seguiremos el capitulo 25 de [31] y supondremos la
validez de la hipoétesis de Riemann. Esto tiltimo nos permite poner los ceros no triviales
en la forma p = % + 17 y ordenarlos en una sucesion creciente segiin sus ordenadas:

<y <91 <0<y £ v < ...donde v, = —7,. Recordemos que, en el
corolario 1.40, vimos que 7, ~ 27n(logn)~! cuando n — oo, de manera que los
nimeros (, = %'yn log |y, | tienen lo que se conoce como espaciado medio unitario, es
decir, que (, ~ n cuando |n| — oo. Cabe destacar que, aunque tenemos la formula
para el namero N(7T), (1.65), esta no es suficiente para entender las sutilezas de los
~vn en profundidad, en particular, nos dice bastante poco acerca de las distancias
entre ceros consecutivos. De hecho, la hipdtesis de Riemann solo mejora el error en
(1.65) por un factor loglogT'. Nuestro primer objetivo sera el de entender la sucesion
de ntimeros (,. En primer lugar, se espera que los valores 6, = (,4+1 — (, no sean
puramente aleatorios, es decir, que no sigan un proceso de Poisson, como si se espera
para las distancias normalizadas entre primos o las distancias normalizadas entre
los autovalores del operador de Laplace para el grupo modular (véase [46]). En este
sentido, se anticipa que, por ejemplo, exista un fenémeno de repulsion entre los ceros no
triviales de la funcion ¢ de Riemann que penalice los espaciamientos pequefios, como
veremos més adelante. Esto representa un comportamiento completamente opuesto
a lo que cabria esperarse para la distribucién de las distancias normalizadas entre
primos ya que, de hecho, uno imagina que las distancias cortas entre primos sean las
més frecuentes. De esta manera, para comprender como se espera que se distribuyan
las distancias normalizadas entre ordenadas consecutivas de los ceros no triviales de la
funcién ¢, debemos sumergirnos por un instante en el mundo de las matrices aleatorias.
Consideremos el grupo de Lie, U(N), de las matrices unitarias de dimension N. Este
grupo tiene una medida de Haar normalizada, du, de manera que se pueden integrar
funciones f : U(N) — C. Para integrar una funciéon f, se calcula I(f) := fU(N) fdu
mediante dos reglas. Por un lado, se define I(1) := 1 y, por otro lado, se verifica que
I(f) = fU(N) FAX)dpu(X) con A € U(N). Si f es una funcion constante en cada clase
de conjugacion, entonces se dice que es una funcion de clases. La clase de conjugacion
deU € U(N) es {CIUC : C € U(N)} y, como toda matriz unitaria es diagonalizable,
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decir que una funcién es una funciéon de clases es lo que mismo que decir que es una
funcién de los autovalores. Ademas, como el orden de los autovalores es arbitrario, la
funcién debe ser simétrica. De esta manera, puesto que los autovalores de una matriz
unitaria, A;, tienen moédulo 1, pongamos A\; = e%i con 0; € [0,27), se sigue que las
funciones de clases dependen exclusivamente, y de forma simétrica, de los ¢;. Para
este tipo de funciones, Weyl demostrd que:

1 . .
S 01,....0 Or _ 051240, .- dOy.
N'(QTF)N /[0127&,]]\] f( 1, 3 N) H |€ € | 1 N

1<j<k<N

I(f) =

Mediante un argumento ingenioso se consigui6 escribir la formula anterior en términos
de un determinante real:

I(f) = —

W/[O,QW]N f(61,...,0N)|AN(O1,...,0N)|dby---dON,

donde Ay es la matriz N x N que tiene a;; = Ny

- sin(N(0; — 0k)/2) ara i
U= n (0, —p)2)  PRITR

Una vez vistas estas féormulas, ya podemos estudiar el espaciamiento entre los autova-
lores, \;, de matrices unitarias aleatorias. Dado que los A; estan en la circunferencia
unidad, lo natural es traducir el problema al espaciamiento de los ;. Considerando
N gﬂ, tendremos N numeros en [0, N] y con ello hemos normalizado el espaciamiento
esperado a 1. Supongamos ahora que deseamos saber cuantos de ellos tienen un espa-
ciamiento normalizado menor que §. Resulta natural introducir una funcién regular,

g, que aproxime la funcion caracteristica de [—4, d], de forma que:

_ 1 N(0; — 0k)
CN(Q) = W/[O,Qﬂf\’;cg (27T> ‘AN(Ql,-.-,QN)|d91~-d0N

aproxima el niimero de pares con tal propiedad. Tras largos célculos que omitiremos,

se llega a que:
N sin? (7
Cn(g) = ;/_N 9(z) <1 - Ngsmg((mr)/N)) (N — |z])dz

Dado que, con N autovalores en una circunferencia hay N espaciamientos, si quere-
mos estudiar la proporcién limite con respecto a dicho ntmero de espaciamientos, la
cantidad a considerar es:

lim ENU9) :1/00 g(z) <1—Sinz<”)) da.

N—oo N 2 — 0o (TI'.T)

Este limite es lo que se llama «pair correlation». Si quisiéramos estudiar en vez de
espaciamientos menores que §, espaciamientos en un intervalo [a, 8] C R, tomariamos
g que aproximase a la funcién caracteristica de [, 5] U [, —a]. Si eliminamos la
simetria, quitando el 1/2, se tendria que:

2
‘{aj,ak 2%0‘«9 —9k<2ﬂﬂ}‘~z\r/ ( (Sm;)) )da;.
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Esto es formalmente analogo a lo que Montgomery habia obtenido conjeturalmente
sobre el espaciamiento de los ceros de la funcién ¢ con las normalizaciones adecuadas.
Esta es la famosa observacion que le hizo Freeman Dyson (un reputado fisico teorico
que habia trabajado durante los anos 60, junto a Eugen Wigner, en la teoria de
matrices aleatorias) a Hugh Montgomery en 1972, durante la estancia de este tltimo
en Princeton, aparentemente en mitad de la hora del té. Esta idea dio lugar a una
fructifera heuristica basada en matrices aleatorias para la funcién ¢ que seré el objetivo
principal de esta seccién, en la que introduciremos las ideas de Montgomery y sus
consecuencias. Asi, en lo que queda de seccién, presentamos el trabajo original de
Montgomery sobre la correlaciéon de los ceros de la funcién (, el cual se puede encontrar
en [40].

La idea de Montgomery es bastante interesante y original y se sigue usando a dia de
hoy pues su elecciéon de la funcién test es bastante natural. Montgomery introdujo la
siguiente funcién:

27T . /

54 Fla,T) = — A1)

(5.54) (a,T) TlogT E w(y =) ,
0<yy'<T

para cualquier nimero real o'y T' > 2, donde w(u) es una funciéon que nos va a servir
para localizar. En particular, se toma:

(5.55) w(u) = 4(4 +u?) ™!

Notese que la transformada de Fourier de w es positiva, en concreto, w(v) = 27re*2|”|,
luego tenemos que:

2
(5.56) F(a,T) = / =20l ‘ eivpiva|”
TlogT 0@Z<T

de lo que se sigue que F(a,T) esreal y F'(a,T) = F(—a,T) > 0. Ahora, paraa =0y
fijado 7y, separamos la suma de (5.54) sobre los 7/ tales que k < |y—~'| < k+1. En cada
uno de estos intervalos hay O(logT’) ceros, luego obtenemos que ) <y/<T wy—7") <
logT. A continuacién, usando el teorema 1.39, se deduce que:

1
F(0,T) logT <« logT
(© TlogT Z Z ) < TlogT Z gt < log
0<~y<T 0<+'<T 0<~<T
luego:
(5.57) F(a,T) < F(0,T) < logT.

Nuestro objetivo es obtener una formula asintotica para F'(«,T) cuando T — oo que
sea uniforme en « en rangos cuanto mayores mejor. Para ello, Montgomery utilizé la
siguiente féormula explicita:

Lema 5.8. Montgomery: [/0] Sil <o <2 yx > 1 entonces:
(5.58)
el

(20 — 1) ; 1)2+(t— _$_1/2<ZA ( )1 Uﬂt-i—ZA ( )o+zt>

+ a:l/z_aﬂt(log'r +0,(1)) + og(ml/%— ),

donde T = |t| + 2 y las constantes implicitas dependen solo de o.
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Demostracion. Para esta demostracion necesitamos la siguiente identidad:

_ _ 0 _op—
CI s P xQns

(5.59) > At =— C()+1—s_z

n<x

la cual es vélida para x > 1, x # p" y s # 1,p,—2n. Esta formula se deduce de

manera similar al teorema 1.45. La idea es aplicar la formula de Perron, lema 1.46, a

Yool An)nTF Y = —%(5 + w). Aplicando la féormula de inversién de Perron, todo
c+1i00

se reduce a evaluar una integral de contorno de la forma (27i)~! e —<%’(S +

w . ., ., . ., . .
w))%dw. A continuacion, se desplaza la regiéon de integracion a la izquierda y se

aplica el teorema de los residuos, que nos da los términos de la derecha de (5.59). Los
detalles de la prueba se pueden encontrar en la paginas 348-353 de [34]. Si suponemos
la hipotesis de Riemann, entonces podemos escribir (5.59) como:

xi'y—it 12 l—s & x—2n—s
5.60 L ( )+ _ )
( ) ;a—é—l—it—w Z l—s ;2714_5

n<x

Ahora sustituimos s por 1 — o + it en (5.60) y se lo restamos a (5.60). Usando la
identidad:

(5.61) —C—,(s) => A(n)n~",

C n=1
la cual es vélida para o > 1, obtenemos que:
(5.62) }
¥ 1—o+it o+it
(20 — 1) = —z1/2 A(n +Y An
;(o§)2+(t7)2 (% ( ) ; ( ) )
—C—/(l o+ ity /2ot P20 -1) L1/2 i (20 — Da—*"
¢ (0 — 14 it)(o —it) (0 —1—1it—2n)(oc+it+2n)

n=1
Notese que ambos miembros de (5.62) son continuos para todo = > 1. En efecto,
si z cruza una potencia de primo, m = p*, el sumando correspondiente a n = m
simplemente se transfiere de la suma sobre los n > x, cuando x — m™, a la suma
sobre los n < x cuando z — m™. En ambos limites, la aportacion de dicho término a
la expresion global es exactamente A(m), asi que no necesitamos seguir excluyendo a
x=1yxz=p"conneN.Sil< o <2 entonces, de la ecuacion funcional de ((s),
tomando derivadas logaritmicas y aplicando (A.16), se tiene que:

(/ C/
(5.63) c (1—-0+it) = C
Como o > 1, nuevamente por (5.61) vemos que —%(0’ —it) = O4(1), luego el lado
derecho de (5.63) es igual a log7T + O, (1). Por consiguiente, el miembro derecho de

(5.62) es
() ()™

(564) n<x n>x n
+21277 i log 7 + 06 (1)) + O (a/?772) + Op (a7 1),

(o —it) +logT + Oy(1).
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lo cual completa la prueba. ]

Teorema 5.9. Montgomery: [31] Para 0 < o <1y T > 2, se tiene que:
(5.65) F(a,T) = a+T**logT 4+ O(aT* ' + T™%log 2T + (log T)™ 1),

donde la constante implicita es absoluta.

Demostracion. En primer lugar, tomamos o = % en el lema 5.8 para obtener la féormula
explicita:
(5.66) L(z,t) = R(z,1),

donde L(z,t) es una suma sobre los ceros de ((s) de la siguiente forma:

Y
(5.67) L(z,t) =2 ; T

y R(z,t) es la siguiente suma:

(5.68) R(x,t) = — i Al <£)Zt min

n 33) —14it
(7,— +x log T + E(z,t),
—1 \/ﬁ n

r n

con E(z,t) < o~ ! +2t 2 s > 1 y t > 0, donde la constante implicita es absoluta.
Elevamos al cuadrado la ecuacion (5.66) e integramos (esta es una forma de elegir las
diferencias v — v’ pequenas) obteniendo:

T T
(5.69) /O|L(a:,t)2dt:/0 |R(x,t)|dt.

Comenzamos con L(z,t). El lado izquierdo es igual a:
(5.70) / L xt|dt—4ZZx = / (14 (t =72 (14 (t = v)2)\dt,
0

donde ambas sumas son sobre los ceros en la linea critica, p = %—l—i’y, p = %—H”y' , con
v, positivos y negativos. Dado que el término integral en (5.70) es pequetio cuando
|t — 7| es grande, lo cual sucede para la mayoria del rango de v, queremos excluir de
la suma los términos v ¢ [0,7] y quedarnos solo con los 0 < v < T, que son los que
realmente aportan. Para ello, usamos que en los intervalos T+ k <~y <T+k+1y
—k—1<~ < —k hay < logT ceros para todo k € N, de manera que para 0 <t < T
se tiene lo siguiente:

1 logT > logT
Zm Z+Z<<Zl+ —t+k2+zl+ (t + k)2

(5.71) ~[0.T] ST <0

1 1
log T
<<<t+1+T—t+1> o8
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donde en la ultima estimacién hemos acotado cada serie por la integral correspon-
diente. Por otro lado, separando la siguiente suma en k < [t — /| < k + 1, se tiene
que:

1

!

Por tanto, deducimos que:

6w [ (X o) (S rrgp)t <o

v¢€[0,T]

Argumentando analogamente obtenemos que:
(5.74)

> (1+(t—fy)2)1(1+(t—’y')2)1dt<<log2T/ (t — T+ 1)%dt < log?T,
0<y,y'<T T T

y lo mismo sucede con la integral entre —oo y T', luego se sigue que podemos reducir
la expresion (5.70) a

4y 0 /T<1+<t—v>2>—1<1+<t—fy'>2>—1dt+0<log3:r>
0

0<y,y'<T

(5.75) =4 > 2= /00(1 + =)+ (t—~)2) "t + O(log® T)

0<y,y'<T e

=2r Z 0 w(y —+') + O(log® T),

0<y,Y'<T

donde la ultima integral se ha calculado usando el teorema de los residuos, lo cual
justifica nuestra elecciéon de w. Ahora, tomamos x = T con a > 0 y llegamos a lo
siguiente:

T
(5.76) / |L(T*,t)|?dt = F(a, T)T log T + O(log® T,
0

donde la constante implicita es absoluta. A continuacién, tratamos el otro lado de
(5.69). Con este fin, queremos usar el teorema 3.6:

(5.77) / ‘ Z apn

Por simplicidad, escribimos (5.68) como R(x,t) = C(t)+D(t)+E(t) para cada término
respectivamente. Entonces:

(5.78) [R(x, 1) = |COP+DO) P+ E®P+O(C(HD )|+ D) E®)+EHC(1)])-

dt = Z<T+0< lan|.

Integrando en 0 < t < Ty, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, deducimos que:

T
(5.79) / R(z,)%dt = C2 + D2 + E* + O(CD + DE + EC),
0
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con C? = fo |C(t)|?dt y D? y E? definidos andlogamente. Por (5.77), obtenemos que:

(5.80) c? = i(T + O(n))AQ(”) (min (ﬁ, f))Q,

n r n

Ahora noétese que:
Z A%(n) = Z A(n)logn + O(z'/?1og? z),
n<x n<x

pues si n = p*, entonces A(n)logn = kA?(n), luego:

Z (k—1)log?p < (log? ) Z 1< 22 log? .
pF<z,k>2 pE<z,k>2

Por tanto, aplicando sumacion por partes y el teorema de los nimeros primos en la
forma ¢ (z) = z + O(x/(log 2x)), deducimos que:

ZA )logn = (x )logw—/;wit)dt—xlogx—l—O(x)—i—O(Li(x))—xlogx—i—O(x).

n<x

Por consiguiente, separando (5.80) en n < x y n > z, aplicando sumacién por partes
para las cuatro sumas obtenidas y usando la cota para )
(5.81)

:§Zn/&2(n)+0(%z n?A%(n )+T2Z (221\2(”)>

n2
n<z n<z n>r

n<w A2(n) deducimos que:

1 1
< iTlogx +O(T)O(zlogx) + iTloga: + O(T) 4+ O(xlog x),
luego se tiene que:
(5.82) C? = Tlogz 4+ O(T + zlog ).
Para D? tenemos que:
T

(5.83) D? = :1:_2/ log?(t + 2)dt = 27 *T'log? T + O(z*T'log T,

0

mientras que del término de error E(z,t) obtenemos lo siguiente:

T T
(5.84) F? <« / 7 2dt + / rr2dt < 72T + .
0 0

Por tanto, se sigue que:
CD < z 'T(log22)?log T + =~ '/>T"/?(log 22)"/? log T,

CE < z7'T(log 22)"/% + T2 /2 (log 22) /2 + 271272 (log 22)'/? + 2(log 2z)"/?,
DE < z *TlogT + e e logT.
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Combinando las estimaciones (5.82), (5.83) y (5.84) en (5.79) y tomando z = T,
concluimos que:

T
(5.85) / |R(T*, t)|?dt = Tlogz + 2 *Tlog? T + B(z,T),
0
donde:
(5.86) B(z,T) < T 4 zlogz + ' (log 2x)T log T.

uniformemente para 0 < o < 1y T > 2. Asi, comparando (5.85) con (5.76) comple-
tamos la prueba del teorema. O

Observaciéon 5.10. Si 0 < a < 1 estd fijo entonces el teorema anterior nos da
trivialmente que F'(a,T) ~ a cuando T' — oo. Sin embargo, si permitimos que o =
a(T), entonces tomando « tal que 2(loglogT)/logT < a < 1—(loglogT)/(logT) en
el teorema 5.9, tenemos que:

(5.87) F(a,T) ~ a, cuando T — 0.

Ademas, la formula (5.65) sigue siendo valida para a > 1, pero pierde el sentido pues
el término O(aT*~!) excede al término principal a.

A continuacién, vamos a deducir algunas consecuencias del teorema 5.9. Comen-
zamos con un resultado general:

Teorema 5.11. Sea f(x) € S(R) tal que su transformada de Fourier,
fo) = [ f@e-ayda,

sea de clase C* con soporte contenido en (—1,1). Entonces:

689 Y we-r(0-"%) = ([ 11 F(alalda-+ (0)) - 1o T+O(T),

0<yY'<T

donde la constante implicita depende solo de f.

Demostracion. Para cualquier f € S(R) tenemos que:

o= 0Et) = [ fajeor e,

2

luego:

(5.89) > w6 =)

0<y,y'<T

logT) Tl

T [ .
4 % /_  f@)P(a.T)da.

2

Por otro lado, debido a la paridad de F(«,T'), que el soporte de f esté contenido en
(—=1,1) y el teorema 5.9, tenemos que la ultima integral es igual a:

(5.90) /0 1( fla)+ f(—=a)(a+T2*log T + O(T* " + T~ 1og 2T° + (log T) ™) )de.
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El primer término de (5.90) es igual al primer término del lado derecho de (5.88). Para
el segundo término de (5.90), usamos el desarrollo en serie de Taylor de f para tener
que f(a) = f(0) + O(«a), de lo que se deduce que:

(5.91)

1
2(log T)/O (f(0)+0(a))T**da = f(0)+O(T~?)+0((log T) ") = f(0)+O((log ) "),

mientras que el término de error de (5.90) se estima trivialmente por O((logT)~1).

Esto termina la prueba. O
. 2
En particular, eligiendo f(z) = (bmiggx)) , es un resultado clasico ver que:
f(x): é(l—lz—‘) si |z| < a,
0 si |z| > a.

Notese que, aunque esta funcion es continua, no es de clase C! pues tiene picos en
x = 0,a y —a, sin embargo, el teorema anterior se sabe que aplica para funciones
absolutamente continuas asi que lo podemos usar. Por otro lado, obsérvese que f
tiene soporte contenido en [—a,a] C (—1,1) pues 0 < a < 1. Por tltimo, f(0) = ly

IY F)lyldy = ¢, Tuego obtenemos que:

Corolario 5.12. Si0 < «a < 1 estd fijo, entonces, cuando T — 00, se tiene que:

sin((y — )5 log T')\ 2 1 T
(5.92) Z w(y—y')( (& 72? ? )> ~ (——I—g>2—logT.
ot (v =1")% log a  3/2m

De este hecho, Montgomery dedujo una cota inferior para el nimero de ceros
simples de ((s). Para ello, introducimos la siguiente notacion (recuérdese que estamos
asumiendo la hipotesis de Riemann):

1
(5.93) Ny(T) = ‘{0<7§T:p:§+i’y es simple}(.
Corolario 5.13. Montgomery:

2 T
(5.94) Ni(T) > (§ + 0(1)>2— logT, cuando T — occ.
7r

Es decir, en vista de que N(T') ~ %log T, se sigue que al menos % de los ceros de
¢(s) son simples.

Demostracion. Descartando todos los términos en (5.92) exceptuando los términos
con v =+, obtenemos que:

1 « T
2 — — —_—
(5.95) E m2, < (a + 3 —|—0(1)> o log T,
0<~y<T
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donde m,, es la multiplicidad de p = % + iy y ahora la suma en 7 es sobre ceros
distintos. Esto es valido para cualquier « fijado tal que 0 < «a < 1, donde la mejor
cota es % + o(1), conseguida cuando o — 1~. Por tanto, deducimos que:

4 T
(5.96) M)z Y 2 my)m, > (2 -5+ 0(1))% log T,
0<~y<T
lo cual completa la demostracién. O

Observacion 5.14. La funcién test usada en el corolario 5.12 no es 6ptima para el
proposito de estimar Ni(7T') tal y como lo hemos hecho, es decir, el porcentaje de %
de ceros simples puede ser ligeramente mejorado.

A su vez, la formula (5.87) es vélida uniformemente para ¢ < o < 1 — ¢, como
se deduce directamente del teorema 5.9. Con un poco méas de esfuerzo se puede mos-
trar que es, de hecho, valida uniformemente en ¢ < o < 1. Lo siguiente que cabria
preguntarse es cudl es el comportamiento de F'(«,T) si > 1. Montgomery también
demostro que (5.87) no puede ser cierto para a > 1. De hecho, mostré argumentos
heuristicos que llevan a la siguiente conjetura:

Conjetura 5.15. Strong pair correlation conjecture (SPCC):
(5.97) F(a,T) ~ 1, cuando T' — oo,

uniformemente en intervalos acotados 1 < a < A. Notese que, incluso probandose
este resultado, seguiria siendo un misterio la velocidad a la que la funcion A = A(T)
puede tender a infinito.

Teniendo esta hipdtesis en mente, parece natural aplicarla en (5.89) con una fun-
cion de Schwartz adecuada. Para entender la funcion elegida por Montgomery, haga-
mos el calculo en general primero y luego veamos la funcién que nos conviene tomar.
Sea f € S(R), entonces, por la demostracion del teorema 5.11 y (5.97), tenemos que:

o 1 . )
/ f(a)F(a,T)daN/_lf(oz)|a|doz+f(0)—|—/|>1f(a)da

_ /_Oo F(0)(1 — Aa))da + F(0),

sin(mu) ) 2 )

donde A(a) = méx(0,1 — |a|), cuya transformada de Fourier es A(u) = ( e

De esta manera, aplicando la identidad de Parseval en [ f(a)A(a)do y notando
que f(0) = fix;o f(a)da, se tiene que:

o0

/ Z fl@)F (o, Dyda~ 1(0)+ [

—0o0
Por otro lado, se verifica que:

> w(v—v’)f((v—v’)lozg:> = FOND)+ w(v—v')f((v—’v’)lozgf)'
0</<T O<ry =T
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Por tanto, gracias al teorema 1.39 y (5.89), deducimos que:

699 wi-r(- ) ~ T [ (1= () s

2 2 _ T™U
0<y,y/ <T o
aCad

A continuacion, definimos, para a < 3, lo siguiente:

o< 2|

. N ) 7T:‘{ ; mangT, m — In
(5.99) (o, B;T) m #n;0 < Y, g T < Tm T < T

Este niimero contabiliza el nimero de pares de ordenadas distintas de ceros no triviales
de ((s) que se encuentran a una distancia entre a veces y 8 veces el espaciamiento
promedio. Si queremos conocer la relacion entre este nimero y N(7'), la idea natural
es aplicar (5.98) con la caracteristica del intervalo (a, ), f(u) = X(a,5)(u). Pese a
que esta funcién no esté en la clase de Schwartz, se puede aproximar por arriba y
por abajo por funciones que si lo sean y pasar al limite, lo que nos da la validez de
(5.98) también para esta f en particular. Por consiguiente, notando que w(y—+') — 1
cuando T' — oo para los pares 7, para los cuales no se anula f, se verifica que:

W)= 5wt ) = TR [ (M

2 2 ™
0<v,y'<T

ol

Asi, Montgomery llegd a la conclusion que da el titulo a esta seccién, una conjetura
que dejamos enunciada a continuacién.

Conjetura 5.16. Pair correlation conjecture (PCC): Para o < ( definamos
N(a, 8;T) como en (5.99). Entonces, cuando T' — 0o, tenemos que:

(1- () .

Es por esta ultima férmula que se entiende la relacién con la teoria de matrices alea-
torias.

(5.100) N(a, 8;T) ~ N(T) /5

«

Observaciéon 5.17. Cabe resaltar que, como su propio nombre indica y como ya
hemos visto, SPCC implica PCC. En cambio, tenemos una especie de reciproco y es
que el enunciado (5.97) para « > 1 junto con (5.87) para 0 < o < 1 es esencialmente
equivalente a (5.100).

Observemos que la funcién de densidad conjeturada por Montgomery nos da infor-
macién muy relevante acerca de como se comportan los ceros no triviales. Por ejemplo,
si tomamos o = 0 y 8 positivo pero muy pequeno, es decir, queremos contar los pares

sin(mu) 2 o mu? d
™ 3
manera que la integral correspondiente est4 muy cercana a 0. En particular, tomando

B = 0,1, se obtiene que la integral es ~ 0,001, de forma que esperarfamos que solo el
0,1% de las parejas estuvieran a una distancia menor que la décima parte del espa-
ciamiento promedio. Esto nos dice que la probabilidad de encontrar pares de ceros a

de ceros que estan muy préximos el uno del otro, entonces (1 — (
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distancias cortas es baja, un fenémeno que se conoce como repulsiéon. Por otro lado,
debido a (5.97), la formula asintotica (5.92) se extiende para todo o > 1 reemplazando
a~! 4+ a/3 por 1 +1/3a2. Por tanto, haciendo o — oo se deduce, siguiendo el mismo
argumento que hemos utilizado anteriormente en el corolario 5.13, que casi todos los
ceros de ((s) son simples, lo cual es también una conjetura que dejamos enunciada a
continuacion:

Conjetura 5.18. Simple Zeros Conjecture: [15]

T -1
(5.101) N*(T) := (—logT) Y omie,
0<y<T

donde la suma en -y es sobre ceros distintos.

Otra consecuencia del teorema 5.9, que no vamos a probar aqui, pero que se
puede encontrar en el corolario 3 del articulo [40], es que Y,4+1 — ¥, puede ser mas
pequeno que su promedio, 27/ log ¥, por un factor A < 1 «infinitamente a menudo»,
es decir, liminf d,, < A. Notese que, si ((s) tuviese infinitos ceros multiples, entonces
tendriamos A = 0. Montgomery consiguié demostrar que A = 0,68. Un resultado
destacado en este sentido es A = 0,5171, el cual se debe a Conrey, Ghosh y Gonek, [6],
mientras que el mejor resultado publicado hasta la fecha en este aspecto es A = 0,5154,
obtenido en [13]. A su vez, Montgomery también demostrd, mediante un argumento
méas complicado, que Yp+1 — v < 27A/log7y, para una proporcién positiva de n.
Esto, combinado con el hecho de que v,+1 — v, ~ 27/ log v, le permitio deducir que
lim sup,, (Yn4+1 — Yn)(log ¥, /27) > X' > 1. Por otro lado, cabe destacar que, en [7], se
demostro que, si 6, < % — € ocurre suficientemente a menudo, entonces el ntmero de
clases h(—D) del cuerpo cuadratico imaginario Q(v/—D) est4 acotado inferiormente
por ¢(e)D'/?1og™2 D para cierta constante c(g) que es efectiva, es decir, computable en
términos de . Para finalizar esta seccién, acabamos con otra conjetura a este respecto
también formulada por Montgomery que, de ser cierta, nos daria inmediatamente la
tan codiciada cota anteriormente mencionada para el nimero de clases de cuerpos
cuadréticos imaginarios. Esta conjetura nos dice que:

Conjetura 5.19. Small Gaps Conjecture: [15]

. logy

Es importante recalcar que esta conjetura se sigue inmediatamente de la PCC sin
més que tomar a = 0y 8 = €. En efecto, tomando dichos parametros tendriamos que
N(0,&;T) ~ C(e)N(T) con C(e) > 0, por lo que N(0,e;T) — oo cuando T' — oo, lo
que nos da el resultado deseado. Ademas, notese que el fenémeno de repulsion de ceros
provocado por la PCC no impide que se puedan encontrar ordenadas consecutivas de
ceros no triviales arbitrariamente cercanas con respecto a su espaciamiento promedio.



APENDICE A

Conceptos analiticos basicos

A.1. La transformada de Mellin

Sea f(z)xz°~! € L'(0,00) donde f(z) es una funciéon de variaciéon acotada en cada
intervalo de z finito. Entonces:

(A.1) F(s) = /000 7 (z)dz, =0 +it,

se define como la transformada de Mellin de f(x), usualmente denotada como M{f}(s).
De (A.1) podemos recuperar f(x) en términos de F'(s) mediante la formula de inver-
sion de Mellin:

(A.2) f(z) = (27i)~! lim U—HT F(s)z™%ds.

T—o00 o—iT

En el caso en que f(z) es continua, (A.2) se puede deducir de manera directa desde
(A.1). En el caso general, es mas conveniente escribir (A.1) como una transformada
de Fourier mediante un cambio de variable y apelar a resultados clasicos del analisis
de Fourier, [51]. Cabe destacar que la relacion dada por (A.1) y (A.2) es inversa una
de la otra, es decir, si:

o+100

(A.3) f(z) = (27ri)1/ F(s)x™*ds,

T—100

donde F(o +iu) pertenece a L' (R) y es de variacién acotada en un entorno del punto
u = t, entonces:

(A.4) F(o+it) = lim fz)zo Ty,

a—r0o0 1/(1

Notese que la transformada de Mellin puede ser vista como integrar f(x) usando el
kernel z° con respecto a la medida de Haar en el grupo (R, -) dada por df. Obsérvese
que, dado que @ = df para todo a > 0, dicha medida es efectivamente invariante

bajo dilataciones. Algunos ejemplos importantes son los siguientes:

139
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Ejemplo A.1. La integral de Cahen-Mellin:
Consideremos la funciéon Gamma de Euler:

(A.5) I'(s) = /OOO ¥ te %dx, en N(s) > 0.

Gracias a (A.2), si tomamos la rama principal de ™%, obtenemos una formula de gran
utilidad conocida como la integral de Cahen-Mellin:

c+1i00
(A.6) et = (Qwi)_l/ I(s)xz™%ds, c,x >0.
C—100
Ejemplo A.2. Funcién zeta de Riemann:
Sea s = o + it con 0 > 1. Consideremos ahora la funcion f(x) = ﬁ Entonces
tenemos que:

9] $s—le—gg oo o0 [e’e]
M{fH(s) = /O T ol = Z_:l/o 2l dr = Z_:lnsf(s) = T(s)¢(5).

donde el intercambio de suma e integral esta justificado porque, si f,(z) = x5~ le ™"

entonces Y71 [¥ [ fu(x)|dz = Y07 T(0)n™7 =T(0)¢(0) < oco. Asf, hemos obtenido
la siguiente férmula:

) o= s [T

A.2. Las desigualdades de Halasz-Montgomery

Supongamos que &, 1, ..., 9 son vectores arbitrarios en un espacio vectorial sobre
C con un producto escalar denotado por (a,b) y norma ||al|?> = (a,a). Entonces:

(A8) S lE el <lel( 3 1terea)

r<R rs<R
(A.9) D 1 el < H&Hzmg'\;gz | (@rs s)]-
r<R "=t <R

Ambas desigualdades se deducen de aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz ingenio-
samente. Observemos primero que ) - pcr(§,0r) = (f ' D r<R 69@) para escalares

¢, arbitrarios. Por tanto:

(A10) DILNAS =1l Y Eealon ).
r<R

r,s<R

2
< Nl Dz
r<R

Si ahora tomamos ¢, = exp(—iarg(§,p;)), entonces [c,| = 1y > per(§0r) =
> r<r (& wr)l, luego (A.8) se sigue directamente de (A.10). Por tiltimo, para conseguir

A.9) usamos la desigualdad elemental [¢qc;| < Lie 12 4 L)es)2, obteniendo:
2 2

(A1) D el es) <3 lerl? D erme)l <Y ICrIQI&égz |(ers 0s)1,

r,s<R r<R s<R r<R - s<R

de manera que, combinando (A.10) con (A.11), se tiene (A.9) tomando ¢, = (&, ¢r).
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A.3. La funciéon Gamma de Euler

La funcion Gamma definida en (A.5) para R(s) > 0 es una funcién que se puede
extender de manera meromorfa a todo el plano( co)mplejo, cuyos Unicos polos ocurren
—1)"

en Z<o, son simples y en s = —n tiene residuo ~—y—. Algunas de las propiedades mas
utiles que verifica son las siguientes:

™

(A12) T(s+1)=sl(s), T'1—-s)=

, F(s)F(s + 1) = 21725 /7T (2s).

sin(7s) 2

Ademas, la funcion I'(s) no tiene ceros luego ﬁ es una funciéon entera cuyo producto
de Weierstrass viene dado por:

(A.13) T =< e smer,
n=1

donde 7 es la constante de Euler-Mascheroni. Otra férmula que nos va a ser de gran
utilidad es la famosa férmula de Stirling, en una de sus muchas variantes, que dice lo
siguiente:

(A14)  T(o+it) = 2m)2it) Y2 (t/e) e 21 (1 + O(t™Y)), parat >ty > 0.

(A15)  |D(o+it)| = 2m) 2721121 + O(|t|7Y)), para |t| > to > 0.
Estas igualdades son vélidas para C; < R(s) < Cy y la constante implicita en el

término O depende solo de C y Co. Ademés, para 6 > 0 fijo, | arg(s)| < m—4, |s| > 9,
tenemos que:

(A.16)

) _logs 2% +0(ls]2).

A.4. La teoria de pares de exponentes

El objetivo de la teoria de pares de exponentes es obtener buenas cotas para la
suma;

(A.17) S= > e(f(n), B=1,1<h<B.
B<n<B+h

Este tipo de sumas son muy comunes en teoria analitica de nimeros y ser capaces de
estimar su orden es de vital importancia para obtener resultados precisos en diversas
areas de interés como son las regiones libres de ceros o los teoremas de densidad
de ceros. En primer lugar, tenemos los siguientes lemas generales, conocidos en la
literatura como los lemas de van der Corput, que fue pionero en el estudio de este tipo
de problemas, [54] y [55].
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Lema A.3. Sea F(x) una funcion real, derivable y tal que F'(x) es mondtona y
satisface que |F'(z)] > m > 0 para a < x < b. Entonces:

(A.18) )/b eiF(m)dl“ < 4m~t

Lema A.4. Sea F(x) una funcion real, dos veces derivable en [a,b] tal que |F"(x)| >
m > 0. Entonces:

b
(A.19) ’/ eiF(x)dx‘ < 8m~/2

Los anteriores lemas nos muestran que las estimaciones para integrales de ex-
ponenciales son cotas superiores que no dependen explicitamente de la longitud del
intervalo de integracion. Esto no sucede en las estimaciones para sumas de exponencia-
les que pasamos a estudiar a continuaciéon. De ahora en adelante usaremos la notacion

e(z) = e*™e,
Lema A.5. Sea f(x) una funcion real para a < x < b tal que f(x) € C?[a,b] y
/" (x) <0 en [a,b]. Sean o = f'(b) y B = f'(a). Entonces para cualquier 0 < n < 1
tenemos que:

(A.20) doe(fn) = > / — maz)dz + O(log(B — a + 2)).

a<n<b a—n<m<fB+n

Lema A.6. Sea f(x) una funcion real para a < x < b y sea H > 0. Entonces:
(A.21)

3 elf(n) < (b-a)H 1/2+H< 12’ 3" elf(nth)—f(n ))))1/2.

a<n<b =1 a<n<b—h

Lema A.7. Sea f(x) € C%a,b], f'(x) mondtona decreciente en [a,b], a = f'(b) y
B = f'(a). Si x, se define como f'(x,) = v, donde a« < v < B y v es un entero, y
ademds se satisface que:

1F"(x)] = ma, fO(x) < ms, fPD(z) < ma, mi=mama,

entonces:

S etfmy=e(=3) S If @ el @)~ ve)
(A.22) a<n<b a<v<f

+0(my ') + O((b — a)my®) + O(log((b — a)yms + 2)).

Ahora tenemos a nuestra disposicion los lemas A.6 y A.7 que nos ayudan a con-
vertir sumas de exponenciales en otras sumas de exponenciales més términos de error,
normalmente, manejables. Notese que, a diferencia del lema A.6, el lema A.7 es mucho
maés restrictivo con f(z) y anade términos de error, aunque sigue siendo tremenda-
mente util. Respecto a la suma S, una condicién natural que podemos suponer es
que:

1
(A.23) |f/(z)] < A, con A > 2 cuando B < z < 2B,
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pues como hemos visto en los lemas anteriores, las cotas no dependen del orden de
f/(x). Sin embargo, la anterior condicion es muy general, asi que para obtener cotas
dtiles y que esta condicién no sea casi vacia, se exige que ademés se verifique lo
siguiente:

(A.24) AB'™ <, |fM(2)] <, AB'", para B<ax<2Byr=12, ..,

Aun asi, si solo pedimos estas condiciones, se pueden encontrar contraejemplos a los
lemas que vamos a ver después. A este respecto, presentaremos alguna de estas obje-
ciones que nos obligan a tomar la siguiente definicién de par de exponentes propuesta
por Graham y Kolesnik, [18].

Definicion A.8. Sea N,y,s y € ntmeros positivos con ¢ < 1/2 y sea P € Z>o.
Definimos F(N, P, s,y,€) como el conjunto de funciones f tales que:

1. f esté definida y tiene P derivadas continuas en algin intervalo [a, b] con [a, b] C
[N, 2N].

280 <p<P-1lya<a<bentonces |[[0)(z) - (~1P(s)ya 7| <
€(S)pyx*3*p, donde (8)p = 3(3 + 1) . (3 +p— 1).

Definicién A.9. Sea (k,\) un par de nameros reales tales que 0 < k <
Supongamos que para todo s > 0, existe un P = P(k,\,s) y un € = &(
tales que para todo N,y > 0y todo f € F(N, P, s,y,¢) definida en [a,b

D e(f(n) Kwas (UNT)NA +y7 N,

a<n<b

se cumple. Entonces decimos que (k, A) es un par de exponentes.

Notese que dicha definicion se puede adaptar a nuestro tipo de sumas, (A.17), y
nuestra condicion (A.24), sin mas que observar que, en dicho caso, B= Ny A = yz~*,
luego la condicion serfa que S < » s A*B*» + A1 que se reducira a < A*B? en mu-
chos casos. Asimismo, obsérvese que (k,\) = (0, 1) es, evidentemente, un par de expo-
nentes. Por otro lado, el conjunto de pares de exponentes forman un conjunto convexo
en el siguiente sentido: si (k1,A1) y (k2,A2) son pares de exponentes cualesquiera y

0 <t <1 entonces se tiene que:
(A.25) S = S§t§l—t « AritHI-Dr: phitt(1-t)ha

luego (K1t + (1 —t)k2, A1t 4+ (1 —t)A2) es también un par de exponentes. En cualquier
caso, dado que verificar que las transformaciones obtenidas al aplicar los lemas A.6 y
A.7 preservan la clase F es realmente técnico y delicado, vamos a desarrollar la teoria
exigiendo solo la condicion (A.24). Como veremos, uno de los procesos para generar
pares de exponentes sigue siendo valido, mientras que para el otro, con motivo de
ilustrar las sutilezas de requerir condiciones mas severas, presentaremos una posible
argumentacion errénea acerca de su validez para posteriormente dar el contraejemplo
que la invalida. Pasemos pues con ello. En primer lugar, nétese que podemos considerar
solo el caso f'(z) > 0 para B < z < 2B, pues en caso contrario podemos tomar
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simplemente S. Para obtener el primer par de exponentes no trivial aplicamos el lema
A5 a S, estimando cada integral por < m2_1/2 < (A/B)~Y2 por el lema A 4. Esto
nos da que:

(A.26) S < (B—a)A"V2BY? 4 A712BY? 4 log(A +2) < (AB)Y/2,

debido a que 8 —a = f'(a) — f'(b) < Ay A> 1, donde hemos usado (A.24) tnica-
mente con r = 1, 2. Por consiguiente, (%, %) es un par de exponentes. Asi, de momento
solo tenemos los pares de exponentes (0,1), (3, 1) v los que obtenemos mediante com-
binacién convexa de ambos. Llamamos a este conjunto de pares de exponentes, Fj.

Para obtener mas pares de exponentes recurrimos al siguiente resultado:

Lema A.10. Proceso A: [29] Si (k,\) es un par de exponentes, entonces también
lo es:

(A.27) (k,1) = (2

K 1+ A )
k+2'2 2542/

Demostracion. En primer lugar, notemos que 0 < k < % <1 <1 por verificarlo (k, \).
Aplicando el lema A.6 obtenemos que:

H-1

(A.28) S*<«B*H ' +H*+BH' Y ’ S elfntj) - )],
j=1 B<n<B+h—j
donde H sera elegido adecuadamente. Fijado j, definimos g(n) := f(n + j) — f(n),
luego cumple que ¢ (z) = f)(x + j) — fO)(z) = jfO+H) (2 4 65) para todo r > 1
y algiin 0 < # < 1. De esta manera, para B < = < B + h — j tenemos, por (A.24),
que jJAB™" < |g")(z)| < jJAB™" para todo r > 1. A continuacién, distinguimos dos
casos: si A < B/2 entonces usando el hecho de que A > % y que (%, %) es un par de
exponentes, obtenemos que:
(A.29)

S < (AB)1/2 _ A1/2B1/2+>\/(2n+2)B—A/(2n+2) < A(1+K—2>\)/(2H+2)Bl < Akl

Ahora supongamos que A > B2 Esta condicién se necesita en el caso de que, para
una constante ¢ > 0, tengamos que j < cBA~!, de manera que |¢/| < 1/2,¢" =
jAB~2 < 1. Por tanto, por los lemas 1.31 y A.4, tenemos que:

(A.30) BET Y ’Zg(n)’ < BH'AV’B Y V< BH.
j<cBJ/A 1 j<cB/A

Para el resto de j’s en (A.28), usamos el par de exponente que ya tenemos, (k, ), y
el orden de las derivadas de g, para obtener:

(A:31) Yo elf(n+j) - f(n) < (JABT')B.

B<n<B+h—j
Por tanto, por (A.28):

(A.32) S? « BPH™' + H?> 4 A"B'""TAH*,
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Asi, tomando H = B(+#=2/(s+1) g=#/(5+1) reduce la anterior estimacion a:
(A33) 52 < Aﬁ/(l—l—n)B(l—i-n-&-)\)/(l—!—n) + B2(1+H—)\)/(1+n)A—Zn/(l—i—n).
1+k 1+K 1+k

1/2, tenemos que el segundo término en (A.33) no supera al primero y se sigue el
resultado. 0

Por consiguiente, como Lirtd — 1 4 1%@ > % > 2(1 — i) = Alind) y A >

Noétese que para demostrar este resultado solo hemos necesitado que se cumpla
(A.24) para r < 3. Ademas, por como hemos tomado g, sus derivadas cumplen prac-
ticamente lo mismo que las de f y no involucran restas de derivadas de f, lo cual
garantiza que el lema A.6 preserva la clase F, véase el lema 3.7 de [18]. Ahora de-
notemos por Fs al conjunto de pares de exponentes que se pueden obtener de FEj,
convexidad e iteracion del lema anterior (que siempre produce un nuevo par de expo-
nentes respecto al original) un conjunto finito de veces. Entonces para cualquier par
de exponentes (k,\) € Ea se verifica la siguiente condicion:

(A.34) k2N > g

Por una parte, esta claro que lo verifican los (k,A) € E; y que la condicion se preserva
por convexidad. Para el par (k,l), obtenido mediante aplicacion del lema A.10, un
simple calculo, teniendo en cuenta que A > %, nos da lo que queremos. Finalmente,
presentamos la dltima manera de obtener pares de exponentes, que se puede encontrar
probada correctamente en el teorema 3.10 de [18].

Lema A.11. Proceso B: Si (k,\) es un par de exponentes para el cual se verifica
(A.34), entonces:

11
(A.35) (k1) = ()\ — 5ok —)
es un par de exponentes.

Antes de ir con el contraejemplo y, en vista de todo el trabajo hecho hasta aqui,
pasamos a formalizar ain maés el concepto de pares de exponentes introduciendo el
conjunto F, que denota todos los pares de exponentes (k,\) que se pueden obtener
mediante Fo, convexidad y el lema anterior aplicado un nimero finito de veces. Por
otro lado, en los lemas A.10 y A.11 no se asume que el par de exponentes del que
partimos pertenezca a F; y Fs respectivamente. Por tanto, es razonable definir los
3 procesos que tenemos para generar pares de exponentes, es decir, definimos las
funciones A, B 'y C(t) con 0 < ¢t < 1 (estas letras no tienen nada que ver con las
usadas anteriormente), de manera que, si (k, \) y (k1, A1) son dos pares de exponentes,
entonces:

(A.36) A(a,A):( FL, A )

2122 2my2

(A.37) B(k, \) = ()\ - % K+ é)
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(A.38) C(t)(k, N) (51, M) = (st + (1 — )y, A+ (1 — £)Ay).

Ahora si, ya tenemos toda la notacién necesaria para abordar el problema del proceso
B. Como ya hemos comentado, este es un resultado valido con la definicién A.9, pero
no lo es si solo pedimos (A.24). Para ver donde se encuentra el error, sigamos la
demostracion que propone Ivic en el capitulo 2 de [29]:

La condicién 0 < k < % < [ <1 es trivial. Vamos a aplicar el lema A.7 con a =
B,b=B+h,my = AB™ ' m3 = AB2 y my = AB™3 de manera que se cumple que
m2 = mamy. Ademés, podemos suponer que f”(z) < 0, pues el caso f”(x) > 0 da la

misma estimacién del lema. Por consiguiente, tenemos que:

1
S=e( -~ " ()| e(f (20) — va,) + O(A™Y2BY?)
(A.39) ( 8) a;uga

+O0(log(A + 2)) + O((AB)Y/?).

Asi, hemos reducido el problema a estimar la suma:

(A.40) Si= Y 1f"@)Velgw), 9(v)= flx,) - va,.

a<v<f

Si denotamos por y = f’(x) y a su inversa como x = h(y), entonces g(y) = f(h(y)) —
yh(y), lo cual nos da que ¢'(y) = f'(h(y))W'(y) — h(y) — yh'(y) = yh'(y) — h(y) —
yh'(y) = =h(y) vy ¢'(y) = —h'(y) = —=1/f"(h(y)). Andlogamente, se obtiene que
g3 (y) = FO (b)) (f"(h(y))) 3. En general, g (y) se obtiene aplicando la regla de
Leibniz a la identidad ¢”(y) f”(h(y)) = —1. Tenemos que h(y) < B, luego:

(A.41) BA'™ < g (y)| < BAY, (r<3),

y, por induccién, se puede ver que la estimacién anterior es también vélida para r > 4.
Eliminando el término f” mediante sumacién por partes en Si, se ve que Sp es del
mismo tipo que S, excepto porque A y B estan intercambiados. Por tanto:

(A.42) S < ATV2BY2BRAN vy S <« ARB! 4 (AB)Y/3,

donde k = X\ — %, =K+ % Esto terminarfa la prueba si tuviésemos que (AB)Y? <
AkB! Dado que [ > %, dicha condicién es obvia si k > é Supongamos por el contrario
que k < % Gracias a la condicién k + 2\ > % tenemos que B > A(1=3K)/(B31=1) yego
se verifica que (AB)Y/? = AFB1/3A1/3—k < AkB1/3BBI=1/3 — AFBl 1o que finaliza
la demostracion.

Para ver dénde se encuentra el error en esta deduccién, veamos el contraejemplo
presentado por Liu en [38]. Sean S;p(N,2N) := Y ye,con e(f(n)), f(x) = C2®? y
C = 2(27)7%2. Por un lado, Liu probé que S;(N,2N) > N3/4. Por otro lado, si
tomamos el par de exponentes BA2B(0,1) = (2/7,4/7), el proceso B nos diria que
S¢(N,2N) < N7 = o(N3/%), lo cual supone una contradiccion. El problema del
proceso B reside en la elecciéon de g, ya que aqui se toma la transformada de Legendre
de f. Si calculamos una derivada mas de g de lo que lo hace Ivic nos daremos cuenta de
que g (z) = % donde F(z) = 3(f®) ()2 — f® ()" (). Ahora bien, podemos
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tener una f que verifique que | f (7")| = AB'~" pero tal que F(z) se anule, como sucede
precisamente con el contraejemplo de Liu, ocasionando que no podamos aplicar la
teoria de pares de exponentes a Sj.

Para finalizar esta seccion, aplicaremos la teoria de pares de exponentes a uno de los
ejemplos més relevantes en la teoria de las funciones zeta, lo que se conoce como la
cota de subconvexidad de Weyl. Esta cota nos dice que:

(A.43) (r(s) =Y n* < |5 log3]s|,
n<T

para o = % y T < 4]s|?. Esta estimacion fue fundamental porque mejoré la que hasta
entonces era la mejor estimacion de ((s) en la linea critica, la «convexity bound»,
(1.49), y su demostracion es un ejemplo clasico de la teoria que hemos desarrollado
hasta ahora.

Para probar (A.43), definamos f(z) := 5-logz. Sea N > 0, entonces esta fun-
cion verifica las condiciones de la definicion A.8 en el intervalo [V, 2N]. En efecto,
fetD(z) = (=1)PsLpla~P~!, luego tomando s = 1 e y = o= tenemos lo que quere-
mos. Por otro lado, nétese que (%, %) = AB(0,1), por lo que es un par de exponentes.

Por tanto, gracias a la definicion A.9, sabemos que:

Z n~t <« ¢/ONY2 LN,
N<n<2N

Por consiguiente:

S nt < NN ) = 4 N
N<n<2N

Ahora bien, sabemos que N < T < t2, asi que ZN<n§2N n~* < /¢, Sumando sobre
todos los intervalos diadicos, que son un total de O(logt), se concluye el resultado.
Notese que la razon para poner log 3|s| es simplemente para garantizar que la cota final
sea positiva, pues 3|s| > 3/2. Finalmente, para obtener la correspondiente estimacion
para ((s) a partir de (A.43), basta con usar el teorema 1.32. De manera que, si o = §

y T < |s| < 7T, entonces se cumple que:
(A.44) C(s) = ¢r(s) +O(T /%),

y se obtiene que ((% + it) < t1/61ogt aplicando (A.43).

A.5. Sumacién por partes

La sumaciéon por partes es una técnica estandar, muy usada en teoria analitica
de nimeros, a la que recurriremos constantemente. A continuacién, dejamos algunas
formulas ttiles al respecto. Sea {a, }, una sucesiéon de nameros complejos y {b,} una
sucesion de ntimeros reales. Si by > by > ... > 0y M > 1 es un entero, entonces:

(A.45) ‘ 3 anbs

M<n<N

)

<b max ‘ E a
=M e N i m
m<n
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mientras que si 0 < by < by < ..., entonces:
< 2by méXN‘ Z am‘.

(A.46) ‘ 3 aubs i

M<n<N M<m<n

Estas dos desigualdades muestran que las sucesiones mondtonas pueden ser «elimina-
das» de las sumas a la hora de realizar estimaciones. Ambas se prueban analogamente.
Para obtener (A.45) definimos A, =/, <, @ Entonces:

Y b= Y A Awim

M<n<N M<n<N

< B ,
=~ ’AN|bN + Z |An|(bn bn—H) < bM M32§N|An|
M<n<N-1

Pasemos a enunciar los dos lemas que mas se utilizan cuando se menciona esta técnica.

Lema A.12. Sumacion por partes: Sean {an}n y {bn}n sucesiones de nimeros
complejos y sea Sy, = > b, entonces se verifica que:

n<m
(A.47) Z anby, = anSN + Z (an, — p—1)Sh.
n<N n<N-—1

Lema A.13. Lema de Abel: Sea {ay}, una sucesion de nimeros complejos, f :

[1,00) = C una funcion de clase C' y S(z) = > n<z On- Entonces:

(A.18) > afn) = S(@)f(e) ~ [ SO W)

n<x

A.6. Funciones aritméticas

Una funcién f : N — C se denomina aritmética. Un ejemplo clésico es la funcion
de Mébius, p¢(1) = 1, mientras que sin > 1 conn = p* - - - pi*, entonces p(n) = (—1)F
sia; =---=aqa =1, y 0 en otro caso.

Lema A.14. Sin > 1, entonces )y, p(d) = |n"t|. Es decir, dicha suma se anula
salvo sin =1, en cuyo caso vale 1.

De ello se deduce el siguiente resultado importante:
Lema A.15. Sin >1 y ¢ es la funcion de Fuler, entonces se tiene que:

(A.49) o) = @)y v e =n][ (1),
din

pln

Sumas del tipo (A.49) ocurren muy frecuentemente en teoria de nimeros y es
por ello que merece la pena estudiarlas con més generalidad. En particular, estas
identidades aparecen naturalmente al estudiar series de Dirichlet, que son series del
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. . fe'e) —5 ., . L. . .
tipo C¢(s) = > .2 f(n)n™° donde f es una funcion aritmética con crecimiento a lo
sumo polinémico. Asi, dadas dos funciones aritméticas f y g, definimos su convolucion

de Dirichlet, denotada por fxg, de la siguiente forma (fx*g)(n) = Zd‘n f(d)g (%) . Esta

operacion es asociativa, conmutativa y tiene como elemento identidad I(n) = [n™!].
De esta manera, las funciones aritméticas forman un élgebra, conocida como el algebra
de Dirichlet, en la que la suma es la suma usual y el producto es la convolucién de
Dirichlet. Notese que si definimos u(n) = 1y N(n) = n entonces, por el lema A.14,
tenemos que p* u = I, luego u y u son inversas la una de la otra y, por (A.49), se
cumple que p(n) = (uxN)(n). A su vez, la multiplicacion en el algebra se corresponde
al producto de las series de Dirichlet asociadas, de forma que (¢(s)(g4(s) = (fvg(s). Si
ademas f es multiplicativa, es decir, verifica que f(mn) = f(m)f(n) si (m,n) =1,
entonces tenemos que (f(s) = Hp(l + fp)p =+ fPP)p 2 +---), ysi fygson
ambas multiplicativas, entonces también lo es f * g. Asimismo, si f es completamente
multiplicativa, es decir, f(mn) = f(m)f(n) para todo m,n € N, entonces se sigue de
lo anterior que (f(s) = [[,(1— f(p)p~*)~1, de lo que se deduce que (,¢(s) = (s(s) ™
De hecho, dada una funcién aritmética y multiplicativa, f, se puede comprobar que
f es completamente multiplicativa si y solo si f~!(n) = u(n)f(n) para todon > 1. A
continuacién, presentamos la herramienta més potente de esta teoria:

Lema A.16. Formula de inversion de Mobius: Si f y g son funciones aritméticas
entonces:

(A.50) fm) =Yg y g =3 fdnu(%)

dln din

son equivalentes.

En particular, este resultado nos sirve para deducir una identidad muy tutil. Sea
la funciéon de von Mangoldt, A(n) =logp sin = p* con p primo y k> 1, y 0 en otro
caso, se verifica que:

Lema A.17. Sin > 1, entonces se tiene que:

(A.51) logn:ZA(d) y An Zu log( )

dn dn
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