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Resumen

En 1944, Yuri V. Linnik publicé de uno de los resultados mas sorprendentes de
la teorfa de los niimeros primos en progresiones aritméticas: el primer primo en una
progresiéon aritmética no puede ser mas grande que una potencia de la diferencia. El
objetivo del proyecto es desarrollar la teoria de las funciones L de Dirichlet necesaria
para dar una demostracién de este resultado. Para ello, primero estudiaremos los
caracteres de Dirichlet que dan lugar a las funciones L y estableceremos las propiedades
analiticas basicas de estas funciones, como las ecuanciones funcionales o los desarrollos
en producto. Tras esto, expondremos resultados clasicos sobre la distribucién de los
ceros que nos permitiran demostrar teoremas de los nimeros primos en progresiones
aritméticas y nos darédn una primera aproximacion al teorema de Linnik. Por dltimo,
introduciremos los teoremas de densidad clasicos siguiendo una perspectiva historica
y presentaremos la estimacién de densidad sin logaritmos y el fenémeno de Deuring-
Heilbronn para concluir la prueba el teorema que da nombre a este trabajo.

Abstract

In 1944, Yuri V. Linnik shared one of the most surprising results of the theory of
prime numbers in arithmetic progressions: the least prime in an arithmetic progression
cannot be larger than a power of the common difference. The purpose of this master’s
thesis is to develop the Dirichlet L-function theory needed to prove this theorem. To
achieve this, we study Dirichlet characters and the basic analytic properties of the
corresponding L-functions, such as the functional equations or the product formula.
Afterward, we proceed with the classical results regarding the distribution of the zeros
that will allow us to prove prime number theorems in arithmetic progressions and to
make a first contact with Linnik’s theorem. Finally, after an historical perspective
of the zero density theorems, we present the log-free zero density estimate and the
Deuring-Heilbronn phenomenon to conclude the proof of the celebrated theorem.
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CAPITULO 1

Caracteres y funciones L

1.1. Caracteres de Dirichlet

La idea de esta secciéon es introducir lo mas basico de la teoria de caracteres en
grupos finitos para aplicarlo a los caracteres de Dirichlet.

Definicién 1.1. Sea A un grupo abeliano finito. Consideremos S' = {z € C : |z| = 1}
con el producto complejo. Un cardcter es un homomorfismo y : A — S'. Denotamos
por A al conjunto de todos los caracteres.

Podemos considerar en L?(A) := { f : A — C} el siguiente producto escalar
Y s
‘A| acA
que hace de (L?(A), (-,-)) un espacio de Hilbert.

Proposiciéon 1.2. Se cumple |A| = |A|. Ademds, A forma una base ortonormal de

(LQ(A)’ <" >)

Demostracion. Si A es ciclico con |A| = n, el homomorfismo queda completamente
determinado por x(a) donde (a) = A. Como x(a) € {z € C: 2" = 1}, |A| = n. El
caso en el que A no es ciclico se demuestra de forma similar descomponiendo A en
producto de grupos ciclicos.

Para la segunda parte, como dim L2(A) = |A|, basta demostrar que A es un
sistema ortonormal. Para ello, consideramos x1, x2 € A distintos y un b € A tal que
x1(b) # x2(b). Vemos que, como bA = A, si x = (x1, X2), tenemos

T = \A\ le Xa(a) \A\ le (ba)x2(ba) = x1(b)x2(b) 'z,
acA
de modo que, como x1(b)x2(b)~! # 1, tenemos x = 0. Por otro lado,
1=1,
(X1, x1) |A|ZX1 x1(a) |A|;

lo que demuestra que tienen norma 1. ]



2 Caracteres y funciones L

Definicién 1.3. Sea q € Z>>. Dado un caracter x € ((Z/qZ)X)“, definimos su cardcter
de Dirichlet asociado como la funciéon xy : N — C

(n) = {x(n+qZ) si (n,q) =1,

Con esta definicion queda claro que los caracteres de Dirichlet son completamente
multiplicativos y ¢-periddicos. A partir de ahora, abusando de notacién, denotaremos
por x al caracter de Dirichlet asociado.

El caracter de Dirichlet asociado al caracter trivial, es decir, la funcién

)1 si(n,q) =1,
xo(n) = {0 si (n,q) > 1,

se llama carécter principal y se representa con xg.

De las relaciones de ortogonalidad de los caracteres, podemos deducir el siguiente
resultado:

Lema 1.4. Sean a,b coprimos con q. Se tiene

— {sO(q) sta=b (mod q),

(mod ) 0 siaZzb (mod q).

Demostracion. Como ((Z/qZ)™ )" forma una base ortonormal de F ((Z/qZ)* ,C), po-
demos expresar ¢(q)1(a) como

o) > x@lppx)= Y. x@ Y. 1gxi@= Y. x@xO),

x(mod gq) x(mod gq) ce(Z/qZ)* x(mod q)

que es lo que queriamos demostrar. O

Ademas, para caracteres no principales tenemos la siguiente cota:

Lema 1.5. Sea x # xo un cardcter de Dirichlet. Entonces
N
> x(n) < elq).
n=1

Demostracion. Para cualquier k € Z,

q(k+1)
dooxm)= > x@= > x(a)xo(a) =e(g){x. x0) =0,
n=gk+1 a€(Z/qZ)* a€(Z/qZ)*

pues los caracteres son ortogonales. Ahora, con k = | N/q|, vemos que

N N
doxml=1 Y x(n)] <elq)
n=1 n=qk+1

porque hay menos de ¢(gq) términos no nulos. O
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1.2. Caracteres primitivos y sumas de Gauss

Una pregunta natural que surge al compararlos con las g-ésimas raices de la unidad
es si los caracteres que son «de verdad» moédulo ¢ tienen alguna propiedad que los
diferencie y los haga especiales, ya que, por ejemplo, las raices primitivas forman un
grupo abeliano y tienen suma importancia en la teoria de Galois. En el contexto de
los caracteres, la nocién de primitividad es mas sutil. Veamoslo con un ejemplo:

Ejemplo A. Estudiemos los siguientes caracteres modulo 8 y 12 respectivamente:

1 sin=1,5 (mod 8), 1 sin=1,5 (mod 12),
x1(n) =4¢ -1 sin=3,7 (mod 8), y x2(n) =< -1 sin=7,11 (mod 12),
0 si(n,8) >1 (mod38), 0 si(n,12)>1 (mod 12).

Esta claro que x1, definido como caracter moédulo 8, no deberia ser primitivo porque
es idéntico al dnico caracter y no principal médulo 4. Decidir que y2, definido como
caracter modulo 12, tampoco deberfa ser primitivo estd un poco menos claro. Sin
embargo, si nos restrigimos a los n, m coprimos con 12, vemos que x2(n) = x2(m) <~
n = m (mod 4), lo que parece indicar que, en realidad, y2 es un caracter modulo 4
«disfrazado». Esto se hace explicito en la relacién xs = xox, donde xq es el caracter
principal médulo 12 y x es el tnico caracter no principal médulo 4.

Definiciéon 1.6. Sea x # xo un caracter de Dirichlet modulo ¢. Se dice que d|q
es un modulo inducido de x si x(n) = x(m) siempre que (n,q) = (m,q) = 1y
n =m (mod d). El conductor de x es su menor médulo inducido.

Definicion 1.7. Sea x # xo un cardcter de Dirichlet médulo ¢. Se dice que x es
primitivo si su conductor es ¢, es decir, si no tiene médulos inducidos d < q. En caso
contrario, el conductor es ¢ < g y se dice que x es imprimitivo.

El carécter principal xo es a efectos practicos un caracter impritivo con conductor
q = 1, pero lo hemos excluido de la definicién porque los objetos asociados a €l los
analizaremos por separado. Por ejemplo, veremos que las funciones L de caracteres
no principales son enteras, mientras que la de g es esencialmente la funcion ¢ y tiene
un polo en s = 1.

Proposicion 1.8. Sea x un cardcter imprimitivo mddulo q. Sea ¢ < q el conductor
de x. Entonces existe un cardcter primitivo X' mddulo ¢’ tal que x(n) = x'(n)xo(n),
donde xq es el cardcter principal modulo q.

Demostracion. Si(n,q") = 1, elegimos como m cualquier namero tal que (n+mq’, q) =
1. Este ntimero existe porque, si r es el producto de los primos que dividen a g pero
no a ¢, entonces (n +mgq’,r) =1 implica (n + m¢’,q) =1y

n+mq =n+mq (mod r) <= m=m (modr),
por lo que habra algin m que cumpla lo que queremos. Asi, definimos

iy ) x(nt+mg) si(n,q') =1,
x ()= {0 si (n,q) > 1.
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Est4 bien definido y es un caracter modulo ¢’ porque es ¢’-periodico, x/'(n) =0 <
(n,q') > 1y es completamente multiplicativo. Ademas, x’ es primitivo porque si para
(n,q') = (m,q") =1y n=m (mod d) tenemos x’'(n) = x’'(m), entonces en particular
se cumple cuando (n,q) = (m,¢q) = 1 y por la minimalidad de ¢’ tenemos d > ¢’. [

Sera ttil recurrir también al grupo aditivo Z/gZ. Notamos que, en este grupo,
todos los caracteres estan generados por el siguiente caracter:

eq(n) ==e <Z> .

Definicion 1.9. La suma de Gauss de un caracter x es

q—1

T(x) =) x(n)eg(n).

n=1

Esta herramienta es un puente entre los caracteres aditivos y los multiplicativos.
En nuestro trabajo, su importacia se verd en la cuarta seccién de este capitulo, pues
querremos aplicar a una funciéon que depende de los caracteres multiplicativos la for-
mula de sumacién de Poisson, que se expresa en términos de los aditivos.

Proposicion 1.10. Sea x un cardcter mddulo q. Entonces
T(x) = x(=)7(x)-

Demostracion. Como x es g-periddico y completamente multiplicativo,

q—1 q—1

700 =D xX(n)eg(—n) =D X(~1)x(g — n)eg(—n) = X(—=1)7(X).

=1 =1

3
3

Ademas, como x(—1) € {—1,1}, es inmediato que x(—1) = x(—1). O
Proposicion 1.11. Sea x un cardcter modulo q. Si (n,q) = 1, entonces

q—1
(1.1) x()7(X) = p_ X(k)eq(nk).

Demostracion. Haciendo el cambio £k = nj (mod q), biyectivo en el soporte de la
suma,

qg—1 q—1
x(m)7(X) = ) _X(k)x(n)eq(k). = > _X(j)eq(in),
k=1 j=1
que es lo que queriamos demostrar. ]

Para caracteres primitivos, podemos extender el resultado:

Proposicion 1.12. Si x es primitivo, entonces (1.1) es cierto para todo n.
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Demostracion. Queremos probar que el lado derecho de (1.1) es 0 si (n,q) > 1. Sea
d= (n,q) y Q@ = q/d. Podemos suponer @) # g, pues si no la conclusion se sigue de la
ortogonalidad de x y xo. Entonces, con el cambio £ = k + Q7,

qfl d—1 Q(j+1) Q n d—1
Degnt) =3 D7 eq (50) X0 =Y eq (5h) DXk + Q).
Z:l 7=0/¢=14+Qj k=1 7=0
de modo que basta probar que para todo k se tiene
d—1
Z (k+Qj) =0.
7=0
Como yx es g-periddica
d—1 d—1 d—1
Xk+Q+Qj) =) X(k+Qj)+Xx(k+q) =) xk+Qj),
j=0 Jj=1 Jj=0

por lo que S es Q-periddica. Veamos que podemos obtener un m con a = 14+Qm tal que
(a,q) =1y x(a) # 1. Si no pudiésemos, dados ¢; = b+ Qm1, ca = b+ Qmg coprimos
con ¢, podriamos multiplicar por un inverso ¢ de b médulo () que sea coprimo con ¢, y
obtener cic = 14+Qm/, cac = 1+@Qml,. Con esto, tendriamos que x(c1¢) =1 = x(cac)
y cancelando el x(c) estarfamos demostrando que @ < ¢ es un moédulo inducido,
contradiciendo que x es primitivo. Una vez encontrado este a, vemos que (a,d) = 1,
por lo que

d—1 d—1 d—1

x(a)S(k) = » X(k+@Qmk+aQj) = ) X(k+@mk+Qj) = > X(k+Qj).
§=0 =0 =0

Por tanto, (x(a) — 1)S(k) = 0, es decir, S(k) = 0. O

Proposicion 1.13. Sea x un cardcter primitivo mddulo q. Entonces
700l = V-

Demostracion. Por la Proposicién 1.12, como X es primitivo, vemos que

q—1 q—1 q—1 q—1 q—1
D)) = X(R)X(eq(n(k —5)) = Y x(B)X() D eq(n(k — ).
n=0 n=0k,j=1 k,j=1 n=0
Notamos que la suma interior es ¢ si k = j y 0 si k # j, de modo que
q—1 q—1
P(@lr)IP =D X(n)r()* = X(k)x(k) = qp(q).
n=0 k:l

Con esto, basta simplificar el ¢(q) y tomar raices cuadradas. O
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Corolario 1.14. Sea x un cardcter primitivo. Entonces

Q

=
X(n):ﬁ 1X(k)eq(”k)-

B
Il

Esta propiedad es fundamental en la construcciéon de la ecuaciéon funcional de las
funciones L de Dirichlet para los caracteres primitivos.

1.3. Funciones L de Dirichlet

Si queremos estudiar primos en una progresion aritmética {a + gn},ecn, una forma
de intentar abordar el tema es tratar de mezclar los caracteres de Dirichlet, que nos
permiten restringirnos a clases de residuos modulo ¢, con la funcién ¢ de Riemann,
protagonista de muchos resultados acerca de la distribucién de los primos. Las series
de Dirichlet asociadas a los ¢(q) caracteres moédulo g son la combinaciéon de esos dos
conceptos que nos permitira estudiar los niimeros primos en progresiones aritméticas.

Definicion 1.15. Sea x un caracter de Dirichlet. La serie de Dirichlet de x se define
como

L(s,x) == > x(mn* =[[@-x@pr )" o>L
n=1 P

La funcion L de Dirichlet asociada a x seré la extension a C de la serie de Dirichlet

de x.

Es sencillo probar que la definicién en serie y en producto son equivalentes y que
L(s,x) es holomorfa en el semiplano o > 1 recurriendo a los clasicos teoremas de
Weierstrass o de Morera y a la factorizacion tnica de los numeros naturales. Ademés,
se puede probar mediante la expresién en producto y el teorema de Hurwitz que
L(s, x) no se anula en o > 1, aunque aqui vamos a apoyarnos en la funcidn de Mdobius
1, la funcion multiplicativa dada por la siguiente expresion para potencias de primos:

<k>'_ -1 sik=1,
PP 70 si k> 2.

La conexién viene dada por la siguiente observacion:

(1.2) o " 10— xtow™) = 3 pn(n™, o1

Aplicando a 1/L los teoremas sobre convergencia de series y holomorfia antes men-
cionados, se deduce de forma inmediata que 1/L no tiene polos en esta region, o,
equivalentemente, L no se anula en o > 1.

Proposicion 1.16. Sea x¢ el cardcter principal modulo q. Se cumple

L(s,x0) = ¢(s) [ [ =p7).

plg
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Demostracion. Vemos que xo(p) = 0 para todo p|lg v xo(p) = 1 para todo p 1 ¢, de
modo que

Lis.xo) = [Ja-p )" =T[-p ) [Ja-p) = ¢ [Ja-p),

plq p plg plg

tal y como buscabamos. O

Estas expresiones solo son validas para ¢ > 1, pues es donde L(s, xo) v ¢ admiten
las expresiones en producto. Sin embargo, esto nos da una extension de L(s, xo) a C,
pues ya sabemos que ¢ admite una extensiéon meromorfa a todo el plano complejo.
Ademas, de las propiedades de ¢ y del producto involucrado podemos deducir que
L(s, x0) tiene un anico polo en s = 1, simple y con residuo Hp|q(p -1 /p=p(q)/qg
y que los ceros de nuestra L son los de ¢ y s = 27ki/ log p, donde plq.

Encontrar una extension de L(s,x) al plano complejo para x # xo es una tarea
mas laboriosa, ya que no podemos apoyarnos tan explicitamente en los resultados
sobre (. En esta direccion, tenemos los dos siguientes resultados:

Proposicion 1.17. Sea x # xo0, A(z) = >, <, x(n). Entonces, para o > 1 se tiene

oo
(1.3) L(s,x) = s/ Attt de.
1
En particular, la funcion L(s, x) admite una continuacion holomorfa a o > 0.

Demostracion. Por el Lema 1.5, A es acotada. Sumando por partes, vemos que

Z x(n)n™° = A(z)x"* +s /1:8 A(t)t—*dt.

n<x

Ahora, si 0 > 1, tomando  — oo obtenemos (1.3). Como la integral converge local-
mente uniformemente en o > 0, esta expresion define una extension en ese abierto. [

Proposicion 1.18. Sea x un cardcter imprimitivo y sea X' el cardcter que lo induce.
Entonces

L(s,x) = L(s,x) [ [(1 = X' (p)p ™).
plg

Demostracion. Por la Proposicion 1.8, x = x'xo. Asi, vemos que

L(s,x) = [[@ = X @xop)p™) " =[[A =X ()p™*) " =

p

plg
[Ta=X®r ) [J =X @p*) = Ls,X) [ (1 = X' (p)p™).

p plg plg

lo que demuestra la proposicion. ]
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Este resultado, junto con la Proposicién 1.16, muestra que para estudiar los ceros
de las funciones L basta analizar los de la funcién ¢ y los de las funciones L de
caracteres primitivos.

Antes de embarcarnos en la tarea de encontrar ecuaciones funcionales, vamos a
explorar un poco la derivada y la derivada logaritmica de las funciones L.

Proposicion 1.19. Sea x un cardcter de Dirichlet. Entonces para o > 1
x(n logn L'(s,x) _ x~ x(n)A(n)
—L’ (s, %) y A ANV

-y e M) 2w

Demostracion. Para demostrar la primera identidad basta notar que la convergencia
absoluta y uniforme de la serie que define L(s, x) permite derivar dentro de la serie.

Para la segunda, notamos que L(s,x) # 0 en o > 1, por lo que podemos aplicar
el logaritmo a la expresién en producto:

—log L(s, x) = Zlogl— ).

Derivando, llegamos a

L' (s, Slo » oo s
- L((s,;c()) - ﬁ( gp ZZX logp = ;X(H)A(n)n

p n=1

identificando la serie geometrica y expandiéndola. O

Proposicion 1.20. Sea x # xo un cardcter mddulo q. Para 1 —1/logq < o < 1 se
tiene

|L(o,x)| =O(logq) y  |L'(0,x)| = O(log” ).

Demostracion. Para n < q tenemos

logn

1
n=7 <n tosa <nplelsd <en L.

Con esto, vemos que

> x(n)n~
n=1

Z O(log q).

q

q
< eZn_l logn < eZn_l log g = O(log? q).

n=1 n=1

q
Z x(n)n"%logn
n=1

Para acotar las colas, basta aplicar la sumaciéon de Abel y desigualdades triangulares:

o0

1 lo
Z x(n)n=? Sqlogq—i—a/ qt—~ Ldt = elosa + ¢! "<e+q10gq = 2e
n=g+1 a
y
o0 1 [e'e)
Z x(n)n=%logn| < glosa log q + J/ gt tlogtdt < 3eloggq.
n=q+1 q

En los dos casos, el orden de la cola es menor que el del inicio de la serie. ]
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1.4. Ecuaciones funcionales

Como sera costumbre a lo largo del trabajo, los resultados para L(s,x) tendran
formulaciones y demostraciones parecidas a las de la funcién ¢, aunque aqui la primi-
tividad de x es un requisito indispensable y la paridad nos obliga a separar el estudio.
Primero estudiaremos el caso par.

Lema 1.21. Sea x un cardcter primitivo tal que x(—1) = 1. Sea
> 7\'7L2(L’
¢z, x) = Y x(n)e  ©

n=—oo

Entonces

o0 = (L) o).

Demostracion. Por el Corolario 1.14 y por la primera igualdad del Lema A.2 con
x—x/q, « = m/q,

a > 7rn237 2mimn
T(ée,x) =D X(m) Y e @ a0
m=1 n=—00
q 1 o] 2
_ aq\ 2 _ (gntm)*m
=Y oxm)(3)7 X e

=1 n=-—0o0

Conectando los dos extremos, queda demostrada la igualdad. O

No es muy dificil convencerse de que estas ¢(x, x) son funciones de decaimiento
rapido. Ademas, sustituyendo x — 2~ y ¥ — ¥, tenemos 7(x)7(X) = ¢, aunque esto
ya lo sabfamos por la Proposicion 1.10. Con esto, ya podemos obtener la ecuacién
funcional para los caracteres pares a través de las siguientes funciones L completadas:

Definicién 1.22. Sea x un caracter primitivo tal que x(—1) = 1. Definimos

o= (2) T (2) 20

Separédndos de la teoria general de funciones L, aqui denotamos la funcién com-
pletada por £ en lugar de por A, de forma anéloga a como lo haciamos con (. Nuestra
estrategia ahora seré expresar nuestras £ en funcién de nuestras ¢ con la esperanza
de obtener una ecuaciéon funcional analoga a la de (.
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Teorema 1.23. Sea x un cardcter primitivo tal que x(—1) = 1. Entonces

N

q

7(X)

Demostracion. Empezamos con la expresion

T\ 2../S _ o at \? _,dt * s _mn’zdx
(5) G = [T () e = [Tt

donde en la tltima igualdad hemos hecho el cambio gt = mn?z. Sumando en n € N,
como tenemos convergencia absoluta, intercambiamos sumacién e integracién con el
teorema de Fubini

& d oo d s d
o0 =5 [ wiow0T =5 [ eleeT 5 [ im0

Usando el Lema 1.21, vemos que

6(1_87Y) - 5(87)()'

1

o =5 [ atole0T + 50 [ e T

1

FEsto ya nos da una continuacién analitica a todo el plano complejo, y si sustituimos
s —1—sy x — X, obtenemos

gz ™ d > d
-5 = 5= [ atoenT 45 [To e 0T

_q 1 Oox " dﬁ 7(x) oox s4+1 " da
‘ﬂm<2[ a0+ / o mx>

—qéloox%xd—x q Oox22xdx
‘ﬂm<21 o+ 5 ), e )

1
Identificando esta ultima expresion con Tq(—i)ﬁ (s, x), hemos acabado. ]

NI= N

Recordando la Proposicion 1.18, esto ya nos permite deducir que L(s, x) admite
una extensién entera cuando y es un caracter inducido por uno primitivo yi con
x1(—1) = 1. Nos gustaria poder repetir el mismo argumento cuando y es un caracter
primitivo e impar, pero si definimos ¢(z, x) como antes, tendriamos ¢(z, x) = 0. Por
tanto, vamos a tener que hacer un pequeno arreglo para solventar la imparidad de .

Lema 1.24. Sea x un cardcter primitivo tal que x(—1) = —1. Sea
e 7rn2.1‘
$r(z,x) = Y nx(n)e o .
n=—00
Entonces

T(X)$1(z,x) = igz 21 (z 7, X).
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Demostracion. Por el Corolario 1.14 y por la segunda igualdad del Lema A.2 con
x—x/q, a — m/q

a > 7rn2a: 2wimn
T(X)$1(x,x) =Y _ X(m) Y me @
m=1 n=-—0oo
q 3 2
o _ (9N 2 _(anr;n) s
—§jwmwg > (ntmfg)e
m=1 n=-—00

_ (gn+m)?r

Z Z (gn+m)(gn+m)e =

n=—oom=1

.1 3 1
=igzz 2¢(x 1, %)

I
<.
A~
8 |
v

Conectando los dos extremos, queda demostrada la igualdad. O

Notamos que nx;(n) ahora es una funcion par de n y que ¢; es de decaimiento
rapido. De forma analoga al caso par, podemos deducir 7(x)7(X) = —¢ sin apoyarnos
en la Proposicién 1.10.

Definicién 1.25. Sea x un caracter primitivo tal que x(—1) = —1. Definimos
_stl
o= (1) (M) B
Teorema 1.26. Sea x un cardcter primitivo tal que x(—1) = —1. Entonces
iq%
€1 -5%) = {560

Demostracion. Empezamos como antes, pero separando una n extra que serd absor-

bida:
o\ s+1 °° +1 %z do
(q) F< 5 >nx(n)n_5_1 —/0 nx(n)x z e d —

Sumando nuevamente en n € N, intercambiando sumacién e integraciéon y con la
misma separaciéon y cambio de variables que en el caso par,

o0 d o0 s+1 d
€e0=3 [ eFaeoT g [ T Fae 0T

x

Usando el Lema 1.24, vemos que
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Esto ya nos da la continuacién analitica, y si sustituimos s > 1 —sy x — X,

1

1q2 s de 1 [ _s _dx
f1-s0= ot [ e a0 T 4y [ o 0w
1 1

X

27(x) 2
1
g2 [1 [ s de 7 o . dx
= I / T 2 ¢1(357X)7+ (Xl)/ Z 2+1¢1(I‘,X)7
(x) \ 2.1 z 2iq2 J1 Z
1 1
iq2 1/oo st1 dx iq2 /°° s _dx
= Y T 2 ¢1 Z, X — + — M 2¢1 r,yxX)— |-
oy (2 1 0T 5 ® 07
1
Identificando esta ultima expresiéon con ;‘(1;)5 (s, x), hemos acabado. O

Recordando de nuevo la Proposicion 1.18, tenemos extensiones a C de todas nues-
tras series de Dirichlet. Los resultados y definiciones de esta seccién se pueden resumir
en el siguiente teorema:

Teorema 1.27. Sea x un cardcter primitivo y sea k = 0 st x(—=1) =1, k = 1 s
x(—1) = —1. Sea

(1) €5, 1) = (”)r (*35) 260,

q

Entonces )
e 1

q2
%f(SaX)-

De forma similar al caso de la funcion ¢, como &(s,x) es entera, los polos de
la funcién I' ya nos revelan una infinidad de ceros en los pares no positivos o en los
impares negativos en concordancia con la paridad de x. En el contexto de los caracteres
primitivos, estos son los conocidos ceros triviales. Ademaés, la ecuaciéon funcional nos
permite deducir que, en caso de haber ceros no triviales, se encuentran todos en la
clausura de la banda critica, es decir, en

6(1 - Sa%) =

0<o <1,

pues como las funciones L no se anulan en o > 1, en g < 0 solo tenemos los ceros que
ya hemos contado.

Si quisiésemos extender esto a los caracteres no primitivos, podriamos intentar ana-
dir el término que necesita L(s, x’) para convertirse en L(s, x) (ver Proposicion 1.18),
pero en este caso estd claro que no obtendremos una expresiéon parecida porque el
factor introducido no es invariante respecto a las reflexiones que estamos consideran-
do. Repetir las ideas sin la hipétesis de primitividad tampoco parece muy alentador,
pues los Lemas 1.21 y 1.24 se apoyan en el Corolario 1.14, que no es cierto sin esa
hipétesis. Por dltimo, podriamos multiplicar por los factores que le faltan a ambos
lados, es decir, dado x = x'xo un caracter imprimitivo moédulo ¢, podemos definir

_ 8tk

E(s,x) = (Z) T <8 ; “> L. 0 [T (1 _y/(p)p—u—s)) _

plg
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Expresando esta funciéon en términos de £ (s, x’), esta claro que

[NIES

"q

o £(s,x)-

f1-s0=c(-sX)]] (1 - Y'(P)p_(l_s)) (1=X'(p)p~°) =

plg

~—

Sin embargo, estas funciones se construyen para estudiar las funciones L, y, observando
las relaciones entre todas estas funciones, parece mucho més conveniente traducir la
informacion de £(s, ') a L(s, x) pasando por L(s, x') en lugar de por £(s, x), ademés
de que el estudio de L(s, x) necesitaremos hacerlo de todas formas. Por otro lado,
no consideraremos que la infinidad de ceros de L(s,x) en la recta imaginaria son
no triviales, es decir, para x imprimitivo, los ceros no triviales de L(s, x) seran, por
definicion, los ceros no triviales de L(s, x’). Por tanto, mientras que los ceros de &(s, x')
son los ceros no triviales de L(s, x’), los ceros de £(s, x) incluyen dos infinidades de
ceros en 0 =0y o = 1 que no son no triviales.

En resumidas cuentas, tratar de estudiar L(s, x) a través de £(s, x) no parece tener
mucho sentido, de modo que trabajaremos a través de L(s, x').

1.5. Productos de Hadamard

El estudio de los ceros que desarrollaremos en el siguiente capitulo se apoyaré en la
teoria de las funciones &(s, x) v de sus derivadas logaritmicas que mostraremos aqui.
Vamos a seguir el tratamiento de [Iv] y de [Da].

Definicién 1.28. Sea f una funcién entera. El orden de f se define como el infimo
de los a > 0 tales que

|s|*

fls) ke

Proposicion 1.29. Sea f una funcion entera de orden 1 y sea n(R) en nimero de
ceros de f en |s| < R. Entonces, para todo € > 0

n(R) < R

Demostracion. Podemos suponer que f(0) # 0. Por la formula de Jensen (ver A.3),
1 27 ) R
— log ‘f <R629)‘ df — log | f(0)] —/ n(r)r—tdr.
2w 0 0
Por tanto,

2R 2R 2 4
n(R) < / n(R)r~tdr < / n(r)r—tdr < / log ‘f (Rew)’ df < R'*=,
R R 0

tal y como buscabamos. O

Corolario 1.30. Sea f una funcion entera de orden 1 que no se anula en 0 y sean
r1,T2,... los mddulos de los ceros de f. Entonces, para todo € > 0 se tiene

—1—¢
g Ty < 0.
n
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Demostracion. Por sumacién por partes, vemos que

R R
Z ol = R n(R) + (1 +¢) / n(r)r 2 fdr < R72 4+ 1+ / riT2dr
s 0 1

Tomando limites, obtenemos el resultado. O

Proposicion 1.31. Sea f una funcion entera que no se anula y sea (Ry)5>, una
sucesion creciente no acotada. Sea 0 < a < 00. Si |f(s)] < Cexp(Ry) en |s| = 2Ry,
para todo k, entonces f(s) = exp(p(s)) para algin polinomio p de grado menor o igual
que o. En particular, esto se cumple si y solo si f es de orden menor o igual que a.

Demostracion. Como f no tiene ceros, tiene un logaritmo p(s) = log f(s) bien defini-
do. Por hipotesis, | f(s)| < Cexp(Ry) en |s| = 2Ry, de modo que Rp(s) < Ry +logC =
O(|s|*). Por el teorema de Borel-Carathéodory A.4,

p(s) < 2(Ry +log C) + 3|p(0)].
Por la férmula integral de Cauchy,

PO _ 1
—— < — méx
n! 2m |s|=2Ry

p(s)
Sn+1

2(R 4+ log C) + 3|p(0)] .

2n Ry, <

sin > a. O

Teorema 1.32. Sea f una funcion entera de orden 1 que no se anula en 0 y sean
P1, P2, ... los ceros de f repetidos de acuerdo a sus multiplicidades. Entonces existen
constantes A y B tales que

[e.e]

f(s) = B T (0 = s/pa)e’/n.

n=1

Demostracion. Sea 1, = |pn| y sea P(s) = [[°2,(1 — s/pn)e®/P. Este producto con-
verge porque, si |s| < Ry o > R, entonces [s/pn| < 1y

R2
S 5

2
n

N—

de modo que, como el Corolario 1.30 asegura que

el producto restringido a r, > R define una funcion holomorfa en |s| < R. El otro pro-
ducto esté formado por un nimero finito de términos por el principio de la identidad.
Asi,

P(s)= [ 0 =s/pa)e?? T] (1 = s/pn)es/?

rn<R rn>R
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es holomorfa en |s| < R para cualquier R, por lo que es entera. De esta manera,
f(s) = F(s)P(s)

para cierta funcién entera F' que no se anula. Nos gustaria poder asegurar que, como
f es de orden 1, F' también es de orden 1. Para ello, necesitamos acotar inferiormente
P en, por ejemplo, |s| = Ry para R — oo, por lo que en un principio fijaremos
R > 0. Si tomamos R = r,, para algin cero no podemos aspirar a una cota distinta
de |P(s)| > 0 en |s| = R, y el problema sera similar si R estd demasiado cerca del
modulo de algin cero. Ademaés, por esto mismo, parte de la dificultad esta en acotar
los términos correspondientes a ceros con modulo cercano a R. Con esto en mente,
subordinaremos la eleccion de R a la condicién ad hoc |r, — R| > r;,? para todo n, que
nos aporta la flexibilidad necesaria. Méas adelante veremos que tal eleccion es posible.

En primer lugar, notamos que, para r, < R/2,
(1= s/pn)e’?| > (|s/pn| — 1)e15/Pnl > =R/

Sumando por partes, vemos que

" /
Z ot = (RR//;) + /IR 2n(r)?“_2 dr < R°,

3

rn<§

por lo que

(1—s/pn)e’/?n| > exp | —R Z ot | > exp (—C’lRHa) .

< lon|<Z

NIk

En segundo lugar, para R/2 < r, < 2R, tenemos que

(1 s/pelrn| = =Sl > cons
Pn

por como hemos elegido R. Si R es suficientemente grande, como hay menos de R'*¢
términos llegamos a

H (1 —s/pn)e’/Pn| > (CQR*B)RHE/2 > exp (—C3R'Te) .
§<rn<2R
En tercer lugar, para r, > 2R y para cierta C' > 0
(1 — s/pn)e’/Pn| > exp (7C4R2r;2) > exp (fC4R1+57“7:1_5) ,
pues R < r,/2, por lo que

H (1—s/pn)e’/Pn| > exp | —C4R'*® Z it | > exp (—C5R1+5).
™m>2R rn>2R



16 Caracteres y funciones L

Juntando todo,
|P(s)| > exp(—(Cy1 + C3 4 C5)R'®).

Por tanto,

F(s) = f)((z)) <exp ((1+ Ce)R'™e).

Por ultimo, basta notar que, por el Corolario 1.30,
Zr;Q < o0,
n

por lo que podemos elegir una sucesion (Ry)72; lo suficientemente separada de todos
los ceros (|r, — Rgx| > r,2) v que tienda a oco. Asi, tenemos que F es una funcién
entera de orden 1 sin ceros, es decir, F(s) = eA+5s, O

Queremos aplicar esto a £(s, x), para lo que necesitamos el siguiente teorema:

Teorema 1.33. Sea x un cardcter primitivo. La funcion £(s, x), definida en (1.4), es
una funcion entera de orden 1.

Demostracion. Por las ecuaciones funcionales, ya sabemos que es entera. Veamos que
es de orden 1. Basta demostrar que

£(s,x) = O(exp(|s|'*%))

en o > % Por (1.3), para todo o > %,

L)l < vl [ Tl dt < 20(g))s)

Por la formula de Stirling (ver A.5), tenemos

r (255 < exn(Cls o).
Por tanto, vemos que, en o > %,
[€(s, )| < exp (Clsl) exp (Cls|log |s]) exp(Clog |s]) = O (exp (|s|'**))

para todo € > 0. O

Corolario 1.34. Sea x un cardcter primitivo. Existe una constante B(x) tal que

donde p recorre los ceros no triviales de L(s,x). Ademds, se tiene

1
RB(x) = —zp:%p.
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Demostracion. En primer lugar, notamos que los ceros de £(s, x) son exactamente los
ceros no triviales de L(s, x). Por el Teorema 1.32, como &(s, x) es una funcion entera
de orden 1, sabemos que

&(s.x) = B @ - s/p)e’l?

p

para ciertos A = A(x), B = B(x). Tomando derivadas logaritmicas a ambos lados,

§'(s,x) 11
&(s, x) _B(X)+Z<S—p+p>'

L, T TG Dsx) 1 1
(1.5) log + 8+"‘)+L(S,X)_B(X)—i_;(s—p—i_p)'

Para evaluar B(x), podemos recurrir a la ecuacion funcional para ver que

0 f0X ey (L 1
B =00 = &y ~ PW zp:(l—ﬁp)'

Ahora, como L(s, %) = L(3, X), tenemos &(s,%) = £, x), por lo que B(X) = Bx), ¥
por la ecuacion funcional 1 — p también es un 0 de L(s, x). Por tanto,

1 1 1 1 1
RB(x) = —- (+++)
00 4; l—p p 1—=p p

:—1 <§R1+%1>
24 p 1-7p

1
- _Ep:mp,

con lo que deducimos la segunda identidad que buscdbamos. ]






CAPITULO 2

Distribuciéon de los ceros I:
resultados clasicos

A lo largo de este capitulo, presentaremos una serie de resultados clasicos sobre la
distribucién de los ceros. Para convencerse de que estamos haciendo algo no trivial, lo
primero es comprobar que todas nuestras funciones tienen infinitos ceros no triviales.
Para ello, podemos apoyarnos en (1.5) y en la formula de Stirling si uno no esta muy
familiarizado con el comportamiento de IV /T": si suponemos que hay un ntimero finito,
podriamos tomar limites cuando s — oo por la recta real y tendriamos que que el lado
derecho es una suma finita (sobre los ceros) y el lado izquierdo tiende a co.

Nuestras siguientes tareas seran estudiar el nimero de ceros no triviales p = 5+
iy de L(s, x) con |y| < Ty dar una region libre de ceros, donde nos encontraremos
con los problematicos ceros de Siegel.

2.1. Numero de ceros en la banda critica

Como en la seccién anterior, nos centraremos en los caracteres primitivos y adap-
taremos la demostracion de [Iv] a £(s, x). Aqui, para T' > 2 definimos N (7', x) como
el nimero de ceros no triviales de L(s, x) en [t| < T. Sea R = R(T) el rectangulo con
vértices —% + 4T, % + ¢T orientado positivamente. Podemos suponer que &(s, x) no
se anula en R (hemos estrechado el contorno respecto al del [Iv] precisamente para
evitar los ceros en —1 de los caracteres impares), de modo que, por el teorema de los
residuos, el niimero de ceros es,

1 E(sx)

NI =5 R §(5: %)

ds.

Por la ecuacién funcional, si £ es [% — T, % - iT] U [% — T, % + iT] U [% + 4T, % + iT],
entonces

1 [ €sx) L [&6X)
N(T.x) = 2m/,c £(s,x) Wt o c &(s,X) @

19
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En primer lugar, vemos que
1

/ —flogzds = iTlogg.
c 2 ¢ m

En segundo lugar, tenemos

1 P/ S+kK 1 P/ S+K 1 T
/ (sfn)dsz_/ o (sfﬁ)dSZQi%F<—|—H—{—Z>.
2105 (3-1) 2T(H) 1727

Usando la formula de Stirling (Teorema A.5) y denotando K; = 1/4 + k/2, Ky =
K — %, vemos que esto es

T\ T T\ T T
2% (K2 log <K1 n Z2> + % log <K1 + Z2> = Z> +0(1/T) = Tlog 5 ~T+0(1).

Por ultimo, queremos acotar el término que depende de L(s, x). Para ello, empe-
zamos con la recta vertical. Como la convergencia es absoluta y uniforme, podemos
cambiar sumaciéon e integracion:

_L’(&X) . 9] . i o
/(g,T) Lis) O RZZX( JA( )/(, d

T)

_ ix(n)A(n)n_g <"T_”_T> =0(1).

ilogn

[N

Para acotar los otros dos segmentos, notamos que, por el Corolario 1.34 y por la
formula de Stirling, tenemos

L'(s,x) 1.« 1T
— _RB(y) — ~log * + R
L(s,x) ) ® 4

(21)  —-R
- Z&e% + O(log q([t] +2)).
, TP

Como —ﬂ?% < 1, como se puede comprobar con la Proposicion 1.19, tenemos

que

1
p

Notamos que ?Rﬁ > (4 + (T - 7)2)_1, donde p = 3 + i~y por lo que

1
zp: T2 = O(log¢T).

Con esto, podemos notar que hay O(log¢T') ceros con T < v < T + 1, pues de otro
modo tendriamos mas de O(logg¢T’) sumandos de orden 1. Para |y —¢| > 1, con
s=o0 +1t,

s—p 2+it—p| [s—pll2+it—pl = (y— )

1 1 ’ 2—0 3
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de modo que, recuperando (2.1) sin tomar partes reales y restando las evaluaciones
en sy 2-+itcont# -,

L' (s, L'(2 +it, 1 1
(2.3) —L((S’;‘)) = _L((Q—i—z't,;()) -3 (S_p —~ 2+7§t—p> + O(log g([t| +2))

_ Z 8%+O(logq(lt|+2)),

[v—t|<1

pues la suma restringida a |y —¢| > 1 es O(log q(|t| +2)) por la discusion anterior. De
esta manera, llegamos a

24T [ 24T 1
/ (5:%) 4, :/ > ——ds+O(logql).
LT L(s, x) 3 +iT ly—T|<1 y

Podemos obviar la parte real de la integral, ya que al dividir entre ¢ contribuiré a la
parte imaginaria de N(T', ), que sabemos que es 0. Con esto en mente, para cada p
en la suma vemos que

2+4T d 2 T —
s/ 8:/ o = O(1),
tyr s—p  J1 (=B +(T—7)
pues es menor que 7 en valor absoluto (hay que recordar que estamos suponiendo

que T no coincide con la ordenada de ningtn cero). Por tltimo, basta notar que
hay O(log ¢T') sumandos y que para el otro segmento los calculos son anélogos. Asi,

llegamos a
L'(s,x)
22 ds = O(log ¢qT).
/c L(s,x) ( )

Juntando todo, como estos célculos también valen para X, hemos demostrado el
siguiente resultado:

Teorema 2.1. Sea x un cardcter primitivo mddulo q y sea N (T, x) el nimero de ceros
de L(s,x) en el rectingulo 0 < o0 < 1, |t| < T. Entonces
T T T
N(T,x) = —logq— — — 4+ O(logqT).
T 2r ow
Para el caso de caracteres imprimitivos, el analisis es esencialmente el mismo: como
los ceros no triviales de L(s, x) son los de L(s,x’) con X’ el caracter que lo induce,
basta sustituir el médulo ¢ por el conductor ¢’ en la férmula. Si quisiésemos contar
también los ceros que hay en la recta imaginaria, basta notar que los ceros extra vienen

del factor
[[a=X®p).
plg

Para cada factor con p t ¢/, hay ceros en s = 27i (k 4+ «) /log p, donde X'(p) = e(a),
por lo que entre —T" y T hay O(T logp). Sumando todos, el nimero de ceros extra es
O(T'log q), de modo que, cuando x es imprimitivo, el nimero de ceros Nimp(T, x) de
L(s,x) en el rectangulo —3 < o <1, ¢ < |T| es

T T
Nimp (T, x) = P log o + O(T'log q).
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2.2. Regiones libres de ceros

La idea de fondo que puede servir para motivar los procedimientos viene explicada
en detalle en [Mo-Val, p. 172]: si ¢ tuviese un cero p = 1 + iy, entonces para § > 0
pequeno tendriamos
CA+6+iy) m

(2.4) U4o4iy) 0 +0(1)

donde m es la multiplicidad del cero. Sin embargo,

C’(1+5+Z’Y - n-1-96 1
§ A(n 1 E =—-4+0(1
§RC(1 F 2 cos*yogn 5 O(1),

de modo que m = 1, y para que se cumpla (2.4) sera necesario que que cos(vylogn)
esté muy cerca de —1 para la mayoria de valores de n. Sin embargo, esto llevaria a
que cos(2ylogn) = 2cos?(ylogn) — 1 esté muy cerca de 1 para todos esos valores de
n, haciendo que /

((1+5+2?7) _ _14_0(1)’

C(1+ 0+ 2iv) )

es decir, ¢ tendrfa un polo en s = 1 4 27, y esto es imposible porque sabemos que el
tnico polo de ¢ estd en s = 1. Todo esto esté cuantificado en

o] o] [z

La demostraciéon de esta formula se reduce a usar la siguiente desigualdad:

3+ 4cosf + cos20 = 2(1 + cos ) > 0, 0 = tlogn.

Por variar un poco la demostraciéon, vamos a usar la desigualdad
5+ 8cos + 4cos 20 + cos 30 = (1 + cos0)(1 + 2 cos )?

ligeramente mas complicada, que se convierte en

Estas desigualdades, que en principio sirven para descartar ceros en o = 1, per-
miten ir un poco més alld y estudiar posibles ceros p = 4+ iy con 8 muy cercano a
1. Empezaremos estudiando el caso de la funcién ¢ y después veremos cémo adaptar
esto a nuestras L. Partimos de la siguiente expresion:

et gt TG 11
e Bk L L S Ve §<s—p+p>‘

Aqui, p recorre los ceros no triviales de ( y B = log 2+ % logm—1— f'yEM7 donde vgm
es la constante de Euler-Mascheroni. Se puede encontrar una demostracién de esta
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identidad que no difiere mucho del tratamiento que hemos hecho para las funciones L
en [Iv]. Ahora, todo se reduce a acotar de forma inteligente y a organizarlo todo de
una forma presentable. En primer lugar, notamos que, si estamos lo suficientemente
cerca de 0 =1,
!/

1
(o) _ _
(o) o-—-1
Esto se puede comprobar observando que (s —1){(s) = 1+ (s—1)ygm + ... (ver [TFG,
Proposicion A.2|) y derivando logaritmicamente.

En segundo lugar, por la formula de Stirling (ver Teorema A.5), vemos que

s 1 1
Slog‘§—|—1’+7+—<logt

I'(5+1)
ls+2]  [s|> —

G+ 1)
para [t| > 14. Elegimos esta zona porque el cero no trivial méas pequeno esta en
s =1 +1i14,1347... (ver [LMFDB]).

En tercer lugar, vemos que, al igual que en la secciéon anterior, la suma sobre los
ceros p = 3 + iy de las partes reales es una suma de términos positivos:

11 -
5)%( +)—Uﬂ2+5220,
s=p p) ls—p* ol

cuando o > 1, por lo que podemos despreciarla total o parcialmente y las desigualdades
seguiran siendo ciertas.

Ahora, dado p, = B+ un cero de (, elegimos t = v > 14 y hacemos las siguientes
acotaciones: para s = o + it, nos quedamos con el 1/(s — p,) en la serie, mientras que
para s = o + 2it, s = o + 3it despreciamos toda la serie. Asi, sustituyendo todo esto
en (2.5) y reuniendo todo apropiadamente, como s — p, = 0 — 3, tenemos

5 8

c—1 o-p

15
+ ?logt >0,

donde 8 + 4 + 1 = 13 medios logaritmos vienen de las aproximaciones de Stirling y
los restantes son para absorber el 2log 2+ % log 3 < log 14 extra que obtenemos de los
términos correspondientes a o +2it y a o + 3it. El resto de términos son despreciables:
las constantes suman un nimero negativo que ademas puede hacerse cargo de lo que
corresponde a 1/(s — 1), pues recordamos que ¢t > 14. Tomando 0 = 1+ d/logt y
reordenando,

i 8
logt (54 %5) logt’

B<1+

Por tltimo, eligiendo § = 2/15 y teniendo en cuenta que ¢ no tiene ceros en |t| < 2,
podemos resumir el desarrollo en el siguiente teorema:
Teorema 2.2. Existe una constante efectiva ¢ > 0 tal que ¢ no tiene ceros en

C

-1 ¢
7 log(|t] + 2)

En particular, podemos elegir ¢ = 2/45.
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Veamoslo ahora para las funciones L replicando el argumento que hemos seguido
hasta ahora. Para el analogo a (2.5), basta recordar que todo se reducia a aplicar la
desigualdad 5 + 8cosf + 4 cos 20 + cos30 > 0 en cada término de la serie, aunque
usaremos la verison mas simple 3 + 4cos + cos 20 > 0. En este caso, vemos que el
papel de la unidad lo toma g y el de cosf lo toma la parte real de x(n)n® (no sirve
tomar solo la parte real de n*, como también podria parecer natural). Asi, sumando,

L'(o,x0) L'(o+it,x) L'(o + 2it, x?)
&%) ’ [_ L(a, x0) ] e [_%L((ﬂrit,x)] " [_% Lio+2it,x3) | = ¥

De nuevo,

o) _ (o) 1
Lioxo) = Co) “o-1

Recordando (2.1), cuando x es primitivo,

LX)
" L(s, x)

1
==Y R——+O(logq(lt| +2)),
p STF

donde, como vimos, cuando o > 1 la suma es de términos positivos. Llegados a este
punto, tenemos que distinguir el caso x real, i.e., x?> = xo0; y X complejo, para el que
x? es no principal (aunque no necesariamente primitivo).

Empezando por el caso en el que y es complejo, vemos que, si x? esté inducido
por X/, entonces, por la Proposicion 1.18,

L'(s,x*)  L'(s,x) log p
s S Al i <3 <log [[Jr ]| <logq.
L(s,x?) L(s,x) |~ | pro1-8 | b|=-oed
plq plq

por lo que la acotacion (2.1) es valida. Asi, consideramos un cero p, = +1i7, elegimos
t =~ y, al igual que con (, nos quedamos solo con el término que le corresponde en
la serie para acotar L'(o +it, x)/L(o +it, x) y despreciamos toda la serie para acotar
L'(o + 2it,x*)/L(o + 2it, x*). Asi, obtenemos

3 4
071—m+010gq(‘t‘+2)>0,

y repitiendo lo que hicimos antes, obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.3. Ezxiste una constante efectiva ¢ > 0 tal que, si x es un cardcter com-
plejo, L(s,x) no tiene ceros en

c1
(2.8) o>1 g gt +2)"

Hemos enunciado el teorema incluyendo el caso en el que x es complejo pero sin
la hipoétesis de que sea primitivo porque, cuando es imprimitivo, los ceros extra de
L(s, x) estan en o = 0. Por tanto, como ¢’ < ¢ donde ¢’ es el conductor de x;, la region
libre de ceros para caracteres no primitivos es vélida. Un detalle fundamental es que
la constante ¢ no depende de gq.
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El caso en el que x es real es, irénicamente, mucho més complejo. Usando la
Proposicién 1.16,

L'(s;x0)  ¢'(s)

L(s,xo0)  ¢(s)

Podriamos intentar seguir la demostracién para (. Sin embargo, al contrario que en
el caso de (, aqui no sabemos si hay ceros p = 8 4 iy con v pequeno. Por tanto, aqui
no podemos despreciar el polo en s = 1 como haciamos antes, por lo que, contandolo
en nuestra aproximaciéon, tenemos que

< logg.

L'(o + 2it, vo) 1
L(o + 2it, xo0) o—1+2it

+ O(log q(|t] +2)).

Sustituyendo en (2.7), repetimos el proceso: consideramos un cero p, = B+ iy y
tomamos t =vy o =1+0d/(logq(|t| +2)).

No obstante, ahora nos vemos obligados a separar nuevamente en dos casos: si 7y es
suficientemente grande, id est, si estamos lo suficientemente lejos del polo, deberiamos
poder aspirar estimaciones del tipo (2.8). Asi, siguiendo el [Dal, consideramos vy >
0/(log q(|t| + 2)). En este caso,

1\ 1 t 2
) M + Clogq(|t] +2).

4
<|(3+=
1= B+ 0/(logq(f] + 2)) <+5 5
Despejando
(4 5C8)6
(16 + 5C6) log q(|t| +2)°

Asi, si 6 < 4/5C y v > 6/(logq(|t| +2)), tenemos una region libre de ceros como la
del caso complejo.

b<1—

Para el caso en el que 7 es pequeno, notamos que, si hay al menos dos ceros (dos
complejos conjugados o uno real doble), (2.7) deberia capturar eso. Vedmoslo:

L'(o,x) 1 1 ___2Ae=P)
Tl “Tamp aop ORI T

Por otro lado, como

+ Clogq(|t| +2).

L'(o,x) > N O) 1
Lo T M= e
tenemos que
L 202D Clogq(t] +2).

o-1 (0 =B+~
Ahora, tomamos o = 1+ 26/ log ¢(|t| + 2) notamos que

) c—1 o-p
< = < .
~ logq(|t| + 2) 2 2

1]

Por tanto,

1 8
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Despejando,
20 3—-10C6

~logq([t] +2) 5+ 10Cs

Eligiendo § suficientemente y tomando ¢y el minimo entre ¢; lo que salga aqui, podemos
resumir estos resultados sobre regiones libres de ceros en un teorema:

<1

Teorema 2.4. Eziste una constante efectiva ca > 0 tal que, si x es un cardcter modulo
q, L(s, x) tiene como mucho un cero en

-
log g([t| +2)

Ademds, si este cero excepcional existe, es necesariamente un cero real y simple y x
es un cardcter real no principal.

De nuevo, hemos enunciado el teorema sin hacer alusiéon a la primitividad de x
porque se puede extender a caracteres no primitivos. El siguiente paso natural seria
descartar la existencia de este cero real y simple. ; Por qué no repetimos el final de la
demostraciéon anterior, cuando suponiamos que -y era pequeno, pero suponiendo que
hay un cero real y simple? Si volvemos a hacer el desarrollo, obtendremos tenemos

que
1

To—1

1
< —— +Clogg.
O‘_

que es una desigualdad més débil que la trivial 5 < 1. Aunque no seremos capaces de
descartar su existencia, a lo largo de la siguiente secciéon demostraremos una serie de
resultados que nos permitirdn «limitar su comporamientos.

2.3. Ceros excepcionales y el teorema de Siegel

En la seccién anterior, las limitaciones de las regiones libres de ceros clasicas no nos
permitieron descartar la existencia de ciertos ceros excepcionales (también llamados
ceros de Siegel) en las funciones L asociadas a ciertos caracteres reales primitivos, a
los que nos referiremos como caracteres excepcionales. Este es un problema abierto
que se hard presente en las aplicaciones de las estimaciones que queramos hacer a
partir de los ceros, pues como no sabemos si existen o no tendremos que analizar
las dos posibilidades para obtener resultados incondicionales. Con esto en mente, la
idea de esta seccién es presentar varios resultados que aseguran que, si existen ceros
excepcionales, no puede haber demasiados ni pueden acercarse demasiado rapidamente
a la recta o = 1. El tratamiento que haremos en esta seccién se puede encontrar en
[Da] o en [Mo-Val]. Empezamos con tres resultados de Landau:

Teorema 2.5. Sean x1,x2 dos caracteres reales mddulo qi1,qs respectivamente tales
que x1Xx2 no es principal. Existe una constante efectiva cs > 0 tal que L(s, x1)L(s, x2)
tiene como mucho un cero en

C3

o>1—- —.
log q1g2
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Demostracion. Empezamos notando que, como (1 + x1(n))(1 + x2(n)) > 0, tenemos
la desigualdad

_J6) Lloxi) Lloxa) Lloxixe) o

C(S) L(Ua Xl) L(Ua XQ) L(Jv X1X2)

Ahora, como x1X2 no es principal,

L'(o, xax2
_Loaxe) < a1 log qigz,
L(o, x1x2)
de modo que nos encontramos con una situacién parecida a la del doble cero real.
Supongamos que L(s, x1)L(s, x2) tiene dos ceros reales 1 < 2 cercanos a o = 1.

Entonces
1 2

a—l_a—ﬁ

y siguiendo los pasos de antes deducimos el resultado. O

+azlog qig2 > 0,
1

Con este resultado, ya vemos que no puede haber demasiados ceros excepcionales
en los siguientes sentidos:

Corolario 2.6. Podemos elegir la constante efectiva co > 0 del Teorema 2.4 de modo
que para todo q como mucho hay un cardcter excepcional maodulo q.

Demostracion. Basta notar que podemos elegir g1 = ¢o2 y, como los caracteres reales
son su propio inverso en el grupo de caracteres, si consideramos dos distintos del mismo
modulo su producto no sera el caracter principal. Tras esto, basta tomar co < ¢3/2. [

Aqui estamos modificando la definicién de cero excepcional, pues obviamente de-
pende de la constante que elijamos. Puede parecer que simplemente estamos «mo-
viendo la porteria», pero como en realidad lo que queremos es hablar de todos los
modulos a la vez, estas redefiniciones no son problematicas. En este sentido, la pre-
gunta de si existen ceros de Siegel realmente es si existe una sucesion de ceros 3; tales
que lim;(1 — 3;)logg; = 0, por lo que el Teorema 2.4 es «Optimo» en cierto sentido;
o si, por el contrario, podemos conseguir una regién realmente libre de ceros del tipo
(2.8). En la practica, asumiremos que ¢y es como en este tltimo corolario y que es
menor que +log?2 < %, pues tanto en el Teorema 3.12 como en los ultimos resultados

1
del trabajo sera conveniente tener este conotrol.

Otro corolario, esta vez con modulos variables, es el siguiente:

Corolario 2.7. Dado A > 0, existe una constante efectiva c(A) > 0 tal que, si existe

una sucesion qi,qo, ... de mddulos con caracteres excepcionales definidos respecto a
c(A), es decir, que sus funciones L tienen ceros 1, B2, ... respectivamente tales que
c(4)
0g q;
entonces

A
qj+1 > qj -
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Demostracion. Eligiendo ¢(A) = ¢3/(A + 1), vemos que L(s, x;)L(s, xj+1) (donde
naturalmente xj es el caracter excepcional modulo g) tiene dos ceros excepcionales
Bj y Bj+1. Entonces, naturalmente

c(A) 3
1-— <min{fj,Bjy1} <1 — ——.
log ¢, 7 log q;qj+1
Comparando los extremos y manipulando, qJA < @j41- ]

Otra deduccion que se puede hacer del Teorema 2.5 es el siguiente resultado, debido
a Page:

Teorema 2.8. Fuxiste una constante efectiva cq4 > 0 tal que para todo QQ > 3 hay como
mucho un cardcter primitivo real modulo g < Q tal que L(s,x) tiene un cero real

con
C4

B>1_logQ'

Demostracion. Nos restringimos a los caracteres primitivos para asegurarnos de que
su producto no sea un caracter principal y asi poder aplicar el teorema anterior. Con
esto en mente, vemos que si x1 v x2 fuesen dos caracteres asociados a dos ceros
excepcionales 31, 82, tendriamos que

; C3 C4
min{fB,fo} <1 - ———<1-
{ J log q1g2 log @
si elegimos ¢4 = c3/2, pues claramente Q% > q1qa. ]

Con este, tenemos cuatro resultados parecidos sobre como de comunes pueden ser
estos ceros. Nuestro proximo objetivo sera dedicarnos a la otra parte de esta seccion,
en la que la pregunta es como de «malos» pueden ser estos ceros, es decir, como de
cerca pueden estar de s = 1.

Teorema 2.9 (Teorema de Siegel). Para todo € > 0 existe una constante (inefectiva)
C(e) tal que todo cardcter real principal x mddulo g no tiene ceros reales en

C(e)
¢

s>1-—

Deduciremos este resultado de la siguiente cota inferior para L(1,Y), también
debida a Siegel:

Teorema 2.10 (Siegel). Para todo € > 0 existe una constante (inefectiva) C'(g) tal
que para todo cardcter primitivo real x se tiene

L(1,x) > C'(e)q"".

Seguiremos la demostracion de Estermann a través del original |[Es| y de [Da]. Para
hacerlo mas digerible, lo separamos en tres:
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Lema 2.11. Sean x1, x2 dos caracteres reales primitivos distintos modulo qq,qo Tes-
pectivamente. Consideramos la funcion

F(s) = ¢(s)L(s, x1)L(s, x2)L(s; x1X2),

que tiene un polo simple en s =1 con residuo K = L(1,x1)L(1, x2)L(1, x1x2). Existe
una constante ks > 0 tal que

1 7
K > k3(1— 5)(q1q2)8(1—s) <2 — F(s)> para 3 <s<1.

Hemos reordenado un poco la expresion que se da en los documentos citados para
facilitar su aplicacién posterior.

Demostracion. La funciéon F' es meromorfa en C con un polo simple en s = 1, y para
o > 1 admite la siguiente expansion:

o0
F(s) = Z anpn”®,
n=1

donde a3 = 1y a, > 0 para todo n. En su articulo original, Estermann demuestra
esta no negatividad a partir de la expansién de F' en producto de Euler, analizando
factores en funcion de los valores de x1(p), x2(p) € {—1,0,1}. Otra estrategia posible
es la siguiente: restringiéndonos a s > 1, con el producto de Euler, vemos que

log F(s) = = log (1 =p~*)(1 = xa()p~*)(1 = x2(p)p~*)(1 — x1(P)x2(P)p~)) -

Separando en varios logaritmos y expandiéndolos,

[e.9] —ms

log F'(s) :Z b

p m=1

(L a M)+ ™).

Tomando exponenciales a ambos lados y desarrollando en serie, obtenemos una suma
triple en la que claramente el término que acompana a n~° es no negativo porque
ningin término de la suma triple es negativo. Para ver que a; = 1, basta tomar
limites en el infinito a lo largo de la recta real. Una vez nos hemos convencido de esto,
expresamos F' como una serie de potencias:

oo oo

Fm)(2)(s —2)™

R S D C I (I S
m=0 m=0

donde by = F(2) > 1 por la expansion en serie de Dirichlet y b, > 0, pues el signo de

F(™)(2) alterna con m y ha sido absorbido por el (2—s)". Con esto, podemos quitarle

el polo a F'y asimilarlo en la serie:

o0

K > (b —E)(2— )™

s—1
m=0

G(s) == F(s) —
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Como ahora tenemos una funcién entera a la izquierda, el radio de convergencia de la
serie de la derecha es 0o > 3/2. La funcion ¢ esté acotada en |s—2| = 3/2, y, acotando
L(s, x) con (1.3) porque X1, X2, X1X2 son no principales, tenemos que

3
G < [F&)] +2K <higlad  en s —2/= 2.
para cierta k1 > 0. Por tanto, por la férmula integral de Cauchy,
1 1G(s)]
_ <
b= Kl < = [ O sl < Bt /)"
ls—2|=3
Con esto, para 7/8 < s < 1,
M-1
G(s) = > (bm — K)(2—5)" Z kig2g2(2/3)™(2 — s)™ = A — B.
m=1
Para acotar A, vemos que, como by > 1y by, > 0,
M-1 M-1
K(2-sM -1
Zo(bm—K><2—s>mz I-KY (2-s)"=1- ( 1_)8 )
m= m=

mientras que para B basta notar que
[e.e]
B <kigig3 Y (2/3)"™(2 - 7/8)" = kagia3 (3/9)M
m=M
Eligiendo el minimo M tal que B < 1/4 y simplificando, esto se traduce en

1 K2-sM
(2.9) F(s) > 5T T

Ademas, usando (141 — s)™ < exp(M(1 —s)) y log4/3 > 1/4, vemos que
1-s
(2 — s)M <exp(M(1-—3)) < (exp (8 log (2\/k2q1q2) + 1)) < k3(q1q2)8(1—8)

para algin ks > 0. Sustituyendo en (2.9), llegamos a

(2.
1 kK
2

8(1-s)
1 ) Y

F(s) > (Q1Q2

que es lo que buscdbamos pero ordenado de otra manera. ]

Demostracion del Teorema 2.10. Sea 0 < € < 1. Si existe un x1 con L(f51,x1) = 0,
donde B; > 1 — ¢/16, entonces F(51) = 0 independientemente de la eleccion de xa.
Si no, F(f1) < 0 para todo 51 € (1 —¢/16,1) independientemente de la eleccion de
X1 Y X2, porque F' no tiene ceros en (1 —¢/16,1) y limyq4; F'(s) = —oo. Esta tltima
afirmacion es consecuencia de que, en el producto que define F', las L son funciones
continuas que no se anulan en (1 —¢/16,00) con lim,_,4~ L(o,x) = 1 y por tanto
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positivas; y de que la funcién ¢ es negativa en esa regién. En cualquiera de los dos
casos, F'(31) <0y, despejando L(1,x2) en la desigualdad del lema anterior,

1-75
2ksL(1,x1)L(1, x1x2)

En la dltima desigualdad hemos usado la Proposicion 1.20. Aqui, ¢; depende de € y
8(1 — B1) < €/2, por lo que absorbiendo todo en una constante,

8(B1-1) > 1-5
~ 2kqlog q1 log g2

L(1, x2) > (7192) (q1g2)3P 1.

L(1,x2) > C'(e)g, *(log g2) ' > C'(€) g5 °

para todo g suficientemente grande. ]

Demostracion del Teorema 2.9. Como siempre, basta probarlo para caracteres primi-
tivos. Sea 8 un cero de L(s, ). Por el teorema del valor medio y por la Proposi-
cion 1.20, vemos que

C'(e/2)q™/* < L(1,x) = L(1,x) — L(B, x) < c(log? ¢)(1 — B).

Comparando los extremos,

B<1-C'e/2)q "

para ¢ suficientemente grande. O

Es importante notar que aqui las constantes C'(¢), C’(g) no son efectivas, es decir,
hemos probado que existen pero no tenemos un modo de calcularlas explicitamente.
No podemos hacer un desarrollo como el previo al Teorema 2.2 y concluir que, si
e = 1, entonces podemos tomar C(g) = 1355 v C'(¢) = 155- Para entender por qué es
el caso, tenemos que volver a la demostraciéon del Teorema 2.10. La constante depende
de 1 — 81 y de q1, por lo que en principio deberiamos conocer ambos para determinar
la constante, y es ahi donde aparece el problema: la eleccién de 51 y de ¢1 se divide
en casos. Todavia no tenemos constancia de la existencia de ceros fuera de la linea
critica, por lo que, si quisiésemos dar una constante, nos tendriamos que situar en el
segundo caso, pero para afirmar que estamos en el segundo caso necesitamos haber
demostrado que no hay ceros en o > 1—¢/16, que es un resultado mucho mas potente
y que no sabemos si es cierto.

Esta «no efectividad» de la constante tiene su impacto en las aplicaciones. Por
ejemplo, nos impide dar una versiéon completamente explicita del teorema de Siegel-
Walfisz que demostraremos en el siguiente capitulo. Esto contrasta con el teorema de
los niimeros primos, que también demostraremos, para el cual es posible encontrar
resultados sin constantes ocultas.






CAPITULO 3

Primos en progresiones aritméticas

3.1. Foérmulas explicitas

Nuestro objetivo es demostrar versiones fuertes del teorema de los ntimeros primos
en progresiones aritméticas, es decir, no solo queremos demostrar que {a+gqn}n>0 con-
tiene infinitos primos si (a,q) = 1 sino también queremos obtener estimaciones sobre
el namero de estos menores que un cierto x y sobre el error con cierta uniformidad en
q. Para ello, recurriremos a las formulas explicitas, que permiten relacionar funciones
que codifican informacién sobre estos primos con los ceros de las funciones L asociadas
a los distintos caracteres modulo ¢. El primer ejemplo de féormula explicita aparece
en la famosa memoria de Riemann de 1859, aunque la demostracién es debida a von

Mangoldt: si consideramos
A(n)
II(z) := E logn’

entonces para x > 1, si  no es la potencia de un primo,

dt
t(t2 —1)logt’

M(z) = li(z) — > li(a”) —log2+ /Oo
p T

La suma sobre los ceros no triviales no es absolutamente convergente sino que se
interpreta como el limite de la suma restringida a |y| < T.

Esta formula no es muy comoda de exponer y en su lugar en los libros se suele
presentar una para la primera funcion de Chebyshev o funcion 1 de Chebyshev, que
es la que demostraremos aqui.

Definicion 3.1. Definimos la primera funcion de Chebyshev para x > 0 como

Y(z) =) An)

n<x

y, dado un caracter de Dirichlet x, la primera funcion de Chebyshev de x como

B, x) =Y x(n)A(n).

n<x

33
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Por dltimo, definimos

Gole) =3 A(m) vy wola) = Y x(n)A(n),

! , . . . .
donde ) toma el dltimo término con peso % si « es entero.

Mientras que es relativamente facil convencerse que v (z) si carga con mucha in-
formacion sobre los primos, 1(z, x) por si sola no parece que aporte demasiada infor-
macién. Sin embargo, al sumar todas las de un moédulo ¢, vemos que

b= 3 Am=Y (gpgq) Zx(a)x(n)> An) = (p(lq)Zx(a)w(:v,x)

n<x n<x
n=a (mod q)

La base de las formulas explicitas esta en [Mo-Val, Theorems 5.2 & 5.3]:

Teorema 3.2 (Formula de Perron). Sea D, la serie de Dirichlet asociada a (an)5> 4
con abscisa de convergencia absoluta o,. Sea g > méx(0,0,), x > 0. Entonces

Z ap = =— Da(s)x—ds+R(az,T),
ol 21 (00,T) S

donde

3 T 490 g0 2 _ 0o
R T) < Y ranrmln(l,T,n_$|)+ TN and 0 Lyl 8
z/2<n<2x n=1

n#x

Demostracion. Queremos obtener una estimaciéon de las integrales de linea para cada
término a,n~% de D,, por lo que escribiremos y = x/n > 0. En primer lugar, para
y < %, definimos C' como el contorno que va de oo —iT a o9 — i1 a o9 + 11 a co+iT.
Entonces vemos que

/ /yd /0’0 zTy dS—/ooJrzTy s /oo zTy dS—/ooJriTyst
(a'o,T) § C co—iT S oo+iT S oo—iT S oo+iT S ’

pues y°/s no tiene polos en el interior del contorno. Para acotar estas integrales, vemos

que
ocotiT oo ,oxiT oo ,,0 o0
/ yds/ Y . da<</ y—da<<y—.
ookiT S oo 0 E£iT oo T T

0

Por otro lado, para 1 < y < 2, consideramos el contorno C' que va de o9 — i1 a
oo+l ail a —iT a og — 4T con un semicirculo de radio € centrado en cero que evite
incluir el 0. De nuevo, la integral a lo largo del contorno es 0, y estimando el resto de
integrales tenemos

oo+iT oo ,,0xiT oo ,,0 200
/ Y s = / v da<</ Y do< =
+4iT S 0 o=+ ZT 0 T T
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Haciendo € — 0, la integral a lo largo de las dos semirectas tiende a

1 T ,is _ ,,—1is 1 T o 1 1 1 0o int
Lo [V - L Sm(sogy)dsz+/ RULT
211 e—0 J, s me—0 J, s 2 T Twgy

y la integral a lo largo del semicirculo tiende a
1 s 1 /2 : 1
—_lim Y ds = —1im yeexP(i0) qg — =
273 e—0 JIs|=¢ s 21 e=0 ) _r/0
>0

Ademas, notamos que

/Oosintdt:_cosx+/°° COStdy:O min 171 7
. 0 T . 12 x

y como |logy| = |log(1+ (y — 1))| < |y — 1| en la regién que estamos considerando,
obtenemos lo que buscdbamos. Para el resto de y # 1, los calculos son analogos
atendiendo al residuo correspondiente. Por tltimo, para y = 1,

1 ds 1 [T o 1 © q 1
_ &2 _ 0 @t==40 —dr| =40 (coT™).
27 J(gory 5 27 /T 03 + t2 2 * (/T r? 7’) 2 +O(oT™)

90

Resumiendo,

O (yoT ) siy <3,
. ) O (min (1,]y — 1[71771) + 20071) si g <y<1,
- y—d3: %+O(00T_1) siy =1,
274, (0'0 T) S _ _ B .
’ 140 (min (1, |y — 1|717~1) 4 2007 1) sil<y<2,
1+0 (yUOT_l) siy > 2.

Como la convergencia de la serie es absoluta, el término de error es

. €z 470270 & —o0 90
Ra) < 3 foalmin (L g ) + 55 3 ol w7+ Lol
x/2<n<2x n=1
n#x
que es lo que buscédbamos. O

La idea es aplicar esto tanto a vg(x) como a 1g(z, x) para aprovechar el estudio
que hemos hecho sobre los ceros de ( y L, o, equivalentemente, de las singularidades
de sus derivadas logaritmicas. Antes de empezar, necesitaremos el siguiente lema:

Lema 3.3. Para cualquier subconjunto cerrado de o < —1 que no contenga ceros
triviales se tiene

= 0 (log2|s]).
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Demostracion. Sustituyendo s — 1 — s en [TFG, Corolario 2.12|, obtenemos

C1—s)=2(02m)""° (cos —mg) T'(s)¢(s).
2
Tomando derivadas logaritmicas,

—74/(1 —3) = —log 2w — T tan =2 + (o) + ¢s)

¢(1—s) 22 T(s) ()
Como queremos acotar el lado izquierdo para 1 — o < —1 podemos considerar el lado
derecho para ¢ > 2. Para el termino tangente, lo reescribimos de la siguiente manera:

s e™ —1 . 2
tan — = —1— =—|1l——].
2 67'('28 + 1 eTI"LS + 1

La funcién es 2-periddica, esta acotada lejos de la recta real y, por como hemos elegido
el dominio, también cerca de la recta real, por lo que esta acotada. La derivada loga-
ritmica de ¢ y log 2w también estan acotados. Por tltimo, por la férmula de Stirling,
el término de I" es O(log |s]). O

Analizaremos primero la relacion entre ¢ y ¥o(x) y después pasaremos a las fun-
ciones L, para las cuales podremos reciclar la mayor parte del trabajo y de las ideas.

Teorema 3.4. Sea x > ¢ > 1, T > 2. Denotemos por (x) la distancia de x a la
potencia de un primo mds cercana (distinta de x si es que es una). Entonces

Yo(z) = — Z :I;)p—gg(((())))—;log(l—x2)+R(x,T),
yIsT

donde p recorre los ceros no triviales de ¢ y

log? 2T
R(z,T) < # + min (1, T?@) log .
Demostracion. Para cada x, elegimos o9 = 1+ 1/logx de forma que x7° = ex y
definimos ) , i
I(2,T) = — / SCOE
270 Jigymy C(s) s

Aplicando la formula de Perron, obtenemos

do(x)=I(z,T)+O[ > A(n)min< T _x‘> ZA oo+A(x)% ,

z/2<n<2zx
n#x

donde el ultimo término solo aparece si x es la potencia de un primo. Para la segunda
serie del término de error, notamos que

- o ('(00) I
ZA(n)n =~ Cloo) < p log z,
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por lo que el término esta controlado por 7~ !logz. Para el primer término, sepa-
ramos en dos: para acotar los dos posibles valores de n para los que |z — n| < 1,
sustituimos A(n) < logz y |z —n| > (x) > 0; para acotar el resto, vemos que

2 2z—[x]
1 1 1 1
. [ . e > kt(z]—z - >, p S loed
z+1<n<2z n=[z]|+1 k=1 1<k<z

de modo que, operando de forma similar para z/2 < n < x — 1, tenemos la siguiente
cota para el primer término:

, x zlog?x , T
Z A(n) min (1, Tln = x]) < T + min <1, T<£L‘>> log x.

z/2<n<2x
n#x

Como el resto de términos de error son de orden menor, este es nuestro término
de error por ahora. El objetivo ahora es trabajar con I(z,T) a través del teorema
de los residuos. Para ello, tomamos un K grande e impar, consideramos el contorno
rectangular con vértices en og+¢1, —K 4T, —K —i1T' y 09— y sustituimos nuestra
integral de linea por las otras teniendo en cuenta los residuos que toquen. Queremos
evitar que nuestro contorno se acerque demasiado a algtn cero. Elegir K impar lo
garantiza para o0 < —1,y, como N(T'+1)— N(T) = O(log T'), empezaremos tomando
T de forma que |T — | > (logT)~! para todo cero p = 3 + i~y. Asi, para s = o + iT
con —1 <o <2,

1
Z P Z O (logT) = O (log®T) .
y=T[<1 ly—T]<1

Con un analogo a (2.3) para (, tenemos que

_g((j))_O(logQT), s=o0+il, -1<o<2.

Con esta estimacion, vemos que

—14+4dT 41 s 2 oo 2
/ C(S)x—ds<< log T/ x"da<<7xlog T
oo+iT C(S) § T —00 Tlogaz

porque x°° = ex, y la misma estimacion sirve para su reflejada. Ademas, por el
Lema 3.3, podemos acotar el resto de la integral en las rectas horizontales por

/_KHT ¢'(s) z® ds < log 2T /‘1 27 do < log 2T

_ipir C(s) s T J_k Tzlogx’

que es de orden menor que el anterior. Por iltimo, para la integral sobre la recta
vertical, vemos que

! s log2K [T 2T log 2K
/ ¢'(s) x og / K Qo — og2K
(- -T

—d
k1) C(s) s TCTKR KaK
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Tomando K — oo, vemos que este ultimo término de error desaparece y

> _—2n

/
_ _pr Cé’ le% + R(x,T),

<z P

donde x viene del polo de (, la dltima suma corresponde a los ceros triviales y

1 2
R(z,T) < i Oz%; * + min <1’fo>) logx + ———

que, salvo por un (logx)~! < 1, es menor que lo que buscabamos.

Por tanto hemos probado el resultado para los valores de T tales que T —~| >
(lpg T)~!. Para conclulr notamos que, dado un T podemos elegir un T > T con
T —~| > (logT)~" y tal que T — T < 1. Con esto, R(z,T) < R(z,T) y

P T
— —logT
Z ~ < T ogl,
T<yI<T

que es de orden menor que el error que ya teniamos. O

Como corolario inmediato, dado que R(z,T") — 0 cuando 7" — oo, tenemos que

o ¢(0) 1 -2
vo(x) =2 — =222 ——log(l—277).
’ 20

Para ¢ (z, x), como es habitual, vamos a centrar nuestros esfuerzos en los primitivos
para después extenderlo a imprimitivos, aunque daremos una aproximacién no muy
fina de estos segundos. Al igual que con las ecuacions funcionales, tendremos que
diferenciar entre pares o impares, aunque, curiosamente, aqui es el caso par el que
difiere con el tratamiento de la funcion (. Para repetir lo anterior necesitaremos una
cota para la derivada logaritmica de L(s, x) en o < —1:

Lema 3.5. Sea x un cardcter primitivo moédulo q. Para o < —1 y excluyendo circulos

de radio i centrados en los ceros triviales s =0+ k,2 + K, ..., Se tiene
L'(s x)'
=1 =0 (logqls|) .
L(s, x)

La demostracion es parecida a la de (.

Teorema 3.6. Sea x un cardcter primitivo modulo q. Sea x > ¢ > 1 y seaT > 2. Sea

b(x) el residuo en 0 de LX) - Bntonces,

SL(sp0) "
p [e’¢)
Yolz, ) =— Y ‘%—(hn)logw—b an = bR T,x),
|v|<T
donde )
1 T
R(e.Toy) < T8 2T gy <1, T<>> log .
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En particular, haciendo T — oo, para cada x > 1 tenemos

P OO ph—2n
Yolr) == D27~ (1= w)logz ~b(X) + 35—
n=1

2n —
P

Demostracion. La demostracion es muy parecida a la anterior: la primera cota del
error es valida también para nuestras L, es decir,

-1 L'(s,x) «* zlog? x
1 = — — (1, ——]1I .
(3.1) o(x,x) 5 /(ao,T) T(sx) s ds+ O T + min ) ogx

donde g = 1 + (logz)~ L.

Para x impar, tomamos K grande y par. Considerando el contorno con la misma
forma que el anterior y con una restriccion anéloga sobre T', con el Lema 3.5 y los
resultados de la seccién anterior, tenemos que

zlog? T zlog? ¢T
T m(l,—— |1 —_—
Rla. 70 < TE i (1, Y logr + 8 0

La restriccion sobre T' se quita de forma anéloga.

Para el caso par, la principal diferencia viene del cero de L(s, x) en s = 0, que
hace del polo del integrando en s = 0 un polo doble. Solo necesitamos comprobar que
el residuo de L'/L en 0 es 1, pues con eso tendremos

lim % <s2 L'(s,x) ””) —1im ((b(x) + 0(1)) 2 + (1 + 0(1)) 2" log ) = b(x) + log 2.

Lis0) 5 ) o2
Para verificar esto, recurrimos a la relaciéon dada por el Corolario 1.34:
’ T/ (2 / ’
ll'msL(S’X):—imf (2):—imsr(8):—lims Dls+1) 1 =1,
s—0  L(s,x) s—=02 T (%) s—0  I'(s) s—0 I(s+1) S

donde la peniltima igualdad se deduce tomando derivadas logaritmicas en la ecuacion
funcional sI'(s) = T'(s + 1). O

Como ya comentamos, podemos intentar obtener resultados parecidos para ca-
racteres primitivos, ya que, por ejemplo, el Lema 3.5 se puede adaptar a caracteres
imprimitivos sin demasiada dificultad: como

L'(s,x)  L'(s,X) 3 log p
L(s,x) L(s,x) _ X (pp* -1’
ptq’

el primer término es O(log g|s|) por el caso primitivo, y el segundo es O (Zp|q log p) <
O(log q) debido a que
1
X' (p)p* = 1] 21-27 > .

Una vez llegados a este punto, lo mas complicado es trabajar con los ceros extra,
pues el resto es idéntico al caso primitivo o directamente se apoya en él.
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Teorema 3.7. Sea x un cardcter mddulo q. Sea © > ¢ > 1 y sea T > 2. Sea b(x) el

residuo en 0 de % Entonces,
TP Tt © ph—2n
QZJO(x,X):—Z7_ZT_(1_H+w)10g$_b(X)+22n_ﬁ+R($,T,X),
m<r ¥ T n=
|70

donde v recorre los ceros extra, w es el numero de factores primos de q que mo son
factores de q' para los que X'(p) =1y

R(z,T,x) <

log? xqT
71@ O%_‘ acq —|—m'n (1,

X
— 1 log? q.
T<3;‘>> ogx + qlog”q

El término de error que damos aqui es ligeramente peor que el del Teorema 3.6
y con un pequeno cambio se podria mejorar. Esto no nos preocupa porque en las
aplicaciones del siguiente capitulo no usaremos este teorema, sino que deduciremos
los resultados a través de los de los caracteres primitivos como hemos hecho en el
resto del proyecto.

Demostracion. La ecuacion (3.1) sigue siendo valida y, de nuevo, eligiendo T' de forma
que |T — | > (log qT)~!, tenemos

L/(S¢ X) 2 logp

———= =0 (log” ¢T) + _
L(s, x) ( ) pzm: X (p)p® — 1
pld’

Para acotar esa segunda suma, vemos que los ceros extra que puede haber en un
intervalo unitario son de la forma ¢ = 27mi (k + «)logp con p t ¢/, de modo que hay

@) (Zp|q logp) = O(log q) ceros. Restringiéndonos nuevamente a T' tal que iT esta a
> (log q)~! de cualquier cero extra, el segundo sumando aporta O(qlog? ¢) al integrar.

Por otro lado, ahora la cantidad de polos es mucho mayor: a parte de los términos
que hemos contado, hay que considerar los ceros extra ¢. Para ¢ # 0,

L/ / 1 S 1 S L
lfm(s — ) (S’X)+Z,ng leim(s_L)< ogp. >1‘s:l‘

s L(s:x) S Xp?—1 | s s> X (p)p; —1 L
pla
pld
mientras que para ¢ = 0 tenemos (1 — k + w) log z. O

3.2. El teorema de los niimeros primos en progresiones
aritméticas

En [TFG, Cap. 4], dimos la escueta demostracion de Donald J. Newman del teo-
rema de los nimeros primos. La rapidez con la que su método llega al resultado tiene
un coste: no da informacion sobre el término de error. En este trabajo, seguiremos un
esquema més clésico que nos dara un término de error.
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Definicion 3.8. Definimos la funcion contadora de primos y la funcién contadora de
primos en {a + qn}nen como

r@)i=#p<al vy w@ga)=#p<eip=a (mod g}

Definimos la sequnda funcion de Chebyshev y la sequnda funcion de Chebyshev en
{a + gn}pen como

IHx) = Zlogp y Nz q,a) == Z log p.

p<w p<z
p=a (mod q)

Desarrollaremos la teoria para 1 y al final de la seccién veremos como deducir
resultados para ¢ y w a partir de lo obtienido para 1. Empezaremos con el clasico
teorema de los nimeros primos:

Teorema 3.9 (Teorema de los ntimeros primos). Sea x > 2. Existe una constante C

tal que
Y(z) =240 (xexp <—C\/@>> .

Demostracion. Por el Teorema 3.4, dado T" <« x, como ¢ (x) = ¢o(z) + O(logz)

podemos llegar a
xP zlog?aT
—r=- —+0(——— ).
v -o == 3 T o (TRET)

Iy|<T p

Veamos como acotar la suma: por el Teorema 2.2, para |y| < T tenemos que

- 1
(3:2) j2f| = 2P < atmeloe D™ = g exp (— Clozg;> '

Ademaés, vemos que

DL MIERD DD DIEED DS Pty

vI<T P 0<~<T n<T n<y<n+1 n<T
Con esto, llegamos a
clogx zlog? zT
3.3 - log T')? - :
3.3) 0(o) o < allog TP exp (-S54 K

Una eleccion natural de T es la que hace que ambos términos tengan mas o menos
el mismo orden, pues uno crece y otro decrece con T. Tomando log? T = logz, T =
exp (\/log a:), como log? T < log? x tenemos

Y(z) —x < z(log x) exp (—c\/@) + 2 (log? z) exp (—\/@) .

Por tltimo, como log? z < exp (8\/ log x), tenemos el resultado para cierta C > 0. O
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Nos gustaria repetir esto para 1 (z, x). Trabajando con cada modulo por separado
no tendriamos problemas, pero buscamos cierto grado de uniformidad, y aqui nos
encontramos con la problemética posible aparicién del cero excepcional (1: mientras
que para el resto de ceros tenemos una cota minimamente robusta dada por la region
libre de ceros, para (1 tendriamos un ntmero excepcionalmente cercano a 1 en el
exponente de uno de los términos y un ntimero cercano a 0 en el denominador de otro.
Curiosamente, la clave para tratar este segundo problema reside en el molesto b(x)
del que no hemos dado demasiada informacion.

Lema 3.10. Sea x un cardcter primitivo mddulo q y sea b(x) el residuo en 0 de L ((Si(())

Entonces

bx) = —3 _151 +O(log? g),

donde —1/(1 — 1) solo se tiene en cuenta si B existe.

Demostracion. Recordando el Corolario 1.34,

L'(s, x) 1 T’
— =—B(x)— = lo + =

P ( >
Evaluando en s y en 2 y restando ambas expresiones,

Yo . 200 1008 3 (b - 55) vow,

L(s,x) L(2,x) 2T(%%) s—p 2—p

L2 %’((22)) = O(1). Asi, si x es impar, evaluamos en 0 y

Ahora, basta notar que

L(2,x)
tenemos
(3.4) bx)=-_ <1 + 1) +0(1).
~\p 2Z—p
Si x es par, expandiendo las series correspondientes en s = 0 observamos que
1 1 117(1) 1 1
-+ H)=-—-—-= 1 o(1

Restando % a ambos lados y tomando el limite, obtenemos la estimacion (3.4) para
caracteres pares.

Tras esto, vamos a separar los términos correspondientes al posible cero excepcional
B1 y su pareja 1 — 1. Vemos que

S (5tass)- 1—51+Z( 32;) o

p

Aqui, 3 excluye los términos correspondientes a 31 y a 1 — 31 si existen. Separemos
la suma en fragmentos que podamos analizar mejor. Empezando por |y| > 1, vemos
que, usando (2.2),

> (re) =S

2_
=1 NP P/ =

< > |2_ T < > Ro——=0(logq).

P( [v|>1 [v|>1
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Para |y| < 1, notamos que hay O(logq) ceros y (2 — ,0)_1 < 1. Ademas, como ahora
queremos que los ceros no sean demasiado pequeiios, reflejamos la region libre de ceros
para obtener p~! < log ¢ para todo cero p tal que 1 — p no es el excepcional, de forma

que
(1 1
(b r)-one
lvI<1
En conclusiéon, como 3] - O(1), juntando todo deducimos el resultado. O

Con este resultado, podemos separar el posible cero excepcional y obtener el si-
guiente resultado:

Teorema 3.11. Sea x un cardcter primitivo modulo q y sea 2 <T < x. Entonces

a:-ﬁl

rxP zlog? qx cp )
T,X) = —— — +O<+xlogﬂo x|,
¥(z, x) 5 W§|<T P T g

c2
donde tanto el término que involucra el cero excepcional B1 como xsa logx solo se
. . R 1 L . .
tienen en cuenta si B1 existe, Y excluye los términos correspondientes a 51 y a 1 — 1
st existen y co es la constante que determina la region libre de ceros.

Demostracion. En primer lugar, notamos que ¢(x, x) = ¥o(z, x) + O(logx) y que el
segundo término en la cota del error es también O(log x), por lo que, dado que z > T,
el primer término es de orden mayor. Por tanto,

2
s =- ¥ T oy +0(TE).
<t P

Sustituyendo la estimaciéon dada por el lema anterior, obtenemos
P =P

B 1 xP zlog? qu
v = - Hp - Yo (T,

[v|<T P

Para deshacernos del término que involucra a 1 — Sy, usamos el teorema del valor
medio:

1_51 — c
$17f8 = 2%logz <z P logx < T log x.
Combinando todo, llegamos a lo que querfamos demostrar. O

El siguiente paso es extender esto a los caracteres imprimitivos y obtener algin
resultado parecido para el principal. Como ya adelantamos, seguiremos el camino
clasico en lugar de intentar deducir cotas a partir del atin méas aparatoso Teorema 3.7.

Teorema 3.12. Sea x un cardcter no principal mdodulo ¢ y sea 2 <T < x. Entonces

xﬁl

p log?
b =- -3 240 ( 08 4T | .} logx),
b1 aer P T
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. . . 1
donde tanto el término que involucra el cero excepcional 51 como x4 logz solo se
. . . / L . .
tienen en cuenta si B existe y Y. excluye los términos correspondientes a 1 Yy a
1 — By si existen.

Demostracion. Como comentamos en el capitulo anterior, en este trabajo asumimos
cg < ilog 2, y aqui estd la razon: hemos elegido esta cota para que c3/logq < %.

Ademas, vemos que, si x esta inducido por y’

[z, x) — (@) = Y An)=>_ > logp<logzy logp < (logz)(logq),
n<w plg p*<az plg
(n,q)>1
que es de orden menor que el término de error que ya tenfamos. El tinico punto que nos
falta considerar es la disparidad entre la definicién del cero excepcional para diferentes
modulos: es posible que 31 sea un cero excepcional para x’ pero no para x. Si este es el
caso, basta acotarlo como hemos acotado el resto de ceros e incluirlo en la suma. [

Teorema 3.13 (Teorema de los nimeros primos en progresiones aritméticas). Sea
x > 2, Ch > 0. Existe una constante Co tal que para todo a coprimo con q y para todo

q < exp (01 Vlog x) se tiene

T a)z
vimga)= oo - X(;EQ;ﬁl O (x P (_02\/@» ’

donde el término que involucra al cero excepcional 81 solo se tiene en cuenta si Bq
existe.

Demostracion. En primer lugar, notamos que

19 (x, x0) — ¥(z)] < (log z)(log q),

de modo que

v(x,x0) =2+ O (w exp (—C\/@) + log? qa:) :

Al igual que en el Teorema 3.9, tenemos que

1
|z°| = 2P < zexp <_02 ng) :

log qT

Para estimar la suma de los reciprocos de los ceros, separamos en |y| > 1y |y| < 1.
La primera se estima como lo hicimos para (:

DT SEED DD DEEED SE- P tares

1<|y|<T P 1<y<T n<T n<y<n+1 n<T

La segunda se estima como hicimos en el Lema 3.10 y es O(log? ¢). Por tanto,

xﬁl

Y(z,x) = 5t o) <:r (log? ¢T') exp <—

co log x) zlog? qx

1
1] :
log gT T + x4 ogm)
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Siguiendo los pasos del Teorema 3.9, podemos tomar T = exp (Clx/log ;U) y, Tecor-
dando que

1
3.5 v(x;q,a) = —— X(a)yp(z
(3.5) ( ) @) XX: (a)y(
obtenemos el resultado para cierta Co > 0. O

El Teorema 3.13, aunque tiene un término de error efectivo, tiene el defecto de
que depende del posible cero excepcional ;. Restringiendo atin mas el rango de ¢
que admitimos, podemos aplicar el teorema de Siegel para obtener un resultado que,
aunque es inefectivo, no depende de (.

Teorema 3.14 (Teorema de Siegel-Walfisz). Sea z > 2, C; > 0. Eziste una constante
inefectiva Cs tal que, si (a,q) =1, entonces

P(z;1q,a) = % +0 (ar exp (—03\/10@»

para todo q < (logx)“". Ademds, si no imponemos ninguna restriccion sobre q,

U(x;q,a) = + O¢, (:U (logm)_cl) .

x
v(q)
Para la segunda formulaciéon vamos a necesitar un pequeno resultado:

Proposicion 3.15. Se tiene

11 <1 - ;) > (logz) ™2

p<x

Demostracion. Por el teorema de los niimeros primos para 1, tenemos que

logp x) T9(t)(1+logt)
= DT OO0 4t = log] 1).
z Zplogp mgﬁ/z o oglogz + O(1)

p<w

Acotar la integral correspondiente al término de error no es inmediato pero no es el
. ) . 34
tema de interés aqui. Con esto, como 1 —x > e 2% para 0 < x < 5, tenemos que

1 3 1
1——) >exp| —= — | > exp(—2loglogz) = (log z) 2,
I (- 5) 2o (-5 301 ) 3 o - aistons) - s

p<x p<x
tal y como buscabamos. O
Aunque esto nos valdra, esta estimaciéon no es muy fina. Un tratamiento méas

preciso ([Mo-Val, Theorem 2.7e|, por ejemplo) permite ver que el orden del producto
es (logz)~ L.
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Demostracion del teorema de Siegel-Walfisz. Si tomamos ¢ = (2C7)™! en el Teore-
ma 2.9, como ¢° < +/logx, tenemos que

P < zexp (—C(e’:\/@)

para C(e) una constante inefectiva. Asi, el término del cero excepcional 3; tiene una
cota parecida a la del error, por lo que, absorbiéndolo, llegamos al primer resultado.

Para el segundo, notamos que, si ¢ < (log ac)clH, entonces podemos aplicar el re-
sultado que acabamos de probar, que tiene un error de orden menor. Si ¢ > (log a:)cl+1,

o=l )= T (D)

plg p<q log™q

por lo que el término principal es de orden

zlog?q zlog?logx T
q (logz)@+1 ™ (log )

<

Para concluir, basta darse cuenta de que

xlogx )=

Y(z3q,a) <

< z(logz
por lo que el lado izquierdo también es O (m (log x)fcl>. O

Para concluir, tal y como prometimos, veremos céomo obtener estimaciones pare-
cidas para ¥ y 7 a partir de lo que ya sabemos.
Proposiciéon 3.16. Se cumple

I(z) = p(x) + O (Volog’z) y O(w;q,a) = ¢(z;q,a) + O (Valog® z).

En particular, los Teoremas 3.9, 3.18 y 3.1/ son vdlidos sustituyendo 1) por 9.

Demostracion. Claramente 1 (z;q,a) > ¥(z;q,a). Para acotar su diferencia, basta
recurrir a las siguientes identidades:

o0
Y(w;q,a) =Y 0 (x%;q,a) = > (x%;q,a> -
n=1 n<log,
Ambas son practicamente inmediatas, y con ellas vemos que
1 log?
Saa) Ve = Y 0 (chiaa) < loglav (lops) = L
2<n<logy x

La demostracion para ¥(x) es idéntica. O

Esté claro que podriamos afinar un poco mas en el error, pero con eso nos basta.
Para m, tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 3.17. Sea x > 2. Si C es la constante del Teorema 3.9, entonces
. C
m(z) = Li(x) + O | zexp —gx/loga: .

El resto de resultados anélogos se pueden deducir siguiendo la misma estrategia.

Demostracion. Siguiendo la idea del final de [Da, Chapter 18], lo primero que haremos

es sumar ¢ por partes:
o) = ) [0
2

~ logz tlog?t
Sustituyendo ¥ por su cota e integrando por partes, vemos que
Todt 2 r
m(x) = — + +O | zexp (—C’\/logm) + [ exp (—C\/logaz> de ).
9 logt = log2 9

En el término integral, la contribucién hasta 21 es menor que xi, y para el resto de
la integral tenemos —+/logt < %\/ log z, de lo que deducimos el resultado. O

3.3. Primeros pasos hacia el teorema de Linnik

Con el desarrollo que hemos hecho, estamos en condiciones de formular el teorema
de Linnik y de deducir varios resultados menos potentes. Dados (a,q) = 1 con 1 <
a < g — 1, denotemos por pmm(a,q) al primer primo de la progresion aritmética
{a + qn}nen,, que ahora sabemos que es un conjunto no vacio. El teorema de Linnik
afirma que existe una constante efectiva L tal que, para todo a, ¢ con estas condiciones,

pml’n(ay Q) < ch-
Veamos céomo de lejos estamos. Por la Proposiciéon 3.16 aplicada al Teorema 3.14,

I(x;q,a) =

¢(a)

Si¥(x) > 0, entonces necesariamente pyi(a, q) < x, de modo que, si K es la constante
de la O, basta ver que

+0 (x (log 95)701) .

T

< >> s Kz (logz) .
(@) /) q

Despejando, como ¢(q) < ¢, con € > 1/C} obtenemos
Pmin(a, q) < exp(q°).

Si asumimos que no existen ceros excepcionales, o que existen y todos cumplen
x1(a) = —1, podemos usar el Teorema 3.13 y, confiando en que ¢ estara en el rango
adecuado (que lo estara), podemos reducirnos a comprobar que

ﬁ > Kz exp (—03\/@) — —logp(q) >log K1 — 03\/@.
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Reordenando, sustituyendo ¢(q) < ¢ y elevando al cuadrado, vemos que basta con

> qu logq’

donde K> es suficientemente grande, es decir, pmm(a,q) < ¢€21°84,

Si suponemos que la hipotesis de Riemann generalizada (de ahora en adelante,
HRG) es cierta, es decir, si sabemos que toda funcién L de Dirichlet tiene todos sus
ceros no triviales en o = %, podemos obtener resultados mucho méas potentes:

Teorema 3.18. Supongamos HRG. Sea q < x. Entonces

; a :L X 10 21’ .
(3.6) Y(x;q,a) cp(q)+0(\f1g )

En particular,
(3.7) Pmin(a,q) < ¢(g)*logq.

Demostracion. En primer lugar, debemos notar que HRG implica la hipotesis de
Riemann y que no hay ceros de Siegel. Con esto, repasando la demostracion del Teo-
rema 3.9, vemos que (3.2) se convierte en

|xP| = 2’ =z,
de modo que ahora (3.3) luce asi:

zlog? zT

Y(z) —x < Valog? T + -

Tomando ahora T = /z, llegamos a

Y(z)=z+0 (Vrlog®z).

En la demostracion del Teorema 3.13, también tomamos T = /x y procedemos de
forma similar, de forma que

¥(z,x) =0 (Vrlog® ) .

Metiendo todo en (3.5), obtenemos (3.6). Podemos pasar de 1 a 9 mediante la Pro-
posiciéon 3.16 y repetir el juego del principio de la seccidén para obtener la condicion
suficiente = > Cp(¢)?log* z. Tomando = = 81Cp(q)%log* ¢ < ¢* para ¢ suficiente-
mente grande, vemos que

Cgo(q)2 log4x < C’go(q)2 log? ¢* = =,
por lo que pum(a, q) < ¢(q)? log? ¢. O

Si uno analiza estas demostraciones, no es dificil notar que, para demostrar el
teorema de Linnik, bastaria asumir que, por ejemplo, todos los ceros de las funciones
L no tienen parte real menor que 1 — ¢ para algin € > 0 fijo. El siguiente paso sera
demostrar aproximaciones de esto, es decir querremos ver que, para 0 < € < Lo

2
puede haber muchos ceros con parte real mayor que 1 — .



CAPITULO 4

Distribucion de los ceros 11:
teoremas de densidad

Los teoremas de densidad buscan acotar el niimero de ceros con parte real grande.
En particular, dados o > % y T > 2, queremos contar cuéntos ceros hay en

(4.1) c>a, Jt|<T.

Para ello, definimos N(«,T') como el nimero de ceros de ¢ en (4.1) y, dado un
caracter x modulo ¢, definimos N («, T, x) como el niamero de ceros de L(s, x) en esa
region. También estaremos interesados en obtener estimaciones para un médulo ¢ en
su conjunto, por lo que denotaremos

N(a,T,q)= Y N(a,T,x)
x (mod q)

que también puede interpretarse como el nimero de ceros de Hx (mod q) L(s,x). De
forma anéloga, definimos N*(«a, T, x) y N*(a, T, q¢) de la misma forma pero excluyendo
el posible cero excepcional. Por supuesto, esta notacién es redundante en la mayoria
de los casos porque no hay demasiados caracteres excepcionales, pero la usaremos
para no complicar los enunciados.

Las cotas que daremos son de la forma
N*(a, T, q) < (qT)* 1= (log ¢T)"

para ciertas constantes A > 2, B > 0. Estos resultados pueden ser considerados como
versiones débiles de la hipotesis de Riemann generalizada, ya que nos dicen que cerca
de 0 = 1 no puede haber muchos ceros y, si las cotas son lo suficientemente buenas (por
ejemplo, si A =2, B = 1), que la mayor parte de los ceros esta arbitrariamente cerca
de o = % En este capitulo, daremos una perspectiva histérica en lugar de abrazar el
tratamiento moderno.

4.1. El teorema de Bohr-Landau

Los primeros resultados en esta direccién son debidos a Bohr y Landau.

49
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Teorema 4.1 (Teorema de Bohr-Landau). Sea 6 > 0 y sea x un cardcter mddulo q.
Entonces

1 1
N (2 +5,T> =os(T) 'y N (2 +5,T,x> = 05,4(T).

En lugar de dar una demostracién completa, comentaremos la esencia del teorema
y trataremos de dar una versiéon cuantitativa adaptando los métodos del articulo
original [Bo-La| para motivar el desarrollo posterior de Carlson. Uno de los pilares de
la estrategia que siguen es el siguiente lema:

Lema 4.2. Sean 0 < r < R, A > 0. Toda funcion f holomorfa en |s| < R con
|f(0)| > A tiene Oy g a (ff|5|<R |f(s) — 1]2dadt) ceros en |s| < r.

Demostracion. Podemos asumir que f no es constante y que tiene algin cero en
|s| < r.Sear < p < R. Usando la formula de Jensen (Teorema A.3) y las desigualdades
log || < |o — 1] < L (1+]a — 17),

V2

-
|21 .- - |2n]

L[ el (o)

1 27 0
< o |f(P€ )—1\d9
™ Jo

nlog§+logA<log + log | £(0)]

1 2w

+— [ |f(pe) — 1> df.

1
< —
-2 471'0

Multiplicando por p e integrando en r < p < R, podemos deducir que

1 R 27 ) R 1 R 0
(4.2) 4/ / plf(pe?) —1]de +/ p ( — logA> dp > / nplog —dp > n.
T Jo 0 r 2 T r

Ahora queremos una cota inferior para la integral protagonista de este lema. Sea sg
uno de los ceros de f en |s| < r. Manipulando la integral y aplicando la desigualdad
de Jensen y la formula integral de Cauchy,

// |f(s)—1|2dadt2// If(s) — 1> do dt
[s|<R |s—so|<R—r
R—r 2w )
= / / plf (80 + pe“’) —1dfdp
0 0
R—r 2 ) de 2
0\ e
ZQW/D p/o (f(so+pe) 1>27r‘ dp

R—r
:277/ pdp > 1.
0

Por tanto, como la segunda integral del lado derecho de (4.2) es O, g 4 (1), también
es OrRr A (ff|s|<R |f(s) — 1|2 do dt), lo que demuestra lo que buscabamos. O
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Con este lema, podemos reducir el problema de contar ceros a estimar la integral de
nuestras funciones L en circulos. Uno de los principales obstaculos de este método es
que las funciones L tienen una estructura mucho més vertical: convergen (condicional
o absolutamente) en semiplanos de la forma o > «a, en rectas ¢ = o9 > 1 son
esencialmente una transformada de Fourier con frecuencias logaritmicas, etc... Como
consecuencia, al cubrir bandas verticales con circulos, tendremos pérdidas. Nosotros
nos centraremos en el siguiente «Plancherel asintético» atribuido a M. Schnee en el
articulo original [Bo-La|: dada una serie de Dirichlet f(s) = 7, a,n~° convergente
para ¢ > 0, para cada o > % tenemos el siguiente limite puntual:

1 [T -
lim / Flo+it) di= Janfn2.
n=1

T—o0 2T -T

Si los primeros M términos de la serie son nulos, el limite serd pequeno. Dicho es-
to, podemos dar un boceto de la demostraciéon original de Bohr y Landau que nos
permitira ver cudl es la idea y las limitaciones de su desarrollo.

Boceto de la demostracion del Teorema 4.1. El tratamiento de ¢ o de L(s, xo) es
ligeramente distinto y lo desarrollaremos en el Teorema 4.7, aqui supondremos que x
es no principal. Denotemos

Lu(s)= [ @=x@p™) " =1+ > amn™

p>M n=M+1

La funcion Ljs tendré los mismos ceros que nuestra funcién L en la region en la que
las estudiaremos, pero estamos eliminando las oscilaciones bajas con la esperanza de
obtener més cancelacion.

Queremos integrar en
1
gti<o<S  -T<t<T

para algin S > 1. El Lema 4.2 solo nos sirve al integrar en circulos, por lo que nos
daremos un poco de margen y nos conformaremos con la cota para %(1 +6) de la
siguiente manera: para cada k = —T,...,T — 1, tomamos circulos concéntricos Fff y
PI}% de radio r y R > r que pasen por

1 . 1 . 1 , 1 _
(4.3) §+(5+zk, 5+5+z(/~c+1) y 54—5—}-@(1{—1), §+5—|—2(k—|—2)
con R suficientemente grande (respecto a §) para que los circulos no toquen el se-
miplano o < (1 4 §)/2. Asi, el dominio que queremos estudiar esta contenido en los
circulos pequenos F’j}.

Sea S > % el extremo derecho de los circulos. Como S > %, los centros s; de F'f%
cumplen Rsx = o’ > 2, por lo que tenemos la siguiente cota inferior para Ly (sy):

0 2

_o! _ ™

|Lar(sk)] > 1— E ann 21—5 n 2:2—E.
n>M n=2
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Por otro lado, dado que esto es tan solo un esbozo de demostracién, vamos a
permitirnos asumir que existe una eleccion del parametro M = M (T') de forma que

T
(4.4) Ip(T) = /T \Las(o + it) — 1 dt = 0,4(T)

para todo o > % Continuando con esta pequena asuncién,
S T
/ / \LM(a+it)—1\2dtda<<05(T).
1,0 J 71
2 2

Ahora, como los I'%, con |k| < T — 28 estan contenidos en el dominio sobre el
que hemos integrado y para cada punto en el dominio el nimero de circulos que lo
contienen es finito e independiente de T', tenemos que

(4.5) N(;+5,T,x> < > //Fk |Las(s) — 1> dtdo

|k|<T—-25
S T
<</ / |Las(s) — 1)? dt do < os(T),
1,96
148 )7

que es lo que busciabamos.

Con esto, esperamos haber convencido al lector de que la clave de este método es
lograr obtener una estimacion del tipo (4.4). También sera importante afinar en (4.5),
ya que ahi hay dependencias en § que no hemos especificado. El siguiente lema trata
de dar una version cuantitativa de (4.4):

Lema 4.3. Sean T > 2, M = 2logqyss 1" y x un cardcter no principal modulo ¢ < M.
Para % < o <1 tenemos la siguiente cota:

T(log )%

— + T1=) logT.

Ip(T) <

Demostracion. En primer lugar, notamos que a,, = x2(n) := x(n)xo(n), donde xo es
el caracter principal moédulo M# = Hngp. Se puede deducir que M# < 16M de,
por ejemplo, [TFG, Proposicion 4.4]. Por tanto, como a,, es un caracter de Dirichlet,

A(x) =) an cumple [A(z)] < 16M.
n<x
Separemos la serie Lj; en una parte principal y en una cola: para cualquier J > M,
2 2

T T
Ip(T) < 2/ Z apn 7% dt+ 2/ Z a,n "%
-T

M<n<J -T n>J

dt =: Ipy(T) + Ipa(T).

Para Ip;, tomamos ¢ € S(R) una funcion de la clase de Schwartz no negativa tal
que ¢ > 1en [~1,1] ysop ¢ C [—1,1]!. Demostrar que funcién existe es sencillo: dada

Nos acogemos a la convencion f(£) = Jo flx)e ™" da.
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una funcion ¢, € C2°(R) no nula con soporte en [—%, %] , podemos tomar ¢9 := :ﬁi*a,

donde f(z) = f(—z), de forma que
2

=101 =101 = |on

por como se comporta la transformada de Fourier respecto a la convolucion, a la re-
flexion y a la conjugacion. Tras esto, como sop ¢o C [—1,1] y @(O) > 0 con una
dilataciéon podemos reducir su soporte para asegurar que @(f) > 0 en [—1,1]. Eli-
giendo ¢ = Cg; para una constante C' lo suficientemente grande, conseguimos una
funciéon con las propiedades que buscabamos.

~

Denotamos ¢ (t) = ¢(t/T), con @(5) = T¢(TE) y acotamos de la siguiente
manera:

2

Ip; < / o7 (t) Z apn 7t dt

M<n<J

= > Y auaa(nm) / " p(teton at

M<n<J M<m<J

<T Z n"2 4T Z (nm)™°

M<n<J M<m<n<J

$(rim)]

La primera suma corresponde a los términos diagonales y la segunda a los no diago-
nales.

De aqui en adelante, las constantes pueden depender de ¢, pero como la asumi-
remos fija esto no supone ningtin problema. Con esto, por como hemos elegido ¢, es
inmediato que

(4.6) Ip; <T Z n"2 4T Z (nm)~7
M<n<J M<m<nl§J

n<meT
1—20

M —20
9% —1 > n'

M<n<J
M1-20 J2(lfa) — pM2(-0)
20 —1 + 2(1—o0)
M1-20 J2(170) -1

LT

«T

T
< 20 — 1 + 2(1-o0)
1-20
<T + J2079) Jog J.
20 —1

Para acotar Ipp, aplicamos sumacion de Abel a la serie del interior y usamos
|z + y|? < |z|? + |y|? para separar los términos resultantes:

2

T oo
3/ A(x)z—o 17 dx| dt.
J

T
|A(J) T dt+/
-T

Ips(T) < /

-T
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La primera integal se acota facilmente por 2T (256M ) J 27 Para la segunda, ex-
pandimos y repetimos las ideas usando Fubini:

T oo )
/ |s|? / A(x)z— 17 dx
-T J

<T? / o) /J /J A) A ()L dy da dt

2
dt

<t [ 7 [T a@ Ay 7t [ orne ™ drdy s
J J —00

<T? max |A(z)? / / ()~
zzl J JJ

<T? (256M) /J h /J Oo(gcy)*f’*1

<T? (256M) / 727t dy
J
<T? (256M) g2

/ dr(t)e 8y dt’ dy dz

$ <T10g $> ' dy dx
Yy

Juntando todos los términos y tomando J = T2, llegamos al resultado. O

Esta version cuantitativa nos permite demostrar el teorema de Bohr-Landau cuan-
doo > %. Sin embargo, el principal problema es que las estimaciones que hemos obteni-
do de la cola de la serie son malas porque la cota que podemos dar para max,>1 |A(z)|
es mala. Si pudiésemos mejorar la dependencia en M de A, podriamos escoger un M
mucho més grande.

4.2. Las sumas parciales de Carlson

La esencia de la tactica de Bohr y Landau se puede resumir en que queremos que
Ly (s, x) — 1 sea pequeno. Si escribimos

Lar(s,x) = L(s,X)Pu(s,x),  donde Par(s,x) = [ (1= x()p™*),
p<M

vemos que Lps(s,x) — 1 deberia ser pequenio porque Pj/(s,x) es una aproximacion
de L(s,x)~!. En 1920, Carlson introdujo en [Ca] otro método de aproximacién de
L(s,x)~! bastante natural: usar M(s,x) = >, -y x(m)u(m)m™*, es decir, usar
sumas parciales en lugar de productos parciales. En el método de Bohr y Landau,
podiamos asegurar que Lj; tenia los mismos ceros que L. Por el contrario, con es-
te estamos sobreestimando el nimero de ceros porque, como M (s, x) no tiene polos,
L(s,x)M(s,x) tiene, en general, més ceros que L(s, x).

La motivacién de Carlson era demostrar que los resultados de Bohr y Landau no
dependen de la informacién aritmética que esconden sino que es un resultado que
abarca series de Dirichlet més generales. De forma colateral, este método permite
refinar el analisis de la seccién anterior:
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Lema 4.4. Sea x un cardcter no principal modulo q y seanT' > 2, M = /qT. Para
o> %. Se cumple

T
I(T) := / |L(s,x)M(s,x) — 11> dt < (¢T)* =) log® ¢T.
-T

Demostracion. Analicemos la expresion en serie de Dirichlet de nuestro producto:

L(s,x)M(s,x) = Z apn” %, donde a, = Z X(E)x(O)p(l).
n=1 kl=n

<M

Recordando que

Zu<k>={; S

i sin>1,

vemos que a; = 1, a, =0 para 2 <n < M y |a,| < 7(n) para n > M. Ademés, por
la desigualdad triangular y la desigualdad de Polya-Vinogradov (ver A.8),

[A@)] =D > xtx@Ou)|=| > x(Out) Y x(k)| < My/qlogg.

n<x kl=n £<min(M,z) k<%
<M

Continuamos como en el Lema 4.3 con J = (¢T)%

2 T
- dt+/
-T

Queremos aprovechar que |a,| es pequeno en promedio, por lo que, repitiendo las
ideas de la demostraciéon anterior,

LT)<T > ann™+T D aun™ > am|

2
dt = I,(T) + I(T).

M<n<J M<n<J ne— /T <m<n
<T E |an|n 27 E |am].
M<n<J ne~1/T<m<n

Acotamos la suma interior como acotariamos la suma de la funcién divisor:

2, s > X1
-1/T < -1/T <n kl=m
ne <msn ne <m<sn <M
=2 > !
k<M ne=1/T |k<t<n/k

=3 (k) = [ne 7 /K]) < %logM.
k<M
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De esta manera,

L(T)<T Z |an|n_20 Z |am|

M<n<J ne—1/T<m<n

< Z lan|nt =27 log M

M<n<J
< Z k120 Z =2 log M

k<M M/k<t<J/k

B J/k)Z(lfa) _ (M/k.)Q(lfa)
kl 20 ( 1 M

<) ( o) og

k<M

J2(1—0’) _ M2(1—a)

log® M.

< 2(1—o0) og

Para quitar el molesto denominador, sustituimos los valores de M y J y aplicamos el
teorema del valor medio para obtener

(q1)* ) — (qT)' 77 _ (qD)*0=7) — (¢1)'~7

< (qT)* =) Jog ¢T.

l1—0 l—0

Para I, repetimos las ideas del Lema 4.3:

T 2

T ] )
I(T) <</ ‘A(J)J_S’2 dt—l—/ s/ A(z)z=o it dz| dt
T J

=T
< méi{ |A($)|2 (TJ72O' + T2J72U) < T2M2q(10g q)2J720'.

Juntando todo, el segundo término en la estimaciéon de I; es el que domina. [

Como consecuencia de este lema, podemos demostrar una versién cuantitativa del
Teorema 4.1 cuando estamos cerca de o = 1:

Teorema 4.5. Sea x un cardcter no principal modulo q y sean % <a<l,T>2.
Entonces,

4.7 N* (o, T, x) < (qT)°0= 1o T.
(4.7) (o, T, x) < (qT) g'q

Como ya no estamos haciendo un boceto, necesitaremos una versiéon méas explicita
del Lema 4.2:

Proposicion 4.6. Si A < /e en el Lema /.2, entonces

o [
n< ————— s)— 1]*do dt,
(R—r) \s|§R’f( ) —1

donde la constante depende unicamente de A.
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Demostracion. Solo hay que mirar con mas cuidado la demostracion del lema: en (4.2),
podemos sustituir > n por

R2 R r (R—1)%n
-z _ _ > /7
2 (log 2 (1 R) (H R)> "=y
Con esto,
5 R2 2
< )—1 dadt+7l—210A
< a7 a1 am—p 7 2oe )

R?
—2log A) s) —12dodt
< <47T(R—7’) 87T(R ) o8 >//$|<R I"do

R
< 210gA>// s)— 12 do dt,
<(R ) [s|<R

que es lo que habiamos afirmado. ]

Ahora, podemos demostrar el teorema:

Demostracion del Teorema 4.5. Podemos asumir que o < 1 — ¢o/log ¢T. Repetimos
la idea de antes, pero ahora tomamos los circulos grandes de forma que no toquen
el semiplano ¢ < 2aa —1 = a — ¢, donde € := 1 — a. En particular, tomamos R =
(1 + 62) /2e, r = VR? — 3, de forma que los circulos cumplen (4.3). Asi, en primer
lugar, vemos que

3 1 R? — 2

1
_—=— RY —_— log? ¢T.
R+r>>R (R—r)4<< <K (1—04)4<< 0g  q

En segundo lugar, notamos que cada circulo interseca con O(R) = O(log ¢T') otros
circulos.

En tercer lugar, por el Lema 4.4,
/ / IL(s,X\)M (s, x) — 1]2dt do < (¢T)* = log? ¢T.
200—1 J =T

Por tltimo, si juntamos todo, vemos que

N (e, T, x) < loqu // (s,x) — 1> dtdo
|k|<T

T+R
< (logqT) / / |L(s,x)M(s,x) — 1> dtdo
2a0—1

< (loqu) (q(T—l—loqu))fS(1 a) log? q(T + logqT)
< (1)1 log" ¢T,

lo que concluye la prueba. ]
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Aunque el teorema es cierto sin la restriccion a > 87 no es muy interesante fuera

de esa region porque es trivial que, con el Teorema 2.1, para a < %,
N(a,T,x) < N(T, x) < TlogqT < (¢T)°*~*) log® ¢T.

Ademas, si imponemos alguna restricciéon sobre el tamano de g respecto al de
T, podemos bajar el exponente a 8(1 — «) y simplificar las tltimas dos lineas de la
demostracion.

Tras esto, vamos a estudiar el ntmero de ceros de la funciéon ¢ o, equivalente-
mente, el de L(s, xo) para cualquier caracter principal. Con este método, este caso
es ligeramente mas complicado que el de las funciones L de caracteres no principales
porque las series no convergen en 0 < o < 1y hay un polo simple en s = 1. ;Cuél es
la solucion? Introducir cancelaciones para quitar el polo, como hace, por ejemplo, la
funcién 7 de Dirichlet:

oo

n(s) == Z(—l)”*ln*‘g = (1-2"7%)¢(s).

n=1

A pesar de que podemos introducir cancelaciones, la potencia de este método es
limitada y no podremos acercarnos demasiado a s = 1 por el polo, lo que motiva a
trabajar de forma diaddica:

Teorema 4.7. ParaT > 2 y o > %, tenemos
N(a,T,2T) < T8 10" T,
donde N(«a,Ty1,T») es el numero de ceros con 8> a y Ty < v < Ts. En particular,
N(o,T) < T80~ 1og!0 T,
Como aqui no hay ningtin médulo g que nos pueda molestar, tenemos el exponente

8(1—a), aunque en este caso pagamos en forma de logaritmos la introduccion artificial
de la cancelacion.

Demostracion. Empezamos definiendo

Zu(s) =1+ (1—-2"7%) (((s)M(s) — 1) donde M(s) = Z p(m)m=—3.

m<M

En primera instancia, puede parecer que la estructura de esta funcién no tiene nada
que ver con los ceros de (. Sin embargo, de esta forma introducimos la cancelacion
necesaria y podemos recuperar informaciéon de la funcién que nos interesa, ya que,
lejos de los ceros de 1 — 2175,

[C(s)M(s) — 1| < |Zp(s) = 1].
Continuando con la demostracién, observamos que

(1-2"7°) (C(s)M(s) — 1) = n(s)M(s) — (1 = 2'77),
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de forma que, salvo por los dos primeros términos, nuestra serie de Dirichlet es
n(s)M(s). En particular, el tamano de las sumas parciales y la abscisa de conver-
gencia son las de n(s)M(s). Con esto, para o > 1 tenemos que

(4.8) n(s)M(s) = E bpn™?, donde b, = g (—1) (k).
n=1 kl=n
k<M

Cuando n < M, podemos expresar b, como una convoluciéon de Dirichlet:

1 sin=1,
bp=pux(=1)"tn)=<{-2 sin=2,
0 sin>2.

Esto es inmediato si uno escribe ¢(s)~'n(s) = 1 — 275 o si desarrolla ((s)M(s) — 1y
después multiplica por el factor que quita el polo. Para n > M, b, < 7(n) como en
el resto de ocasiones. Siguiendo el camino marcado por las demostraciones anteriores,
buscamos controlar las sumas parciales. En este caso,

B@) =3 by =3 ulk) 3 (-1

n<x k<M (<z/k
por lo que |B(z)| < M. Emulando los resultados de la Proposicion 1.17, es inmediato
que (4.8) converge para o > 0.

Continuando con el esquema clasico, con los mismos argumentos que en los resul-
tados pasados, para M < J,

2(1-0)
log? M + T?M?J %,

T ) J2(1—0’) _
/TyZM(s)—ly It € g

y escogiendo M =T, J = T?, tenemos la estimacion

T
/ | Zar(s) — 112 dt < T 1og® T,
T

Tras esto, lo que debemos hacer es eliminar el factor (1 — 2!7%). Este factor se
anula en s = 1 + 2mik/log2, k € Z. Como antes, tomamos ¢ = 1 — a > (logT)~!.
Fuera de circulos de tamafio €/2 centrados en estos ceros, 1 — 2175 > ¢, por lo que

IC(s)M(s) — 1| < |Zpm(s) — 1|&771 < | Zp(s) — 1] logT.

Como |f(s)|* es una funcion subarmonica en el dominio en el que f es holomorfa, sus
medias en circunferencias son una funcién no decreciente del radio. Con esto, podemos
acotar la integral en esos circulos (salvo en el correspondiente a s = 1) de la siguiente
manera:

// IC(s)M(s) —1]* dtdo < // IC(s)M (s) — 11 dt do.
[s—sk|<e/2 e/2<|s—sk|<e
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Esta corona estd contenida en la regiéon en la que vamos a integrar, por lo que no
contribuiran mas que un factor 2. Repitiendo lo que hicimos en la demostracién del
Teorema 4.5,

N (00, T,2T) < (log T // —1)2dtde
T<\k\<2T

2T+R
< (logT)5/ / M(s) — 1P dt do
200—1

< (logT) / / |Zar(s) — 1)? dtdo
200—1

< T8 108" T.

Por ultimo, iterando en subdivisiones diddicas de T', podemos extender este resultado
a N(«,T) pagando con otro logaritmo maés. O

Con esto, hemos finalizado el estudio individualizado de las funciones L. El si-
guiente paso, como se puede intuir por la introduccién del capitulo, es extender el
estudio a todo un médulo en su conjunto. Podemos combinar las estimaciones que
hemos demostrado hasta el momento para obtener la siguiente cota:

N(e, T, q) < ¢(q)(qT)° = log' T.

El principal problema de esta estimaciéon es claramente la dependencia en ¢, por
lo que cabe preguntarse si se puede obtener un resultado mas fino. Por suerte para
nosotros, las relaciones de ortogonalidad entran en juego al sumar todos los caracteres
y suavizan el resultado:

Teorema 4.8. Sean ¢, T >3 y a > %. Tenemos
N*(a, T, q) < (¢T)°" = 1og" ¢T.

Demostracion. En este caso, querremos estudiar

D L(s )M (s,x) — 1

X7X0

Hemos excluido el caricter principal porque no tiene cancelacién y ya sabemos con-
trolar el nimero de ceros de su funcién L. Al expandir las series, usar Cauchy-Schwarz
para separar la parte principal y la cola e integrar entre —T y T, la cola (definida
como antes,i.e, n,m > J) contribuye O (T2M2q2(log q)QJ_Q"), que es la cota que ob-
tuvimos en el Lema 4.4 multiplicada por ¢ > ¢(q). En el rango M < n < J, sumamos
también el caracter principal para aprovechar toda la potencia de las relaciones de
ortogonalidad. Denotemos

D23 xmR(m)encm(nm) e R,

M<n<J M<m<J
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donde

Cn = Z (k).

kln
k<M

La notacién puede resultar un poco enganosa aqui: esta funciéon controla el médulo al
cuadrado de la parte principal, no es una modificacién holomorfa de nuestras funciones
L. Si comparamos con los a, definidos en el Lema 4.4, esta claro que x(n)c, = ap,
pero en este caso es preferible separar la dependencia en y, ya que, al sumar todos,

Z P(s,x) = Z Z Z X(n)y(m)cncm(nm)‘”e‘mog%

X (mod q) M<n<J M<m<J x (mod q)

S Y ol et

M<n<J M<m<J
m=n (mod q)

Repitendo la misma idea que en el Lema 4.4,

/ Z (s,x)dt < qT Z |en|n™ 20 Z Cm,

X (mod q) M<n<J ne~Y/T<m<n,
m=n (mod q)

y volvemos a acotar la suma interior:

2. lamls D> > 1

ne’l/T<m§n nefl/T<m§n kl=m
m=n (mod q) m=n (mod q)

<y > 1

k<M pe=1/T k<t<n/k
¢=k~! (mod q)

< - Z In/k] — [ne VT /K] < ilogM.
9 qT

De esta manera,

J2(1—0') _ MQ(I—O') )
/ Z Psxdt<< ) log= M.

Llegados a este punto, basta repetir el desarrollo de los teoremas anteriores y notar que
el exponente del logaritmo corresponde a la contribucién del caracter principal. [

4.3. Estimaciones de densidad libres de logaritmos

Aunque las estimaciones de densidad anteriores dan lugar a resultados potentes y
por lo general el objetivo es reducir la constante de la potencia, el teorema de Linnik
necesita un resultado un poco més fino cerca de o = 1: buscamos estimaciones libres
de logaritmos, es decir,

(4.9) N*(a, T, q) < (qT)A0=9)
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para alguna constante A. La region libre de ceros clasica se queda corta para demostrar
un resultado asi y, de hecho, de este resultado de densidad es sencillo deducir una
region libre de ceros clasica.

Una de las ideas fundamentales de esta seccién es trabajar al revés de como lo
hemos hecho hasta ahora: queremos obtener informacion de los ceros a través de
sumas sobre primos. Esto se puede ver en, por ejemplo, los ultimos comentarios de
[Da, Chapter 18], donde argumenta que

Ve>0 ¢(x)=24+0 (a:a+5) = todo cero p = B + iy de ¢ cumple 8 < a,

es decir, informacién sobre como de bien se puede aproximar una suma sobre primos
(y sus potencias) nos permite deducir resultados sobre los ceros de (. En el caso
del teorema que veremos, la informacion sobre las sumas de primos se apoya en la
desigualdad de Brun-Titchmarsh, que tiene su origen en la teoria de cribas. Aunque
puede desilusionar el uso de tecnologia que no hemos mencionado hasta ahora, no seria
sensato esperar alguna mejora usando resultados que ya hemos introducido, pues estos
se apoyan de forma bastante explicita en la distribucién de los ceros.

El otro pilar fundamental de la demostracion es la idea de «aislar» los ceros, de
sumarlos sin que haya cancelacién. Una suma sobre ceros puede ser pequena porque
hay pocos ceros o porque, aunque hay muchos, se estan cancelando de alguna manera.
El segundo teorema principal de Turan, recogido en el apéndice, nos da una forma de
evitar la cancelaciéon en la medida de lo posible.

Antes de enunciar el teorema principal de la seccién, que sera una estimacion del

tipo (4.9), demostraremos el siguiente lema:

Lema 4.9. Sea n(r,t,x) el nimero de ceros p de L(s,x) con |p— (1+1it)| <r. Dados
T>2¢>2y(logql)™ <r <1, parat < T se tiene n(r,t,x) < rlogqT.

Demostracion. Sea s = 1+ r +it, de forma que, como 1+ 7 > 1, R(sg —p)~ ' >0
para todo cero p = §+iv. Si |p — (1 4 it)| < r, entonces

1 1-p+r

% p—
so—p lp—(1+it)—r]?

1
> —.
~ 4r

Por otro lado, recordando (2.1),

1 r
R Y w0 g
lo—(1+it)|<r 0P 0, X

¢'(1+7) 1
< -2 7/ z .
D) + O (logqT) < ; + O (logqT) < log qT

Juntando estas dos cosas, el niimero de ceros que estamos contando

1
g 1« E R < rlogqT,
- : S0 —p
lp—(1+it)|<r lp—(1+it)|<r

tal y como buscabamos. O



4.3 Estimaciones de densidad libres de logaritmos 63

Ahora, pasamos al teorema:

Teorema 4.10 (Linnik). Sea N*(a, T,q) el nimero de ceros en (4.1) de todas las
funciones L(s,x), x mddulo q, distintos al excepcional, con a > % y T > 2. Ezxiste
una constante d > 2 tal que

N*(a, T, q) < (qT)7=.

La demostracién es técnica, por lo que conviene tener en cuenta las dos ideas que
hemos comentado al principio de la seccién para no perderse en los detalles. Hemos
adaptado la demostracion dada en el borrador del libro [Mo-Va3|. Para evitar usar las
notaciones de O y <, que entorpecerian el desarrollo del principio de la demostracion,
denotaremos por ai,as, ... constantes absolutas que solo dependen de las constantes
anteriores.

Demostracion. En primer lugar, vemos que
l-a< 62(loqu)_1 — N*(a,T,q) =0,

por lo que podemos suponer que 1 — a > c3(logqT)~!. Recordamos que, en este
trabajo, la constante co con la que se definen los ceros excepcionales es < % Sea
r = ¢y (1 — @), de forma que (loggT)~" < 7. Podemos restringirnos a r < @
porque solo nos interesa estudiar el caso en el que « esti arbitrariamente cerca de 1.
La eleccion de esa constante se debe al Teorema A.9 y quedaré claro a lo largo de la

demostracién por qué se elige asi.

Supongamos que py = By + Yo es un cero distinto al posible cero excepcional con

Bo > ay || < T. Tomemos v tal que |y —v| < 3, de forma que [v]| < T + 1y

|po — w| < r, donde w =1 + 4v. Partimos de (2.3) con [t| < T

L'(s.x) 1
ZX) 1 0(logqT).
L(s, x) |p_25:<1 s—p ( )

Si|s—w| < %, entonces para cada |p — w| > 1 se tiene que |p — s| > i, por lo que

podemos escribir

L'(s 1 1
M: Z E—%O(loqu): Z E—FO(loqu).

L
(S’X) lp—s|<1 |p—w|<1

Asi, para cierta constante a; tenemos que

L'(s,x 1
g(s,x) == L((SX)) - > ——  cumple |[g(s,x)| < a1logqT.
’ |[p—w|<1

Por la formula integral de Cauchy, si |s — w| < %, entonces

1 1 (2, x)
R O)) ‘ _ | _9&X)
V! ‘g (5,) 270 /|w_z|:3 (z —s)vtl dz

4

2 3
4

4l/+1
< /l ‘ l9(z, x)||dz| < az4” log ¢T.
w—z|=
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Sea sg = w + r. Es trivial que, por definifién,

(=1)” d” L'(s0, x) 1
v ds” L(so,x) Z (so — p)rtt

|p—w|<32e2r

< % ‘g(”)(So,x)‘ + > !

sq — p)lvt1|’
32e2r<|p—w|<1 ( 0 p)

Como s —w| =7 < 5 y 4 < (32¢?r)~!, podemos acotar de la siguiente manera:

1 1
2, ’ S _
o ‘g (80, X) + (80 — p)l,+1

32e2r<|p—w|<1
< ap4” log qT + a4(32¢*r) ™ log qT < as(32¢*r) ™" log 7.

Esta cota en la segunda suma se deduce con sumacion de Abel en lugar de acotar sin
cuidado. El namero de ceros con |[p—w| < r esn(r,v, x) < agrlogqT por el Lema 4.9.
Por el segundo teorema principal de Turén (ver Teorema A.9), para K > n(r,v, x)+1
existe un nimero v, K <v < 2K —1 tal que

1
| >2(16e) 7"t méax |so—p|7V > 2(32er) 7V,
2 Toom g | = 2107 e lso = ol 2 2(32er)7

lp—w|<r
donde la segunda desigualdad se debe a que |sg — po| < |so — w| + |w — po| < 2r. Por
tanto,

d” LI(SO X) 1 2
—— 20 > 2(32er) VT — 32 B! T
v | ds” L(so,x) | — (32er) a3(32¢7r) " logq
1 T
= 2(32er) "V <1 _ rosds ) :
e

Si K > agrlogqT > ag para cierto ag > méx(ag + 1,2000)? suficientemente grande
tendremos que

1 a7rloqu 1
ev 2
de forma que
14 /
4" L(s0.X) | (32er)~~1 > (100r) ¥~
ds” L(so, x)

Por otro lado, como sy tiene parte real mayor que 1, la funcién que estamos
acotando admite la siguiente expresion:

r¥ d” L'(so, x) B VHZ (rlogn)”A(n)x(n)

vl ds¥ L(so, x) vinso

2La cota as + 1 se toma para que K > n(r,v,x) + 1 y la cota 2000 se toma porque después
querremos que X, definido posteriormente, sea > (qT)2.
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Esta es la suma de la que hablabamos al principio de la seccién. Para poder trabajar
con ella en varios ceros y varios caracteres a la vez, debemos pulirla eliminando la

cola, el inicio y la dependencia en v. Sea h,(z) := %az”e‘x. Vemos que, ahora,

>\ h,(rlogn)A(n)x(n
3 (rlogn)A(n)x(n)

nu)

d” (s, )| o 1
ds¥ L(s,x) | — 100v+1p

n=1

La funcién A, tiene su méximo en x = v. Si v > 900z, entonces

h(a) = 27 < (%) e <300,

vl v

Por otro lado, h,(x) := %x”e 7 es decreciente para z > 2v, de modo que para
x > 20v se tiene

x

ho(@) = hy(@)e§ < By (200)e < <200)

N}

NIE]
IN
w
s}
i
A

)

|

NIE]

Sea x = (¢T)%, y tomemos K = [rlogz]| > n(r,t,x). Asi,

rlogz <v < 2rlogz,

por lo que, para n < 21/9%0 =: X tenemos 900r logn < vyparan > 2% = Y tenemos

rlogn < 20v. Con esto, como h, < 1, la contribucién del inicio y de la cola es

> hy(rlog?l)wf\(n)x(n) <y AWM (50)- Z

n<X VvV n>Y n<X n>Y
< ag (logz + 1) (300) 7"
< 2a9v - 377
- 100r

porque rlogx 4+ 1 < 2rlogz < 2v. La conbtante ag no depende de ag, por lo que si a

14
ag le exigimos también que 2agv - 377 < 200, entonces

h,(rlogn)A(n)x(n 1
3 (rlogn)A(n)x(n)

4.1 > .
(4.10) nw — 2007100

X<n<lY

Ademas, sumando por partes, podemos separar la dependencia en v

Y
> hu(rlogn)wA(n)X(n) = A(Y,v,x)h(rlogY) — 7‘/ A(y,v,x)h’y(rlogy)%,
X<n<Y n X Yy

donde A(z,v,x) = >, <, An)x(n)n™". Por un lado,

|A(Y, v, x)| < Z A(n)n~" < ayglogz,
n<Y
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de forma que, aumentando nuevamente el valor de ag si fuese necesario,

'rloQgY < alol/siy 1
— 100vr — 400r100¢°

|IA(Y, v, x)hy(rlogY)| < ajp(logz)300™ e~
Juntando esto con (4.10),
Y
dy 1
A h,(r1 >
r/)\( (y7U7X) ZI(T Ogy) y — 400T100V

Tras esto, dado que |hl,(z)| < 1, tomando valores absolutos,

Y
dy 1

A e

[ 180l L 2 o

y con Cauchy-Schwarz, dado que la medida (respecto a ” ) del conjunto donde inte-
gramos es < log x,

Y 3
dy 1 log” z _
A 2 > > 2207 1603 o
/X A0 0,1 y > 1002, logz — 1004 logz(rlog )4 ~ v o8

Ahora, integrando en los valores de v que cumplen |yp — v| < &, tenemos que

2

nots A(n)x(n) dy —20r7 3
/ / — v dv? > rx” " log? x.
o~ X<n<y

Con esto, hemos terminado la primera mitad de la demostracién, que consiste en
eliminar la dependencia en v de nuestra suma para obtener una expresién que detecte
CEros.

El siguiente paso es sumar la expresion sobre todos los ceros (salvo el posible cero
excepcional) y sobre todos los caracteres:
2

s A(n)x(n dy
N'(a,T.q) < / POy [y Al g,
" Og z mod q) f>a,|y|<T 7732 | X<n<y Y
2
ST e S R
log x nltiv y

|[v— v|<r X<n<y
2

20r Y THr A
g X [ 7] % A a
og T JXx X (mod q) “T—r | x<n<y n Yy

La tltima acotaciéon se debe a que el niimero de ceros en la suma que hemos eliminado
es < rlogT < rlogx. Lo ultimo que nos falta es estudiar la suma sobre los caracteres.
Repetiremos la estrategia que hemos usado a lo largo del capitulo:

2
n)x(n A(n)x(n)
P / Y / o )
2T -
(mod q) X<n<y X (mod q) X<n<y

< (g Z Z Z A(nr)lm()d;<Tlog )‘—Id—i-fr,

(a,9)=1 X<n<Y X<m<Y
n=a (mod ¢) m=a (mod q)
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donde I; corresponde a los términos diagonales e I,. corresponde al resto. Por un lado,
como n > X > (qT)?,

neor ¥ Y MFe 5 P

(a,q)=1 X<n<Y X<n<y T2
n=a (mod q)

Por otro lado, cuando los términos son distintos, tenemos

LeTe Y Yy A

(a’q =1 X<n<Y n<m<Y
n=a (mod q) m=a (mod q)

<t 3 ¥ SR 5 AR

(a,g)=1 X<n<Y n<m<nt 7z
n=a (mod q) m=a (mod q)

< Te(q Z Z W(ﬂ(n—k;;q,a)—ﬂ(n;q,a)).
(a,q - n ﬁ?&i()i/q)

(i)

Usando la desigualdad de Brun-Titchmarsh (ver Teorema A.10),

I, < Ty(q Z Z A(niéogn(ﬂ (n+%;q,a) —ﬂ(n;q,a))

q)=1 X<nlY
n=a (mod q)

A(n)logn n
T E E
< Tl n? (TSO(Q) log 7})
(a,q)=1 Xg(ngé/ ) q
n=a (mod q

« 3 A

X<n<Y
< log .

Con esto,

2

20r Y T+r
lo 2 T nl—l—w Yy
g X (mod q) —T-r X<n<y

20r Y

x d

< — / (log :c)—y < 220
log“z Jx Y

que, dado que x = (¢7)*8, es lo que buscdbamos. O

4.4. El teorema de Linnik para «la mitad de las progre-
siones»

Como se puede intuir con los intentos de demostracion de este teorema que dimos
en la ultima seccién del capitulo anterior, la existencia del cero puede jugar a nuestro
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favor o en contra de nosotros dependiendo de qué residuo estemos analizando. Los
casos del teorema de Linnik en los que juega a nuestro favor y los casos en los que no
existe este complicado cero son bastante més sencillos y podemos demostrarlos ahora:

Teorema 4.11 (Linnik). Eziste una constante efectiva L tal que

pml’n(aa Q) < qL

para todo a coprimo con q para el que el posible cardcter excepcional x1 mddulo g
cumple x1(a) = —1. En particular, el resultado es cierto para todo (a,q) =1 cuando
no hay cero excepcional madulo q.

Esto demuestra el teorema de Linnik para (al menos) la mitad de las progresiones
aritméticas, ya que, si existe el caracter excepcional, la ortogonalidad de los caracteres

nos muestra que
Z X1 (a) = 07
1<a<qg—1
(a,q)=1

y, como X1 es real, la mitad de los residuos tendrén esa propiedad.

Por otro lado, en las demostraciones modernas que he visto ([Iw-Ko, Chapter 18|
y [Mo-Va3, §28.8|, por ejemplo), no se hace esta distincion del valor de xi(a) que si
hace la demostracion original de Linnik: en el primer articulo [Lil], demuestra este
mismo resultado y finaliza con comentarios sobre las distintas caracterizaciones de la
propiedad x1(a) = —1, como ser residuo no cuadratico; y en el segundo [Li2], refina
el analisis del caso en el que se asume la existencia del cero de Siegel para demostrar
el caso restante, que es el que nos falta.

Pasemos a los resultados. La estrategia es la misma que usamos la tltima vez:
usar las formulas explicitas y confiar en poder mejorar el término de error. Vamos a
readaptar lo que hemos hecho para poder aplicarles mejor los teoremas de densidad.

Demostracion. Sea x > ¢*¢, T = 2/24. En la demostracion del Lema 3.10 obtuvimos
la expresion (3.4). Partiendo de ahi, vemos que

b(x) = — ;1 (; + 2ip> - I'%;l (; + 2;) +0(1).

Como en la demostracion original, ese segundo sumatorio es O(logq). En el primer
sumatorio, volvemos a separar:

1 1 1 1 1 1

Y [t —)= D “+ ) —+ -+—,
p o 2-=p p 2—p p2-=p

IvI<1 B<1/4,lvI<1 B<1/4,lvI<1 B>2 |y|<1

y ahora el segundo y el tercer subsumatorios estan formados por O (logq) términos
de tamano < 1. Por tanto,

) =- S L+0(0gq).

B<1/4,lv<1
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Ahora, en la demostracién del Teorema 3.11, sustituyendo lo que acabamos de
deducir, obtenemos que, para caracteres primitivos,

Pt

zf —1 * xp zlog? qx
w(x7X):_ﬁ_ Z - Z <T+10gQ>7

P
B<1/4,1vI<1 |“/|<T

donde ahora >_* excluye los términos de la primera suma y el correspondiente al
posible cero de Siegel. Para esa primera suma, volvemos a aplicar el teorema del valor
medio, esta vez en su versiéon compleja:

p_1
Z ° < Z i logz < o log gx.
p<ijapi<t P B<1/d]y|<1

Teniendo en cuenta estas observaciones y extendiéndolas a los caracteres imprimi-
tivos de la forma habitual,

1 _ _ oz e 1 S i
q)gx(a)lb(w,x) PO > X)), —+R(z,q,T),

X (mod q) Iy |<T 7%

donde
zlog? qx

1
1] .
T + x4 log qx

R(z,q,T) <

Hemos deducido esta formulacién para evitar denominadores muy cercanos a 0.
Del resto de los ceros con f < % nos podemos olvidar porque estaran dominados
por los correspondientes ceros reflejados, asi que, como no aprovecharemos ninguna
posible cancelacién, como mucho pueden duplicar el tamano de la suma. Con esto en

mente,

xPx 1 1 Px 1 1 Bx
< — | x2 —I—/ x%logxda | < min (1, > x2 +/ z%logzrda | .
x| 1 x| L

2

Aplicando esta acotacion a los ceros con |y, | < ¢ y usando el Teorema 4.10,

1) Y Z ey Y (mé+ﬁﬁx

X (mod gq) \7x\<q x (mod q) B, >1 |, |<q 2

2
1 1 1—c2/2logq
<<N< , Q5 q)w2+/ %N (o, q,q) logz da
1
2
xlfcg/Zlogqlogx

xz%log x da)

< x%qd+ <<x% 4 ploce/2logg

logz — 2dlogq

Para el resto de los ceros, aprovechamos que el denominador es grande y repetimos lo
anterior:

Z Z ﬂ(* Z Z (mé—i—/lﬁxxalogxda) <<§.

(mod q) ¢< | |<T Px (mod q) Bx> "YX‘<T 2
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Juntando todo,

' oz _Xl(a)xﬁﬁl (1 <_0210g:v)>>
w(%q,a)—@(q) <1 5 TO( e 2108 ¢ :

Hemos omitido los elementos correspondientes al término de error porque, al sacar
factor comun x/p(q), son despreciables y podemos hacer que dependan tnicamente
de x, por lo que no nos interesaran cuando ¢ sea lo suficientemente grande. Por la
misma razoén, con la Proposicion 3.16 podemos sustituir ¢ por 9 y obtener

x x1(a)z 1 (1 colog
4.12 HNx;q,a) = (1— +O0O(-—+exp|— .
(4.12) ( ) ©(q) b1 q 2logq
Por dltimo, si C' es la constante oculta, como yi(a) = —1, para ¢ > 2C' suficien-

temente grande y para « > ¢~, donde L > méx (4d7 202_1 log 20) tenemos que

T zhr—1 (1 ( cﬂogm)))
HNx;q,a) > —— | 1+ —C|—-+exp|—
(5,a) soq)< &3} ¢ TP\ 2logg

En resumen, como 9(x; ¢, a) > 0, necesariamente se tiene que pum(a,q) < ¢~ O

4.5. El fenébmeno de Deuring-Heilbronn

Para completar el teorema de Linnik necesitaremos un resultado més fuerte, co-
nocido como el fenomeno de Deuring-Heilbronn (en inglés, «Deuring-Heilbronn phe-
nomenony» o «exceptional zero repulsion»), acerca de la distribucion de los ceros en
el caso en el que asumimos que el cero excepcional existe. Esta mejora es debida a
Linnik y se basa en la observacién de Deuring y Heilbronn de que, cuando asumimos
que hay un cero excepcional, el resto de ceros se alejan de la recta ¢ = 1, por lo que
tenemos una regién libre de ceros méas amplia.

Una de las formas de justificar por qué podria ser razonable esperar mejoras cuando
hay un caracter excepcional x; es la siguiente: dado que 1 — /31 es (en cierta medida)
comparable con L(1,x1), para 0 > 1 lo suficientemente cercano a 1 tendremos que
L(o,x1) = Hp (1-— )(1(19)10*")71 es muy pequeno, por lo que x1(p) = —1 para muchos
primos p no muy grandes. Por tanto, y; emula relativamente bien a la funcién u y
sigue teniendo las ventajas de los caracteres como la periodicidad. Aunque estas ideas
se modifican un poco al inicio de la demostracion, al final vuelven a aparecer de forma
bastande explicita. Aqui presentaremos el resultado en forma de teorema de densidad:

Teorema 4.12. Supongamos que existe un cero excepcional 1. Denotemos por q el
mddulo del correspondiente cardcter excepcional x1 y 01 = 1 — 1. Sean N* (o, T, q),
a y T como en el Teorema 4.10. Erxiste una constante efectiva d' > 2 tal que

N* (Oé, T, (h) <4 (log qlT)(qlT)dl(lfa).
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El primer instinto que uno puede tener es preguntarse por qué este teorema es me-
jor si hemos vuelto a hacer aparecer un logaritmo. La respuesta es sencilla: 61 log g1 T
serd pequenio cuando T < qfl para cualquier potencia A fija porque, por la definicién
de los ceros de Siegel, 1 log g1 se hace arbitrariamente pequeno cuando consideramos
modulos excepcionales cada vez mas grandes.

Este teorema es posterior y més potente que el que demostré Linnik, que era
una region libre de ceros parecida a la del futuro Corolario 4.13. Gran parte de esta
demostracion es, en esencia, igual que la del teorema de densidad libre de logaritmos.

Demostracion. Repetimos el desarrollo inicial del teorema de densidad anterior salvo
porque asumimos 7 < 1/20000(< 1/128¢?) y estudiamos la suma

Li(s,x) | L'(s +01,xx1)
L(s,x) ~ L(s+01,xx1)
En lo respectivo a este segundo sumando, los términos estaran desplazados porque el

desarrollo lo hacemos con s+ d7 en lugar de con s. La expresion en serie de la derivada
v-ésima de esta funcién ahora es

D(SO;X) _ (_l)qul Z (logn)VA(n)X(n) (1 + Xl(n)nfth) )

nso

D(S7 X) =

14

ds?

n=1

Aqui hay que tener en cuenta la contribucion de los ceros de L(s, xx1), pero la
cota es parecida. En este caso, serd mas conveniente deshacernos de la contribucion
de las potencias de los primos. Partiendo del andlogo de (4.10), como h, < 1, la suma
sobre estas potencias es, en valor absoluto,

<23 % 1°gp<zzxm+l >

m=2 X<pm<Y X1/m<p<yt/m

oo
<4y x-mrlBY oyt s
m

m=2

Aumentando el valor de ag si fuese necesario, podemos suponer que la contribucion
es < x~1/2000 Por otro lado,

por lo que la contribucién de los primos ahora es

5 hulrlogpix(r)log (1 amp™)| > 1

v = 400r100¢
X<p<y

Imitando los razonamientos y la notacién y haciendo los cambios oportunos, po-
demos demostrar que

2

’Yo+ lo d
/ / x(pl)mgp (1 n Xl(p)p_(sl) v s pp20r g8 4
Yo X<p<y Yy
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de forma que ahora, con b(p) := 1+ x1(p)p~°",

2
Tr b(p)x(p) logp dy
1+w dU*
P y
2

Z /TH b(p)x(p) log p do.
1+v
log:c X<y<yx(mod ) T—r X<p<y P

N*(a,T,q) <

(mod q1) T X<p<y

Podemos repetir ideas parecidas a las de la demostracién anterior para deducir
que la suma interior ahora es

3 ) 3 b(p1)(log p1)b(p2) (log p2) ’¢ (Tlog pl)’
b2

(@a)=1 X<p<Y — X<po<y pip2
p1=a (mod q1) p2=a (mod ¢1)

< Z logp< > 5+ Z ~ 1 1o0gY.

X<p<y X<p<y X<p<Y
(p,q1)=1 x1(p)=1 x1(p)=
Cuando x(p) = —1, la cota necesaria es casi inmediata: como 1 — p~ 01 < 61 logp,

esta claro que

b 1
Z @S(Sl Z ng<<5110gY.
x<pzy P X<p<y
x1(p)=—1

Cuando x1(p) = 1, hay que trabajar un poco mas. Empezamos observando que

P p B p’
X<p<Y X<p<Y X<p<Y
x1(p)=1

donde c(n) = x1 * 1(n) = > y,, x1(k). Separémonos momenténeamente de esta ecua-
cion. Usando la aproximaciéon anm % =logz +vEm + O (wil) y sumacion de Abel,
xi1(k) 1
PO
n<X k<X (<X /k
= L(1,x1) (log X +venm) + L' (1, x1) + O (1 X' log X)

L/<17X1)
L(1>X1)

= L(1,x1) <10gX + YEM + ) +0 (qu_llogX) )

1
Dado que L(< 7><1)> =67+ 0®ogq1), L(1,x1) > 61 y dilogqr > q; *(logq)™* (ver
[Mo-Val, Theorem 11.4 y Corollary 11.12]), aumentando el valor de ag si fuese nece-
sario podemos escribir
c(n)

S == L(Axa)d
n

n<X
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Ademas, repitiendo argumentos para X y para XY, podemos deducir que

c(n
> e n ) osy.
X<nexy
Por otro lado, como ¢(n) > 0 y es multiplicativa,
c(m) c(p) c(n)
R S
m<X X<p<y X<n<XY

La explicacién de esta cota es la razén por la que nos querfamos restringir a los
nimeros primos: cada nimero X < n < XY tiene como mucho 900 - 40 + 1 = 36001
factores primos p > X, pues si no n > X369 = XV por lo que el nimero de veces
que puede aparecer cada X < n < XY esta controlado.

Sustituyendo las cotas y reordenando, obtenemos lo que buscabamos:

DS C(;))<<5110gY,

xp<v P xSy
x1(p)=1
de lo que deducimos
. 2
. o b(p)x(p)logp 2
Xrgjgy Z / — i dv < 61 log” Y,

X (mod q1) T—r X<p<y
y, sustituyendo cotas y definiciones,

N*(a, T, q1) < 81 (log )2 < b1 (log uT) (@ T) "~
para cierta constante d.

Por tltimo, para deshacernos de la constante oculta ¢y si esta fuese mayor que 1,
solo necesitamos hacer la siguiente observacién: hemos demostrado

N* (a, T, q1) < Cd(51 (log Q1T) (qlT)cﬁl'(lfa)‘
Razonando con los rangos de a: que estamos considerando, si C' = 02_1 log cg,

ca < (uT)Nogca)/loga™ < (g 7YC(-)

)

por lo que hemos demostrado el teorema con d' = d+C. ]

Un corolario inmediato es la region libre de ceros que prometimos:

Corolario 4.13. Sea T > 2. Ezxiste una constante D tal que, si en un mddulo q1
eziste el cero exepcional 1, entonces es el unico cero de Hx (mod q1) L(s,x) en

llog 01 log 1 T|

>1-—
7 d'logq1 T

Demostracion. No hay ceros cuando N*(a,T,q1) < 1, por lo que, por el teorema
anterior, basta reordenar 8y (log 1 T)(¢1T)* 1= < 1. O

Con este corolario, podemos finalizar la demostraciéon del teorema de Linnik.
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4.6. El teorema de Linnik

El siguiente teorema abarca los casos que nos quedan para terminar:

Teorema 4.14 (Linnik). Ewxiste una constante efectiva L' tal que

pmin(aa Q1) <q l

para todo a coprimo con qp para el que el posible cardcter excepcional x1 mddulo ¢
cumple x1(a) = 1.

Demostracion. Ahora, en (4.11) podemos usar el corolario anterior para deducir que

* T llog 201 log ¢1| log =
Z Z Lzexp | — 57 1o )
x (mod g1) < X g

Si insertamos esto en los razonamientos posteriores, en lugar de (4.12) obtenemos

—5
T x 1 \log25llogq1]10gx>>>
Hx;q1,a) = 1-— —|—O<+ex <— )
(=3 q1,a) o(q1) ( B T P 2d' log g1

De esta manera, cuando = = qf, si ademas exigimos ¢ > ¢ 1 por un lado tenemos que

—5
1- xﬁl > B — a7 > 1= g =6y > L61g; " log gy — 6
> torlogqr 5 > torlogqr 5 > orlogqr 5 > 01logqa
1+ 461 log 1 14+ ley 2¢o 4co

cuando ¢; es lo suficientemente grande, mientras que

o llog 207 log q1| log <o ¢ |log 261 log q1|
xp | — xp | ———————F——
P 2d"log 1 =P 2d’

= (2(51 log ql)Z/Zd’ S 2(262)8/&17151 log q1.

Como hemos asumido ¢z < % a lo largo de estas dos ultimas secciones, tomando ¢ > L'/
suficientemente grande deducimos el resultado. O

Juntando los Teoremas 4.11 y 4.14, podemos concluir con el teorema que da nombre
al trabajo:

Teorema 4.15 (Teorema de Linnik). Eziste una constante efectiva L tal que, para

todo a coprimo con q,

pmin(a’Q) < qL'
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Proposicion A.1. Para y € R se cumple la siguiente igualdad:

(A.1) /Oo e—mc2—27rizy de = 6—7ry2.
—0o
Demostracion. Sea h(y) = [ —ma?=2mizy 43 Vemos que h(0) = 1, mientras que
/ [ P > 2_omi
h(y) = —z/ 2rxe” T e M dp = —27Ty/ e T AN A = —27yh(y),
—00 —0o0

donde la segunda igualdad viene de integrar por partes. Por tanto, h(y) = e~ ™. O

Lema A.2. Para x € R se tienen las siquientes iqualdades

- ; 1 _ 2
Z e~ ™ T+2mino _ 72 Z . m(nta)?/z

nez nez
4 2 3 2
§ :ne—ﬂ'n z2mina _ ;o—5 § :(n + a)e—ﬂ'(n—i-a) /:c
nez nez
. 1 —m(z+n 2 t . e, 1. . .
Demostracion. Como F(z) := 7 Y nez € (@+7)°/t o5 continua y 1-periodica, coincide

con Y oz F(n)e?™ ™ su serie de Fourier. Para calcular F(n), como todo converge
absolutamente, usamos Fubini y cambiamos z + n — x para llegar a

F(n):\}%z

k+% 2 2 > 2 27mi \/ 2
/ P /te— TINT {00 = / e~ W —2min tw dw = e ™ t7
1
kez k"3 —o0

donde w = % y usamos (A.1). Con eso, ya tenemos la primera igualdad, y la segunda
se obtiene derivando respecto a « y despejando lo que sea necesario. ]

Teorema A.3 (Formula de Jensen). Sea f una funcion holomorfa en un entorno de
|s| < R y sin ceros en |s| = R ni en s = 0. Entonces

>/ " log|# (Re)| @0 - 10g]1(0)] - / )

donde n(r) denota el nimero de ceros en |s| < r.

75
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Demostracion. Remitimos al lector a [Iv, Lemma 1.1]. O

Teorema A.4 (Teorema de Borel-Carathéodory). Sea f una funcion analitica en un
|z| < R y sear < R. Entoncess

2r R+r
’ < 3 .
‘r?'zi)ﬁ]f(zﬂ SHm ﬁgﬁ%f(z) + o r‘f(o)‘

En particular, si R = 2r,

mix |f(2) < 2 i RF(2) + 31/ (0)].

|2|=r \
Demostracion. Remitimos al lector a |Ti, Chapter 5. O

Teorema A.5 (Formula de Stirling). Sea d > 0. Para |args| < m—9, |s| > § se tiene

1 1
logT'(s) = <s - 2> logs — s+ 510g27r+ O (Is|™)

ogs— L 2
F(S)flogs 28—1—0(\5\ ).

I'(s) 1 o0 t
=logs— — —2 dt.
['(s) 8T o /0 (12 + 22) (et — 1)
Demostracion. Remitimos al lector a [Wh-Wa, Example 12.3.7]. O

Teorema A.6 (Ecuacion funcional no simétrica para L(s,x)). Sea x un cardcter
primitivo y sea k =0 si x(—1) =1, k =1 si x(—1) = —1. Entonces

L(1—s,x) = 21751750573 cos (g(s — /@)) '(s)L(s,X).

Demostracion. Remitimos al lector a [TFG, Capitulo 2|, donde se encuentra las de-
mostraciéon para (. La demostracién para las funciones L es esencialmente la mis-
ma. [

Teorema A.7 (Analogos para (). La funcion { tiene una extension meromorfa a C
con un unico polo en s = 1, simple y con residuo 1. Admite la siguiente ecuacion
funcional simétrica

s 1—s

w30 (5) ¢ls) =73 r(1;5> ((1—s), seC,

y la siguiente ecuacion funcional no simétrica

(A.2) C(1—s)=2"%1"%cos (%3) I'(s)((s), seC.
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Tiene ceros (conocidos como ceros triviales) en los pares negativos s = —2,—4, ...
Ademds, su derivada logaritmica se puede expresar como
¢'(s) 1 1 1§ +1) 1 1
A3 — = —-B—--1 - — -
(A.3) C(s) s-—1 2og7r+2r(%+1) ; 5—p+p ’

donde p recorre los ceros no triviales de ( y B = log2 + %logw —-1- %VEM; con YEM
la constante de Euler-Mascheron;.

Demostracion. Remitimos al lector a [TFG, Capitulo 2| y a [Iv, Chapter 1]. O

Teorema A.8 (Desigualdad de Poélya-Vinogradov). Sea x un cardcter no principal
mddulo q. Para N > M > 0 se tiene

Z x(n) < y/qloggq.

M<n<N
Demostracion. Remitimos al lector a |[Da, Chapter 23]. O
Teorema A.9 (Segundo teorema principal de Turan). Sean zi,...,zn,b1,...,bN
numeros complejos tales que |z1| > |z2| > -+ > |zn]|. Para todo M > 0 existe un

enterov, M +1<v <M+ N tal que

N N N
— v > 14 3
Sy nzlbnzn cumple |s,| > 2 <8€(M n N)) |21 1;1]1_1;1]\[

Demostracion. Remitimos al lector a [Mo, Chapter 5|. O

Teorema A.10 (Teorema de Brun-Titchmarsh). Sean z >0, ¢ <y y (a,q) = 1. Se

tiene
2y 1
. _ . < —= |1 .
Tty a) a6 S Sore ( e <1Ogg>>

Demostracion. Remitimos al lector a [Iw-Ko, Theorem 6.6]. O
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