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Abstract:

On this work, we are going to study the Scrodinger’s equation, which is one of the
fundamental principles of quantum physics and studies the wave behavior of the particles
in function of the position and time. It’s 1D version is ih%—‘f = —%% + VW where is very
important the |¥|?, because ¥ is normalized, it gives the probability density of detecting

the particle at a given location. This discovery is part of the Copenhage’s interpretation.

To find solutions of the equation, we can use the method of separation of variables,
which would give to us a formula for this equation independent of time AWU(xz) + 22 (E —
V(z))W(x) = 0 which can be very useful for the study of particular cases. As for the
finite potential well that is based on the capacity of the particles “to cross” a barrier
without having “enough” energy although it does so with an infinitesimal probability.
This minimun probability of crossing walls is called tunnel effect, and has practical uses
as for the microscopy of tunnel effect.

Other case studied is the one of the harmonic oscillator, similar to the simple har-
monic oscillator of classical physics and very important on the quantum field theory, the
present theory to explain elementary particles.

Our last objetive is to solve the Schrodinger’s equation for the hydrogen atom electron
in which an electric force is exerted between proton and electron. We will use the spherical
harmonics, the eigenfuctions of the Laplace-Beltrami operator on the sphere to get his
wave functions, which give a meaning to the orbitals.



Introduccion:

Hasta finales del siglo XIX se pensaba que la fisica cldsica podia resolver cualquier
problema, pero fue entonces cuando varios resultados experimentales revolucionaron el
mundo de la fisica al comenzar a ver similitudes entre el comportamiento de las ondas y
las particulas.

Las primeras sospechas de esta relacion se produjeron al estudiar el espectro de luz
emitido por el cuerpo negro, ya que no se conseguia dar una explicacién para toda la
gama de frecuencias si se basaban en los conceptos de la fisica clasica. Fue Max Planck
quien consiguié aproximarse mas a una solucion de esto dando comienzo a las primeras
ideas de la fisica cuantica: parte de la energia de la luz podia intercambiarse con la ma-
teria, es decir la luz debia “tener algo de materia” y solo se puede emitir una cantidad
multiplo de h, ahora llamada constante de Plank, de lo que surge la cuantizacién de la
energia de toda oscilacién.

Otro de los motivos fue el efecto fotoeléctrico, cuyo experimento consistié en emitir
rayos de luz contra metal lo que les llevo a ver que este emitia electrones, que de nuevo
solo se podia explicar si la luz toma algunas propiedades de la materia. Esto llevé a Eins-
tein a postular que la energia de las oscilaciones de la luz estan cuantizadas, y llamar
fotones a estas unidades discretas.

También tenemos el efecto Compton que surgié al proyectar un haz de luz con lon-
gitud de onda A\ en un electréon y ver que este se dispersaba cambiando su longitud a
A+ A\, es decir aumenta la longitud de onda, por lo que se dispersa con menor energia.

En estos descubrimientos también se dio el caso contrario, es decir, las particulas se
comportaban en algunos aspectos como ondas, y eso fue teorizado por Louis Broglie en
1923, comparando el momento y el vector de posicién de un fotén con el de las particulas
por lo que se comenzo6 a hablar de ondas de materia.

Como podemos ver hay fenémenos en los que dirfamos que las particulas son ondas
pero otros en los que diriamos que las ondas son particulas, en esto consiste la dualidad
onda-corpusculo.

Asi en fisica cudntica, a diferencia de en la clasica no todo se puede medir con unas
medidas exactas, y en esto se inspir6 Werner Heisenberg en 1927 para llegar al principio
de incertidumbre.



Esta fue la base para que Schrodinger llegara a la funcién de onda ¥(x,t) de una
particula dando su amplitud en funcién de la posicion y el tiempo y no su intensidad que
coincide con la densidad de probabilidad de esta y de la que ya hablaremos a lo largo de
las siguientes secciones.

Todo ello culminé en la llamada interpretacion de Copenhague, formulada por el fisi-
co Niels Bohr en 1927 y en la que contribuyeron notablemente otros fisicos como Max
Born y Werner Heisenberg. Esta consta de varios resultados importantes como el colapso
de la funciéon de onda y el principio de incertidumbre, de los que hablaré brevemente a
continuacion.

Como ya veremos mas adelante una onda ¥ se puede escribir como una superposicion
de ondas W, con energia FE, e intensidad ¢, a groso modo el colapso de funcién de onda
nos dice que en el momento que medimos la energia de una de estas ondas solo podremos
medirla para un £, concreto de un V¥,, con una probabilidad ¢, ya que la onda colapsara
en ella inmediatamente tras la medicion.

Esto mismo pasaria al medir el momento y la posicion lo que nos hace imposible
conocer ambos valores en el mismo tiempo y esto se conoce como el principio de la
incertidumbre.
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1. Origenes de la ecuacién de Schrodinger.

A principios del sigo XX hubo un cambio en la visién de las particulas, estas, que
siempre se habfan visto como algo fijo empezaron a verse como ondas muy concentradas
en el espacio, tanto que no podemos percibir su movimiento. La ecuacién de Schrodinger
es uno de los principios fundamentales de esta “nueva fisica”, pero para llegar a ella
debemos partir de algunos conceptos mas basicos.

Como los experimentos llevaron a que las particulas tienen un comportamiento on-
dulatorio empezaremos su estudio partiendo de la onda bésica en una dimensién, ¢ =
e'Pr=ED/h siendo x espacio, t tiempo, i = h/27 la constante de Plank normalizada, p el
momento lineal y F la energia. Como podemos observar esta ecuacién junta dos férmulas
importantes en la fisica p = h/\ (X longitud de onda), que dio Broglie y que ya comen-
taré mas tarde, y E = hv (v frecuencia) a la que se lleg observando que cuando una
onda electromagnética incide sobre un electron cambia su energia proporcionalmente a
la frecuencia.

La ecuacién de ondas asociada a cada particula serd ¥ = W(z,t) = >.°7 ¢, elPra=Ent)/h
que es superposiciézn de ondas basicas que cumpliran la conservacion de la energia
E=imv?+V =2 +V (V energfa potencial).

Asi llegé a la ecuacién [Sch26]:
ov h? 0*V

(1) zhE = 5w + Vv en una dimension espacial

que la cumple toda onda bésica, asi que, al ser lineal, una combinacién de ellas también
la cumplira. Para ver que lo cumple vamos a derivar W(x,t):

ool
o0 h  h

§mv2 + V)

si metemos estos en la ecuacién nos queda:

v pr m*?

o2 h R?

2 ,
que es realmente el valor de ?97%, por lo que cumple lo que queriamos.

En 3 dimensiones seria: - 2
h— = ——AU + VU
! ot 2m +



Una observacién importante es que lo que realmente nos importa estudiar es |¥|?,
esto es porque esta relacionado con la probabilidad de detectar una onda en un punto. Y
esto tiene dos consecuencias que nos interesan. La primera, no importa que la ecuacion
tenga valores complejos, y la segunda, dos ondas con F' = —VV = —V(V + cte) se
comportan de la misma manera ya que |¥|? sera el mismo.

Vamos a ver la construccion de una funciéon de ondas ¥ de una particula de ma-
sa m sobre la que no actian fuerzas en x € [0,1] y hay paredes infranqueables en
0 y 1. Al no haber fuerzas actuando sobre la particula toda la energia sera cinética
y la velocidad serd constante, solo cambiara el sentido de la energia al chocar con 0
y 1 donde ¥(0,t) = ¥(1,¢) = 0. Cada energia fijada tendra dos posibles momentos
pe = V2mE y —pg y una ecuacién de onda asociada, superposicion de ondas basicas
Aeipee—EY/h o Beil=pez—Et)/h qye tendran que cumplir las condiciones iniciales, por ello
nos queda A = —B, p, = nrwh, E, = % Vn € N.

Ahora la ecuacion de la particula que como ya sabemos es superposicién de on-
das serd W(z,t) = > o7 ¢, U, (t). Siendo W, (t) = J(ePre=Ent)/h _ gil=pna=Ent)/l) —
iv/2sin(mnx)e "t/ la asociado a cada energia que cumple la ecuacién de Schrodinger
siendo V' = 0. Como podemos ver, a diferencia del mundo clasico, las energias recorren

un conjunto discreto de valores.

Vamos a continuar con el ejemplo comparandolo un poco con el dlgebra lineal. ¥ que
es una combinacién lineal de los ¥,, podemos verlo como el espacio generado por estos.

Sabemos que para que n vectores formen una base ortonormal deben cumplir dos
propiedades respecto al producto escalar: (@, @y,) = 0sin # my (d,,d,) = 1, siendo el
producto escalar (a,b) =" | a;b; . Si tenemos una base de este tipo, podemos escribir
cualquier vector ¥ como ¥ = Y \,d, donde \, = (a,, V).

Esto lo podemos extender a funciones, donde el producto escalar seré (f|g) = fol fq,
y cumplira las mismas propiedades. Por lo tanto con este producto tenemos que los ¥,
forman una base ortonormal. Respecto a esta base U = (cy, ¢a,...) y (¥, V) = fol |V 2de =
> o2 lenl? , que no depende del tiempo.

Aplicando lo que hemos visto antes ¢, = (V,,|¥) y como los ¢, no dependen del tiempo
lo podemos calcular con un t fijo, por ejemplo t = 0 que nos facilitara los calculos. Asi
tenemos, con V(x,0) = iv2sin(mnz):

(2) Y(x,t) = chllfn(t) con ¢, = —i\/§/0 Yo(s)sin(mnz) de vy o = V(x,0)

n=1

por lo que dada la onda inicial podemos hallar la funcién de onda en cualquier tiempo.



A continuacién veremos la relacion entre el mundo cldsico y el cuantico, para ello
daremos las condiciones iniciales necesarias para que se comporten de manera parecida.

Si quisiéramos que esta ecuacién (2) nos de un resultado parecido al que tendriamos
si tuviéramos una particula en z = 1/2 ¥(z,t) = ¢o(z) lo intentamos usando una onda
inicial 1y picuda suave, ya que para n grande el integrando oscila mucho y para ¢, con
n pequeno e *Frt/h no oscila hasta que ¢ es del orden de m#A~.

Lo siguiente que debemos pensar es que necesitamos para que los p, se parezcan
a los de una particula en x = 1/2 masa 1 y velocidad 1 tendrd un momento lineal
p =1, y vemos que necesitamos nm ~ h~!. Para dar ¢, podemos coger cualquier funcién
¢n = ®((nm — h7')/K) con ® que decae fuera del origen. En este caso vamos a coger
¢, = e~ ((mm=h7H/100)* gustituyendo en (1) y cambiando ¢ = ¢ + 1/2 para que empiece en
r =1/2 nos da:

\I/(I, t) _ Z ef(nwfh—1)2/104\pn(x’ t + 1/2) _ Z 67(nﬂfh—1)2/1047in27r2h/4\pn(x’ t)
n=1 n=1

t=0.00 t=0.20 t=0.40
02 04WO06 08 1 02 04 06Wo08 1 02 04 06 o0sW 1
t=0.60 t=0.80 t=1.0
02 04 06 o08W 1 02 04 o06Wo0s8 1 0.2 0.4Wo06 08 1

Como se puede ver se comporta de manera similar a la particula clasica, rebotando en
la pared y volviendo al punto de partida en un segundo. Respecto a la mancha que se ve
en vez de verse un punto se debe a que la particula a la vez esta oscilando a gran velocidad.

Esto no es casualidad, lo que pasa es que los dos momentos p,, y —p,, de ¥,, hacen que
la onda con el paso del tiempo se descomponga en dos partes, pero en nuestro caso una
de ellas choca con & = 0 rebotando y asi se vuelven a juntar y no vemos ninguna separa-
cion. Para ello hemos cogido ¢, que se anulase en todo punto menos en cierto intervalo
y hemos utilizado que la suma de sin(nmx) para N términos nos da un abultamiento



de anchura proporcional a N=! que no depende de los N términos elegidos, estos solo
influiran en la cantidad de oscilaciones.

Este caso particular param = 1 y v = 1 lo podemos extender para cualquier particula
de masa m y velocidad vy partiendo de la misma idea, querremos p,, ~ muv, por lo que

Kh
La ecuacién general para esto sera:

¢, = <M> que decaiga fuera del origen y cambiando t =t + ty tal que zg = votg.

00 B — ‘
\IJ(:L', t) _ Z o (mr KthO )e—zn2n2hx0/2mvolpn($’ t)

n=1

Otra manera de llegar a la ecuacion algo mas similar a la de Schrodinger es partiendo

de la ecuacion de ondas uy = Uf;um con v, =v/k

Not | Significado

frecuencia

v
T | periodo(v™)

k nimero de ondas

A longitud de onda(k~')
v, | velocidad de fase(v/k)

En los albores de la fisica cuantica se modificé la interpretacion electrodindmica de
los atomos, ya que Bohr afirmé que el momento angular de los electrones al multiplicarlo
por 27 /h siempre da un entero, asi que el cambio de energia que debe haber para que
un electrén pase de una orbita a otra debe ser lo suficientemente grande para que este
producto llegue al siguiente entero.

Hay varios experimentos que motivaron a la fisica cuantica, como el efecto fotoeléctri-
co cuya solucién fue que la luz esta compuesta por particulas sin masa y cada una tiene
energia F = hv. Pero la hipdtesis que triunfo fue la de Broglie que asocié una particula
en movimiento con momento lineal p con una longitud de onda: A = %. Esto también se
cumple para radiaciones electromagnéticas en la que p = E/c p = hv /v, = h/\, por lo
que esta en concordancia con la mecénica clésica. Esta férmula junto a la de la ecuacion
de ondas tuvieron un importante papel en la construccion de la ecuacién de Schrodinger
que no se basa en principios fundamentales anteriores.

Sea W = U(z,t) igual que en la anterior explicacién la funcién de onda asociada a una

particula esperamos que sean superposiciones de ondas monocromaticas en frecuencia,por
lo tanto que sean de la forma V(z,t) = ®(x)e(—vt), y se puede suponer que satisface la

4



ecuacion de ondas:

872

2 2 2=(E-V(z))2m
Uy =020, = O+ (;) oI E@Rm g —m(E = V(2))® =0
" () = U, e(vt) . 2
U, = 2miEL U = 2w, —— g 4V
2 8m2m

O = Ve(rt)

Y asi se llega de nuevo a la ecuacién de Schrodinger.

2. Conservacion de la probabilidad y otras propie-
dades.

Ya dada la ecuacién de Schrodinger

LoV h?

(3) Zh% = %A\If + VU,

aun no se sabia lo que representaba U exactamente, fue poco mas tarde cuando se vio su
relacién con la probabilidad. Como ya mencioné anteriormente lo que nos interesa es |¥|?,
esto es debido a que es lo que realmente podemos medir y que si tenemos ¥ normalizada
es la densidad de probabilidad de encontrar la particula en un sitio determinado, es decir
la probabilidad de que esté en A C R* es [, |¥|>. Este descubrimiento fue de gran im-
portancia en el avance de la mecanica cuantica y parte de la interpretacion de Copenhage.

Por ejemplo la probabilidad de hallar el electrén del &tomo de hidrégeno en el estado

. ., 3/2 _ 2 2 244 . .
fundamental, que tiene funcién de onda W(x,t) = aﬁe ay/ @ YR it 5 distancia mayor

que 10a~" sera:

o

[ee) 2 T 3
/ / / 4 —2ary2 sin(o) dodpdr = 4a3/ e 2 r? dr = 221" = 4,5514-1077
10a-tJo Jo T

10a—1

que es casi 0 , esta probabilidad es la de encontrarlo 10 veces mas lejos de la posiciéon en
la que se deberia encontrar segiin el modelo de Bohr.

Ahora podriamos plantearnos, si hemos normalizado ¥ en el instante inicial, ;se-
guird normalizado para todo t? O lo que es lo mismo, ;seguira siendo una funcién de
probabilidad? Esto si es asi:

Teorema 2.1. Para toda W solucion de (3) [us |¥(Z,1)|* dZ no depende de t.

Demostracion. Suponemos que V¥ y sus derivadas parciales tienden a cero suficientemente
rapido para que haya convergencia.



= Primero vamos a ver que :

o(VT) K2

ih=o— = =2 (VAY — YAT)
ow o0 N\ (n K
@zh(a T+ v) E —%(\mqf TAT)
L L

= Ahora dada la funcién vectorial J = %(ﬁvw — UVV) podemos ver que todas
sus coordenadas son reales, que es equivalente a ver que las de YVV¥ — UV son
imaginarias, y lo seran ya que es un complejo menos su conjugado.

Veamos que =V-J

v-fz;—Z(vﬁ-vwﬁml—vw-vﬁ—mﬁ)
m

ovvy)  h —
= (PAY — UAT)

= Habiendo demostrado esto podemos integrar en la igualdad y aplicar el teorema de
divergencia:

owy) [ 0O¥(z,t)] 0 2
/R5 g dx = /RB By dr = % |\If(ac t)|° dx =

:/ V-jdx:/jﬁdm:O
R3 1]

Como la derivada respecto de t da 0 la funcién es constante en ¢, es decir, como
queriamos demostrar no depende de t.

]

Un método muy utilizado para resolver EDP’s es el de separacién de variables,
que consiste en buscar soluciones de la forma X (z)7'(t) y obtener el resto de solu-
ciones como combinaciones de las de esta forma. Se usa por ejemplo para resolver
la ecuacion del calor y la de ondas. En la del calor si tenemos una barra de lon-
gitud L que sabemos que tiene en el tiempo inicial u(0,t) = f(z) y queremos sa-
ber su temperatura en otro momento, podemos llegar medio la ley de enfriamiento
de Newton a la ecuaciéon uy — u,, = 0 z € (0,L) u(0,t) = u(L,t) = 0 y resol-
viéndola medlante separacion de variables obtendremos que la solucién es de la forma
S age” F/D gin((kn/L)x). Y la de ondas tiene forma uy — g, = 0 con condiciones

6



iniciales u(z,0) = f(x) u(x,0) = g(z) u(0,t) = u(L,t) y tendria una solucién de la
forma u(x,t) =5 (Ak. cos(krnt/L)sin(kmwx/L)+ By sin(knt/L) cos(knrx/L)). A cada uno

de estos sumandos se les llamallama soluciones estacionarias.

/(1)
()

Podemos ver que si X (z)7'(t) es solucién de (3) entonces es una constante:

T't) AX(z) hi Vi \
T(t)  X(z) 2m K

Ahora resolviendo esta ecuacién:
dT
/7 = /z’Kdt —logT = Xt — T(t) = e

Esta constante tiene que ser imaginaria pura para que T'(t) este acotada, por lo tanto
T(t) = Kt Si encontramos una solucién de este tipo entonces X (z)T'(t) también es
solucion.

Sustituyendo XX (z) en la ecuacién tenemos:

) . :
—Khe™'X = —o—eMAX 4 Vet
m

Si X (x) es solucién, entonces su conjugada, X (), también lo sera.

Estas dos soluciones generan el mismo subespacio vectorial (sobre C) que X;(z)T'(%)
y Xo(z)T'(t) siendo X; = X+ X y Xy = i(X — X)), ya que son linealmente independientes

: . 1 1
y tenemos la matriz de cambio de base: ; ) Como X; y X, son reales podemos

suponer que X () serd siempre una funcién real.

Ya teniendo lo que serfa la solucién de la ecuacion es mas légico llamar a la K como
—F/h ya que —hK es la energia, y a la X (Z) como ¢ (%) ya que es la parte espacial de
la funcién de ondas. Con esta notacién las soluciones de (3) son:

U(Z,t) = e Pp(F)  con A+ (E-V(@) =0

Llegando asi a esta tltima:

mag—f)w(@ = —;—mAw(:c)T(t) +V(@)T)¢(x) = By(z) = —o A+ V(2)y(z)

2
AY(z) + h—rg(E —V(z))Y(x) =0 llamada ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo

Que a veces se escribe como Hvy = E1 con H = ALV

2m



Las energias que hacen posible esta igualdad a veces tienen un niimero discreto de
valores, por ejemplo si tenemos v 1-periédica se puede escribir como ) . ;s aze> T,
Para una particula de masa m y con potencial V' = 0, tendremos:

h? ,
—47'('2 aqze 27rzn:v|n|2 E Z aqze 27rzn:v

2m
nezs nez3

Podemos ver que esta particula puede tener energia E = 4072h% y no 14mw2h?

Z aze™ |12 = 20 Z aze®™ T — az|7* = 20a;

nezd neL’

2min-T| =12 2min-T —12
Z age ||* =7 Z age — az|n|” # Tag
nezd nezs

Como 7 no se puede descomponer como suma de tres cuadrados no se puede dar esa
energia, sin embargo 20 = 0% + 22 + 42 por lo que se dard por ejemplo cuando a; = 0

Vi % (0,2, 4).

Normalmente la ecuacion de Schrodinger esta en tres dimensiones, pero a veces para
simplificar y otras porque las simetrias nos lo permiten, trabajamos con la ecuacién en el
caso unidimensional. Pero no todo lo que se cumple para una dimension se cumple para
mas, ahora vamos a ver un teorema que solo es valido para una dimension.Tenemos:

2m
¥ =1(x) que satisface  "(x) + ﬁ(E —V(z))¢(z) =0
Teorema 2.2. Dado un E, si existe una solucion v no idénticamente nula con lim ¢ (z) =

T—r00
lim ¢'(x) = 0, entonces todas las soluciones con esta propiedad se diferencian en multi-
r—00

plicar por una constante.

Demostracion. Si tenemos dos soluciones 17 y 2 que no sean 0 en todo punto con una

energia fijada (910 —1h10h) = oth! —h110l = har)y (—%(E—V(x))+%(E—V(x))) =0.

Por lo que 99| — 11} es constante.

Si estas soluciones cumplen que lim ¢; = 0 y lim¢ = 0 entonces (log |y /vs|) =
Tr—r00 T—r

% = 0 ya que si 9] — 1904 fuese distinto de 0 su limite cuando x — oo seria

distinto de 0 y esto no puede ser por la hipdtesis de la que hemos partido.
Si tenemos que la derivada es 0 entonces log |%\ = c= % = k. Como las soluciones del

P2
teorema cumplen estas hipdtesis entonces siempre seran multiplos unas de otras. O

3. La particula libre.

En esta seccién vamos a tratar la ecuacion de Schrodinger de una particula libre en
una dimensioén, es decir, aquella que tiene V' = 0. Como ya hemos visto su ecuacion es



de la forma: "
iU, = —%\Pm con VU(z,0)= f(x)

Proposicion 3.1. La solucion de la ecuacion anterior viene dada por

(4) Uz, t) / 7l¢ h”52t+x§) de

(5) \Dxt=1—z,/4m/ fla 4ht)dy.

Para llegar a estas ecuaciones primero vamos a demostrar (4) y después pasaremos

de (4) a (5).

Demostracion. Dada ® una funcién tal que:

&ozwaszwmeW“m

o0

se tiene

B) = B(-a) = [ WO dg
Usamos f(f) = (27?25)*’“?;(5) propiedad de la transformada de Fourier, tenemos
U, (z) = (2720)20 (z) = (2720)2®(—2) y ¥, = ¥, sustituyendo nos queda:

21%h -

2?® con ®(z,0) = f(—x)

’L.q)t -

Resolviendo la EDO en la variable t:

2 00 00 2 2
d<I>_27rhx2(I) N /Z%I):/ 2m°hx g

dt m oo o m
log(®) — log(®o) = 2 (4 ) = @ = A(—x)e( - ”Z’Qt)
Ahora sabemos que
V() = /00 (z)e 2™ dy = /OO f(—x)e( - 7TZ]C2t)e( — z€) dx



Haciendo el cambio x por —x tenemos:

/ Flw)e(=" e ) da

Y esta es la misma ecuacién que (4).

Ahora que hemos demostrado la primera parte de la proposicién pasemos a demostrar
(5). Para ello voy a utilizar la convolucién de la transformada de Fourier que cumple

fxg= f@\ y la transformada de Fourier de una gaussiana:
(6) flx)=e"" = f(§)=4/—€e =« para a>0

que demostraré mas tarde.

T mhE N P A )
Podemos'suponer que fe(=">t) = fg. Asi que vamos a buscar g teniendo en cuenta
que esa funcion se asemeja a la transformada de una gaussiana.

- _2n%ne?i, s _7r2§2 1 271152 a
00 2
/ o =it / 7r2h2 27727752 7T2hz Wﬁf
— 1/
9(w) = 27rhtz (47?25)

Con esto concluimos:

o0 2 / 2
\Ij:f*g:\/Z:;,ti/_wf(x_y)e(T_;) A ht/ f 47rt)dy

]

Ahora vamos a demostrar (6).

Demostracion. Esta prueba va a tener 3 partes:

2
» Dado y(z) = (fox e‘tht) + fol (14 t2)"1e=#*0+) dt vamos a ver que i/ = 0y con
eso a concluir que [ := ffooo e dy = VT
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2( / y / —e* () (92 dt
0 0

v t
2 [ e e dt+ / e 0+)(—2z) dt  cambio t =
0 T

1
_/ 23:( —z2(14+¢?) e (1+t2)> dt — 0
0

Como es 0 Vz la funcién es constante:

y(0) = fol # dt = arctan1 = 7

= (et ar) = (4)

= [ =/

~

s fz) = e y(&) = f(€) satisface la EDO

y' + 210 ¢y = 0,
y(0) = I/Va.

Segunda condicion: sustituimos en £ =0

o0 1
y(0) = / e~ dr cambio az? = v = y(0) =1-

e}

= Por tdltimo como f(z) satisface la EDO vamos a resolverla:
dy _

g

‘s —1¢2

log(y) —log(yo) = —ma™'¢* = y(§) = \/;6‘“ vt

d
ontaley  — / ?y: / onleleds —
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Otro dato a destacar de la ecuacién (4) es que es coherente con la mecénica clasica
y lo veremos a continuacion. Para estudiar esta coherencia vamos a comenzar con un
ejemplo que nos facilitara los calculos y mas tarde veremos un caso mas general.

La funcién de ondas de una particula en el origen debe cumplir que su medida de
probabilidad en t = 0, | f|*dx, tenga casi toda su masa cerca del origen, esto quiere decir
que la probabilidad de encontrar la particula en un punto serd mayor cuanto mas cerca

2

esté ese punto del origen. Tomamos |f(z)| = Ce” =2 a>0y C que cumpla ||f||; = 1.
Si tenemos una velocidad inicial vy por la relacion A = h/p el numero de ondas serd
mug/2mh.

Una funciéon que cumple estas condiciones es:

flz) = U(x,0) = ( 2 )1/4e_§§e<mvo )

a2 27Th$

Realizando varios calculos y aplicando (4) tenemos :

L

N 2mh N m
~ 9 \1/4 2
f(&) :/_ <@) e Ze(ax)e( —af) dv =
f/\<€ N a) _ /oo (%) 1/467%6( B xf) dr (i) (27_‘_@2)1/46,”2&252
L d(r,1) = (2ma?) " /OO e e (B(E+ a)? + 2(E +a)) dE
= (2na’) e(ax — 5a?) / T (¢ 20) de 2

_ 1/4 a2 a —n(z—2ap)? /(ma2+2iB)
= (2m)*e(az — Ba )1/—776124'21'56 .

Calculando la densidad de probabilidad y sustituyendo por v y 3 tenemos :

_ 942
- av?2 o radant =z (T—vot)?
Vrat + ATh2t2m—2

2

W (z,1)]
esta ecuacion para tiempos suficientemente pequenos, como A también es muy pequeno,
podemos acotarla por:

1/2
0 2 e DY et

que se mueve con velocidad vgt, es decir, en linea recta.
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Pasemos al caso més general, para poder acotar una cantidad mas amplia de funciones
usaré la aproximacién de fase estacionaria que da una buena aproximaciéon para una
integral oscilatoria:

(7) / h Ax)e>™ @) dg ~ ﬂemuzﬂ(m)ﬂ/&
—00 :E)\P”(xg)

donde A es una funciéon “buena” que decae en el infinito, P es un polinomio de segundo
grado, xq el valor para el que P'(z9) = 0y + es el signo de P = P”(x,). La aproximacién
es buena cuando A — 400, ya que el error estd acotado por CA~%2, con C constante
para A y P fijados.

Esto nos servira para poder aproximar funciones de onda de la particula libre que

tengan dato inicial de la forma W(z,0) = B(z)e™"*/" con B(z) concentrada alrededor
del origen. Por (5) tenemos que :

2 2
iz t) = 1_2\/47@15/ fle 4ht>dy_ \/4ht/ fly 47rht))dy
= (1—1i)/ # / . B(y)eim”w/ﬁe(—m(fﬂ%tyy) dy

Comparandolo con (7) tenemos A = 1/h, P(y) = %W, Yo tal que P'(yo) = 0 es
Yo =x —vot y P"(y) > 0, con esto tenemos

U(z,t) = (1—1) / —QWP(y)/ﬁ dy ~ (1 —1i) m_B(z — vot) o2mi( i (2v0z—v3t) +§)
4mht drht /50

= |¥(z, t)|2 | B( x—vot)|2

Por lo que ¥(z,t) también se mueve con velocidad vyt.

4. Pozo de potencial finito.

Desde el punto de vista de la fisica clasica es l6gico pensar que si quieres que un objeto
supere un muro de cierta altura y la energia que eres capaz de transmitir al objeto es me-
nor que la “necesaria”’para ello, no podremos hacerlo. Aunque parezca un poco extrano,
en la mecanica cuantica si se puede hacer, pero con una probabilidad infinitesimal en el
mundo macroscopico.

Vamos a estudiar varios ejemplos de ello, siempre con la ecuacion independiente del
tiempo:
2m

(8) V(@) + 55 (B = V(2))d(z) =0

13



y suponiendo 1)’ continua y derivable a trozos.

Nuestro objetivo final es llegar al pozo de potencial finito:

0 sizel-1/2,1/2],

©) V=V = {Vo siad[~1/2,1/2]

en la cldsica si una particula tiene energia £ < Vj en [—1/2,1/2] nunca podra salir de
este intervalo.

En los dos primeros ejemplos que vamos a ver una de las paredes se ha “movido” hacia
el infinito y es imposible normalizar [ [¢|* = 1, lo que nos impide normalizar [ |¥U|* =1,

por ello vamos a suponer |¢| acotada.

El primer caso que vamos a estudiar tiene potencial:

0 ix <0
Vi(z) = s%a:_ con 0< E<V
Vo siz>0

Si calculamos las soluciones de (8) para este potencial tenemos:

Para 2 <0 tenemos que resolver la EDO:

9 mkE B B 2mE B 1
P(x )”+—Ew()_0:>/\+ 2 =0=> A== 7 :>q_ﬁ 2mE
Para z >0 ahora resolvemos:
2m 2m
Y(w )”JF—(E Vo) ( _0:/\2+ﬁ(E Vo) =0

== i\/ )=k = (VO—E)

De aqui sacamos que las soluciones son:

Ae'® + Be™* &1 <0
para que este acotado

ae” + be™"* sixz >0

Al + BeT1% &g < ()
Y(x) = .

be—r* sixz >0

Esto puede interpretarse como que la particula penetraen x > 0 hastax ~ h//m(V — E)
ya que es mas 0 menos en este punto a partir del cual la funcion decae a 0.

14



Hemos supuesto 1 y ¢’ continuas y para que esto suceda en el 0 deben cumplir esta
relacién:

A+B=0 . ig(A— B) =—(A+ B)k
iAq —iBq = —bk A(iq+ k) = B(iq — K)

K —1q

e A =
B k+ig

Con lo que vemos |A/B|> = 1 ya que tenemos el modulo de una funcién entre su conju-

gado y eso siempre da 1. Llamamos a |A/B|? coeficiente de reflexién y es interpretado

como el porcentaje de particulas que rebotan en la pared. En este caso, que dé 1 lo

interpretamos como que todas las particulas que van hacia la derecha, a pesar de que en
un principio llegan a traspasar en cierta medida la pared, acaban rebotando.

Este coeficiente no siempre tiene porque ser 1, puede haber algin potencial para el
que sea menor, es decir, para el que no todas las particulas rebotan. Y este es el caso de
nuestro siguiente ejemplo, en el que esto sucedera gracias a que tendra una pared muy
estrecha.

Tendra potencial:

Vo(z) = Vo sizel0d con 0<E<V,
0 sixz¢l0¢€

Volvemos a calcular las soluciones de (8) de la misma manera que en el primer ejemplo
y obtenemos:

Al + Be7* i g < ()

Y(z) = { ae® + be si0<z<e

Ce® + De ™% sig > e
En este caso a # 0 ya que no lo necesita para estar acotada la soluciéon y tendremos los
mismos valores para Ky q.
Estudiemos ahora el coeficiente de reflexion. Es necesario considerar D = 0 para que no
haya particulas que lleguen a z < 0 desde el otro lado del muro. También podemos ver

que si D = 0 entonces C' # 0 para que las soluciones sean distintas de 0 continuas y con
derivada continua. Para verlo vamos a suponer que C' = 0:

ae™ + be~r = Cec = () = ae" = —be "¢
=a=b=0

kae® — kbe " = iqCe"* = 0 = 2kae™ = 0

A+ B = b= A=-B
{ + a+ 0 = CA—B—0

1gA —igB = ak — bk = igA+igA =0

Es complicado sacar una férmula general donde se vea que |B/AJ* < 1 pero podemos
verlo para el caso concreto de un electron que salta una medida comparable al tamano
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de un atomo con la mitad de energia de la de ionizacién. Este tendra: m = 9'1094,

E = V3/2 = 10718 ¢ = 1071°. Realizando varios cdlculos y sustituyendo los datos
podemos llegar a un sistema de ecuaciones lineales:

A+B=a+b

i(A—B)=(a—Db) = resolvemos este sistema suponiendo b =0

3'59a(i — 1) = 0'278b(—1 — )

Tenemos A = 2L(1 +4) B = 22%(1 — i) y si hacemos |A/B|? = 8282/967* < 1.

Esta propiedad de “atravesar paredes” sin tener lo que en la fisica clasica conside-
rarian energia suficiente se llama efecto tinel. En esto se basa nuestro tercer ejemplo, el
microscopio de efecto tunel.

El funcionamiento de este microscopio se basa en la propiedad de atravesar barreras
utilizandola para medir la distancia a la que se encuentra el electron. Se aproxima una
punta conductora a la superficie que se quiere estudiar y si lo aproximas lo suficiente a
un electrén este saltara, es decir, se creara la imagen de la disposicion de estos en funcion
de la corriente que traspase la barrera, y esta dependera de la distancia de la punta con
el electrom.

El mecanismo es valido debido a que los electrones con un potencial U(z) cumplen
la ecuacién de Schrodinger, fuera de la barrera tienen E > U(z) 1, = 1e™* con

\/2m(E-U) 2m(U—E)

_ +rz o
; y dentro v, = Yge™"* con k = 7

KR =

Ahora que hemos visto estos ejemplos mas sencillos podemos estudiar el caso ya men-
cionado del pozo de potencial finito. Todavia con las hipdtesis de que 1 esta acotada y
es continua con derivada continua.

Si tuviésemos E > V; las paredes se podrian superar igual que en el caso clasico y
sus soluciones serian:

ae™® +be” " six < —1/2 . .
A" + Be™"* g e [—1/2,1/2] m:ﬁ\/Qm(E—Vo) 4= 2mE
ce™ 4+ de"T six > 1/2

con una distribuciéon de probabilidad degenerada que no podemos normalizar:

—1/2 1/2
/ [Y)? = / (a® 4+ b*) + 2ab cos(2kx) dx + / (A% + B?) da+

—-1/2

+ / (¢ 4+ d?) + 2cd cos(2kz) dr = oo
1/2
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Veamos ahora el caso a ' < V[ donde tendremos las soluciones:

ae"® siz < —1/2 . .
Ae"® + Be™"" six e [—1/2,1/2] K= 2m(Vo — E); q= 7 2mE
de " six>1/2

que si se pueden normalizar.

1/2 oo
/ [P < / N / A2 4 B da + / e —
~1/2 1/2

d2

—e*”””—l—AZ—l—B2 e’ < oo

2K 2%k
Aunque los célculos los he realizado suponiendo £ > 0 esto no cambiaria nuestra conclu-
sién ya que la unica parte que cambiaria serfa x € [—1/2,1/2] y seguiria siendo integrar
una funcién continua en un compacto, por lo que seguiria siendo finita.

Como a veces estudiar la soluciéon completa puede ser més complicado que estudiar
por separado las soluciones pares de las impares, vamos a ver que esto se puede hacer.
Siempre podemos dividir una solucién en su parte par ¢, = (¢¥(z) +1(—=x))/2 y su parte
impar ¢; = (¢¥(z) —(—x))/2, siendo la solucién completa la suma de ambas. Dada una
solucion 1 para I entonces 1, = 0 0 v, también es soluciéon, y lo mismo ocurre con ;.

(wp—i-?/h)”-l- _(E V( ))(wp+wz) =0

h2
" 2m " 2m
Uy S (B = V@) + i+ 5 (B = V(@) =0
par?ejpar part;irmpar

Para que esto sea 0 tiene que serlo tanto su parte impar como la par, por ello ¥, = 0 es
solucion y v; = 0 es solucion.

Continuemos estudiando el intervalo en el que estd F, sabemos que E < V;, ahora
vamos a llegar a que £ > 0:

s Si I = 0 nuestra solucién seria:

ae™  six < —1/2

1
A+B size(—1/2,1/2) n:ﬁ\/QmVO

de ™  six>1/2

Primero las soluciones pares: para que sea par ¢ (z) = ¥(—x) por lo que a = d
y para que su derivada continua tiene que cumplir kae */? = —kae "/? = —k =
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k= Kk = 0= V5 =0, como esto no puede ser no hay soluciones pares.

Veamos si puede haber soluciones impares: para que sea impar tiene que ¥ (z) =
—(—x) = a = —d para que su derivada sea continua kae "? =0 =k = 0
por lo que no hay soluciones impares. Con esto podemos concluir que no existen
soluciones con F/ = 0 que cumplan el resto de las hipdtesis.

s Si ¥ < 0 tendriamos la solucién:

ae™® stz < —1/2 . .
Ae® + Be % six € (—1/2,1/2) H:ﬁ\/2m(V0—E) D oa= —2mFE
de™"" siz>1/2

Para las soluciones pares A = B y a = d, para que sea continua con derivada
continua tenemos:

ae—fe/Q — A (e—q/2+eq/2>

= kA <e_q/2 - 6q/2> = Aq <6q/2_67q/2>
rae /% = A(qe*q/2 — qeq/2>

1
éﬁ:ﬁ\/Qm(VO—E)<\/—2mE:q:>Vo—E<—ESieHd0V0>0

Por lo que no existen soluciones pares.
Para que sean impares A = —B y a = —d, para que sea continua y su derivada
también:

ka"? = Aq <e‘1/2 + e_Q/2>

= Ak <e—q/2 — 6(1/2> = Aq<€tJ/2 + e—q/2>
ae™"? = Ae (e*qﬂ - eq/2>

QQ/2 _|_ Q_Q/2
R e T S—
>0 e

>0

Por lo que tampoco existen soluciones impares.

Ya podemos confirmar que 0 < F < V; y vamos a estudiar sus valores. Si tenemos % una
solucion par tendremos:

ae"” raer® stz < —1/2
() = 2A cos qx Y'(x) = 2qAsingr siz € (—1/2,1/2)
ae” " —kae " six > 1/2

1 1
H:ﬁ\/Qm(‘/b—E); ¢=- 2mE

18



Para que cumpla las hipotesis de continuidad:

E
= Kkcosq/2 =qsing/2 = \/Vo — FE = VE tan m=

ae™? = 2A cos q/2
2h?

kae "% = 2Aqsin q/2

Si la solucién 1 es impar tendremos:

aer” Kae™ siz < —1/2
(z) =< 2Aisingr  ¢/(z)={ —2igAcosqr siz € (—1/2,1/2)
ae” " Kae " six>1/2

1 1
m:ﬁ\/Qm(Vo—E); ¢= 2mkE

Para que cumpla las hipotesis de continuidad:

kae®? = —2iqA cos q/2 2h?

{ o o = nsing/2 = —qeosg/2 = \/Vo - B = —VEcot [ 2

Por ello E solo tiene un asl
nimero finito de solucio- 08l
nes, para hacernos una idea, 07}
las graficas de Vo — E vy 08¢

seria de oor
esta forma: l
Que solo corta una vez, por EZ
lo que en ese intervalo solo ol
existird una solucién. .

Para finalizar con el estudio del pozo de potencial finito podemos relacionar los niveles
de energia con los ya vistos en la secciéon 1, ya que si Vy — oo estas paredes se vuelven
infranqueables y el conjunto de soluciones de E pasa a ser: {(n7h)?/2m :n € Z*} como
vemos con estos célculos:
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k+ 1/2)2m2h22
m

E
tanx =oco < x = (k+ 1/2)7; \/?—W:(k’—i—l/Q)ﬂ'@E:(

(2k +1)2x%h%  (nmh)? _
= = con n impar
2m 2m

E 2 2529 (9 9 9
otz = 00 <z = ki : m—:knr(:)E:kﬂh :(lmrh) :(mrh)
2h? m 2m 2m

con n par

5. El oscilador armodnico

En la mecénica clasica uno de los movimientos més sencillos de estudiar con una
ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes es el del oscilador arménico simple,
que consiste en el movimiento provocado por desplazar una masa unida a un resorte
fuera de su posicion de equilibrio. Para estudiar la ecuacion de este movimiento que es
md?z/dt* = —kz se estudia primero suponiendo k/m = 1 teniendo asi d*x/dt* — x cuya
solucién es z = cost, con la que se ve que vuelve a alcanzar su punto de equilibrio en
t = m/2. Pasando esto a nuestra primera ecuacién llegamos a x = coswyt con wi = k/m
por lo que completa un ciclo,una oscilacién, cuando ty = 2w/m/k. Aun asi esta no es la
solucion mas general ya que solo sirve para una velocidad inicial nula y un desplazamiento
inicial de la masa, si tuviéramos velocidad inicial, esta no seria su ecuacion de movimiento.

Existe un caso analogo a este y lo vamos a estudiar ahora, el del oscilador armonico
cuantico, es muy importante en la teoria cuantica de campos que actualmente es la teoria

en vigor para explicar las particulas elementales.

Lo estudiaremos siguiendo los pasos realizados en [Fol08]. Para ello tenemos a la
ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo

(10) "+ Zh—n;(E —V(@)y=0 con V(z)= %mf

desarrollandolo vemos que:

B = (=o' + Vi) 5 - (~gmam +3%)¥
H

por lo que es equivalente a Fv = H1.
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También se puede escribir como:

Hy = 1/2(—d?/dz* + 2?)
E=E\/m/sh2 y

V= f(Ax)

A = (mk /)4

(11) Hof = Ef con

Vamos a comprobarlo:

f(z ) —i—i—?(E—%Hx )f()\SU)IO
BRI | L) - B cambio s

hrl/? de( ) ) K1/2h
T2 d? (x 2m1/2> (z) = B/ ()
2

d m

-~

H,

Estudiar las soluciones de (10) es equivalente a estudiar las de (11) y para hacerlo
definimos el operador A y su adjunto Af, que estan relacionados con la destruccién y
creacion de particulas, y vemos algunas de sus propiedades.

Podemos ver facilmente:

(12) Hy=AA" — —T = ATA+ -1

Vamos a demostrar la primera parte de (12):
Ly BN\, (g ]
3 (= ) = (A4 =51

A(Her=D) =58 =55 (e ) (o = 51) 51

~5(r e e+ T ) o =5 - )

=S

l\DI»—
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Y la segunda parte:
2
1(352_ d_>f: <ATA_|_1[>JC

2 dx?
1 df B 1
AT(E(merdx))Jr 3/ = 2( )( ) 3/
2 2
%(mﬁﬂ%—w%—f%—%)%f—a =)
De lo anterior se deduce:
(13) (A, AT =1
porque: A, AT|(f) = AAT(f) — ATA()
d*f 1 d*f
S-S - Yer-s- 5y

En general, se cumple:

(14) [A, (AD] = k(AD

Primero vamos a estudiar el caso k = 2, sabiendo que por (13) ATA = AAT —
(A, (AT)?] = A(AT)? — AT(ATA) = A(AT)? — AT(AAT — 1) = A(AT)? — ATAAT + ATT
A(AN)? — (AAT — AT 4 ATT = 2AT

Ahora suponemos cierto hasta k y comprobamos que se cumple para k + 1, es decir, lo
vamos a demostrar por induccion:

[A, (AT = A(ATYFH — (A4 — A(ATHE — AT(A(ATYF — k(AT)F) =
A(ANEHE — AT A(ADF 4 LA — A(ADEFL (4T - ])ATk 4 pATt = (4 1) (AN

Ya demostradas estas tres propiedades definimos la sucesion de funciones de Hermite
normalizadas ¢, como:

(15) br =

que son de la forma un pOhHOHllO P, de grado k, al que se le llama k-esimo polinomio de
Hermite normalizado, por e~**/2. Por ejemplo

o1 = 7T_1/4LL <x — i>€_$2/2 = 2r Vig /2
——

(AT) b0 con do =m Vi ™/

-

V2 dx ~
1
1 1\2 dN\2 _ - 2
g = A (_) <a: _ _> e~ = 973214 (g2 9) e/
V2\V2 dx . ~ “

Py
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Si nos fijamos en la paridad de los polinomios tenemos que P, es impar y P es par,
partiendo de esto y de la forma de recursién Af¢, = vk + 1¢i11, que se demuestra con
este sencillo calculo:

L (AT>k+lefx2/2ﬂ_1/4 o

_ YRHL ettt T,

(16) Al = 7 (k + D!

Podemos llegar a que estos polinomios siempre seran pares o impares, dependiendo de a
paridad de k.

Esto es asi porque si tenemos ¢y, para llegar a ¢, multiplicamos por una constante, lo
que no cambia la paridad, y aplicamos el operador Af que transforma polinomios impares
en pares y pares en impares:

d —x2/2
75 )P =
= % (xpk<l’> — Pl(x) + ka(x)>e_m2/2

sabiendo que multiplicar por z y derivar polinomios cambia la paridad tenemos que el
operador lo hace partiendo de un polinomio par o uno impar. Aplicando este proceso
sucesivamente se cumplira lo dicho para todos los polinomios.

d
kae_x2/2 — —Pke_x2/2>
dx

Es necesario demostrar otras tres propiedades para finalizar con el estudio de las
soluciones que estamos buscando para lo que usaremos (14) y Agg = 0, que demostraré
mas tarde. Estas son:

1

1

Agy = A (AN gy = m([A, (AN)] + (A1) A) 6o

) = E gy = K atyorg, = B2 atyeong, -

SAVAUSL _1 WD Vb
a8) At Agy, = AWk = (VE) ¢ = ko

AATG, = (I + ATA)dy = ¢ + kb = (1 + k)

1 1 1
(19) Hooy, = (AAT — 51)% = (1+k)ox — §¢k = (k+ 5)%
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Ya podemos volver a las soluciones de (10), todo lo visto anteriormente nos servira
para concluir que las tinicas soluciones son de la forma ¢ (z) = ¢ ((mx)/h?)/4x) o0 una
constante por ¢

Primero comprobamos que es solucién para E = (k + 1/2)h\/k/m para k un entero
no negativo.

AL 0 = Hoonle) 2 (&
{fﬂm=w@%¢ﬂﬂ=¢@) = fle) = o) & i+ 5)en) = B

Ahora que tenemos una familia de soluciones para (10) podemos preguntarnos si exis-
ten soluciones distintas a ¢. Para ver que esto no es posible es necesario demostrar que
la familia {¢;}22, es una base ortonormal de L*(R).

Para verlo es importante tener en cuenta que (A'f|g) = (f|Ag). Vamos a empezar

demostrando que los {¢;} son ortonormales. Tenemos que |¢ol; = [7 2% =1y

que Agg = “:}2/4 x + %) e*/2 = () que sera util en los siguientes pasos. Tenemos que

comprobar que (¢|¢y) =0 si k # 1y (dx|dr) = 1.

caso | =0 # k : (¢o|dr) = (¢0|(AT) Po) = <A¢ [(AT)* o) =0

7:
caso 1> k>0 (n) D ——(Algyy|Algy_y) = ——

(18) VEk
Vi

(D] o) = \/%(Gﬁo, k1) = {0 S? k1 = es ortonormal

(11| AAT Gy 1)

§\<ﬂ

\/H

——(¢1—1|dx—1) repitiendo este proceso se acaba llegando a:

1 sik=1

Ahora veamos que es base para f € L*(R). Supongamos que existe una f : {¢g, f) =
0 Vk = f es ortogonal a p(x)e_‘CQ/ 2 para cualquier polinomio. Si hallamos la transformada
de Fourier de f(z)e *"/? tenemos

/f(x)eigxe_IQ/z Z / flx fo e /2 dx =0 va que son ortogonales.

Por lo tanto, podemos concluir que f(z) =0 . Queda demostrado que es una base orto-
normal.
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Volviendo a las soluciones, supongamos que existe una solucion distinta a las dadas (;5
que podremos escribir como gb Y reo axdy v claramente tendra que cumplir Hoqb Egb,
tendriamos:

> arHogr =Y ai(k+ )¢k > aEgy
5=0 5=0 k=0

Como ¢ no es multiplo de ningin ¢y, tienen que existir por lo menos dos ay # 0, pero si
esto es asi tenemos

k+s5=F . e
{ N ? 7 = k=n = no existen soluciones distintas a un multiplo de ¢y.
n = =
2

Por lo tanto se concluye que estas son todas las soluciones.

6. Armonicos esféricos.

Nuestro objetivo final es resolver la ecuacion de Schrodinger para el electrén del ato-
mo de hidrégeno para lo que necesitaremos usar los armoénicos esféricos que estudiaremos
a continuacion.

Para ello definimos &2 como es espacio de polinomios en x, y, z y vamos a partir de que
todas las funciones f € L?(S?) las podemos aproximar por combinaciones de polinomios
de esta forma :

I
D#
™

(20)

=0

siendo & las restricciones a S? de los polinomios P € & arménicos y homogéneos de
grado [.

Como nos estamos restringiendo a la esfera de radio 1 lo mas conveniente para trabajar
con ellos es pasar estos polinomios a coordenadas esféricas. En estas coordenadas el
laplaciano es:

2 20 1 9%  cos O 1 02
21 A=—+-——+ —A* con A"=—+——+ :
(21) or?2  ror 002 sinf 00  sin% 6 Op?

A* es la parte que no depende del radio y la que nos interesa estudiar, ya que sus
autofunciones, A* f = \f, normalizadas como veremos mas adelante aparecen al estudiar
el &tomo de hidrégeno y son las llamadas armoénicos esféricos.Vamos a ver dos resultados
acerca de estas autofunciones:
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Teorema 6.1. Los tnicos autovalores para las autofunciones f, A*f = \f en S? son

A=—l(l+1).

Demostracién. Supongamos que tenemos f € C?(S?) que es autofuncién. Por (20) sabe-
mos que se puede escribir como f = Z?io e con ¢, € &, es decir ¢, = P|g2 homogéneo
de grado [ y armonico, por lo que f también serd armonico.

Tenemos entonces, extendiéndolo a la esfera y realizando algin calculo:

B(Tu 97 90) = Tlel(07 QD)

f0,0)=> e, »)
A*f = \f

;

AP, =0

L1+ 1)e(0, p) + A%e(0,0) =0
AY P=0

= AY B=> Il+Da+A") e=» ((l+1)+Ne=0
Como f es suma directa para que esa suma sea 0 todos sus términos deben serlo, es
decir (Ip(lp + 1) + A)ey, = 0 Vi, por definicién f # 0 por lo que existe I’ tal que ey # 0y
A==U'('"+1), para que el resto de sumandos sea 0 necesitamos que ¢; =0 si [ # ['.

Por lo tanto el autovalor para la autofuncién de grado [ tiene que ser A = —{({ + 1).
O

Partiendo de la base de los polinomios arménicos homogéneos de grado [ podemos
llegar a una base para las autofunciones.

Teorema 6.2. Las autofunciones de grado | tendrdn para cada l base {Y},} donde

LM ;
Ylm(G,go):{e Q(cos ) sim es par, con —l<m<l mez

"™ sin 0Q(cosf) si m es impar,
con Q) polinomio de grado | en cosf sim es par yl — 1 si es impar.

Demostracion. &) es el subespacio de autofunciones de autovalor —I(I + 1) y como son
restriccion de los polinomios ya nombrados antes con base B; la base B] de las autofun-
ciones serd la restriccién de B;.

Cada elemento de B, sera de la forma Zabcdavbvcxaybzc con a+b+c =1 que al
restringirlo a S? y tomar coordenadas esféricas x = sinfl cos ¢, y = sinfsinf, z = cosf
quedara:

ip —iP\a et _ oo\ b )
Zda,b,c<e —|—2€ )(@ ‘e )sin“@sinbﬁcosCQ:Zk:je’mj”P(siDQ,sin&COSQ)

21

a,b,c J
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con P(sin#,siné, cosf) polinomio de grado [y —I < m; <.

Por lo que todo elemento de la base serda combinacion de elementos de la forma
e"?P(sin 6, sin 0, cos ), donde m difiere de la potencia de sinf siempre en un nimero
par, como voy a demostrar ahora.

Si pensamos en (ew + e*w> las potencias de €™ van disminuyendo de dos en dos
empezando por n y acabando por —n debido a que en cada término del binomio cuando
el grado de e"*™ disminuye en uno el de e ™" aumenta en uno pero al ser negativo pasa
a disminuir en uno, por lo que la multiplicacién de ambos disminuye en dos. Volviendo

. ) a ) . b
. ip | o—ip . ip_e—ip .
a nuestros elementos de la base si tenemos <%) sin® 6(6 2‘;? > sin® 0 tendremos

una suma de e sin® #e’*™ sin® @ donde 2|a — mg A 2|b — my = 2|a + b — (M, + my).
Por lo que m se tiene que diferenciar de las potencias de sinf en un niimero par

Por ultimo nos queda ver que estos se pueden escribir como combinaciones de los Y},
definidos en el teorema.

Que 2|a + b — m significa que si m es par a + b es par y si es impar a + b impar.
Entonces si tenemos m par tendremos:

e™? sint0 @ cos § = ™ (1 — cos® )@Y/ 2 cos® § = ™PQ(cos )
Y si m es impar:
™2 sin*? @ cos § = €™ sin (1 — cos? §)@HP/2 cos¢ § = €™ sin HQ(cos 6).
[

estos normalizados de manera que = 1 se les llama arménicos esféricos

A estos Yy, lizados d 52Ylm21111 f

y no solo son base de las autofunciones sino que ellos mismos son autofunciones, como
. !

se puede ver sustituyendo f = > _ ,¢nYi, en A*f = —I(l +1)f y comparando sus

coeficientes de Fourier en ¢ .

En la siguiente tabla se muestras los arménicos esféricos de grado 0 y 1:

Yoo(0, ¢) %\/E

Y1-1(0, ) %\/gsin fe=4°
Yi0(0, ) %\/gcosé’
Y11(0, ) —%\/gsin Oe'?
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7. El atomo de hidrégeno.

Todo atomo esta formado por protones y electrones entre los cuales se ejerce una

fuerza eléctrica. Un caso particular son los iones que se caracterizan por tener un nimero
distinto de electrones y protones debido a la perdida o ganancia de los primeros. Vamos
a estudiar aquellos que tienen un solo electrén y nimero atémico Z, es decir, con Z pro-
tones. Ya que los electrones de estos tienen un comportamiento similar a los del atomo
de hidrégeno que tiene un protén y un electrén.
Los electrones de los atomos mencionados tienen asociada una funcién de ondas normali-
zada. Antes de dar la forma de estas es conveniente saber que la energia potencial corres-
pondiente es @, r=|7||, ¢ = Ze y g2 = —e las cargas del nicleo e = 1,6022 - 10~
y la constante de Coulomb K = 8,9876 - 10°, todo medido en unidades del sistema inter-
nacional (SI).

Con esta informacién ya se puede dar la ecuacion de Schrodinger para iones con un
solo electrén:

h? e
(22) — AV - KZ—VU = EV.
2me T
Teorema 7.1. Todas las soluciones de (22) tienen energia E = E,, = —% y son

de la forma W, = rle™ " Ry(r)Yi,(0,¢) con 0 <1 <n —1 <m <1 o combinaciones
lineales suyas con n fijo. Donde R,; es un polinomio de gradon—1—1, Y}, los armdnicos

esféricos y a, = —\/Enme/h2.

Demostracion. Podemos ver que la ecuacién (22) es equivalente a :

1 Z

2 AP - =F'0

(23) 2 r

con

(24) O(7) = N2U(\T) A= - F—2p
N - m Ke2 Y - Ke?

Como podemos ver sustituyendo:

Z N3/
.

— %M/?Aq/(m —
h2

2m,

U(Ar) = E'U(Az) llamamosa Az =y

AB(y) — D KU(y) = BU(y)

=yl

y si una estd normalizada la otra también, por ello podemos buscar soluciones de (23) y
luego deshacer el cambio (24).
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Resolviendo mediante el método de separacion de variables tenemos la solucién ®(r, 0, )
= A(r)B(0, ¢) con B(0, ¢) autofuncién de A* = 892 + =80y 51;29822 como podremos
ver a continuacion:

_ 1AAB - (E’+§)B =
r

_ ‘((aa_; +§%)AB+ — A BA) - E’AB+§AB

" !/ *
(A (4 D))= Bl
A A r B
Tenemos que A*B = AB por lo que ya esta demostrado que tiene que ser autofuncion,
ahora, basandonos en lo estudiado en la seccion anterior tenemos que el autovalor es
A= —I(l+1) y que B serd combinacién lineal de arménicos esféricos {Y;, }L _ ,, asf que
podremos suponer que B = Y},,. Nos falta conocer A(r) y para ello debemos resolver
esta EDO:

I(1+1)

r2

A”+§A’+2<E’+§>A: A

que llamando f;(r) = rA(r) nos da

27 l(l+1
(25) l//+7fl_ (/r2 )_XQfl:O X2:_2E/

Asi que nos basta con hallar una forma general para las soluciones de (25) y esto lo
haremos siguiendo [FY09].

Teniendo en cuenta el comportamiento cuando » — 0 y » — 0o conviene buscar solu-
ciones de la forma f;(r) = r"*le™X" P(r) siendo P,(r) una serie de potencias convergente
con Py # 0.

Llegamos a la forma de P, con dos pasos. Primero suponemos que las soluciones son
- - : : . 27 (l+1
de la forma f = e™X"g derivando y sustituyendo tenemos : g" + 2xg' + *5g — —5*g =0
y ahora buscamos g = r'*1 P(r) volvemos a derivar y sustituir y concluimos que la serie
debe cumplir:

o <2(l:—1) ) >Pz N <2TZ 2x(l7a—|— 1)>Pl o

Esto escrito en forma de serie es:

> pili(i = e 4 200+ D)ir' T = 2ixr T 4 (22 = 20 — 2 = 0 =
=0

Zri_lpz‘ﬂ[(i +1i+ 200+ D)6+ D]+ =pi2x(i + 1+ 1) =22)] =0
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Para que se anule la suma necesitamos que se anule cada término por lo que podemos
concluir que los coeficientes de la serie seran:

o xi+l+)—Z
P =i i+ a+2)?
Podemos ver que para r grande los coeficientes se comportan como

~ 2X ~ (2X)Z S i L 2XT
Dit1 = irl = Di = | i;pﬂ‘ =ce

(26)

por lo que la solucién crecerfa demasiado rdpido cuando r — oo fi(r) = cr*leX” y no
seria de cuadrado integrable.

La solucién para que esto no pasase es que algtin p; se anulase ya que asi se anularian
todos los posteriores. Fijandonos en los coeficientes podemos observar que existen valores
para los que la serie se rompe. Estos son los valores que nos interesan. Si tenemos k tal
que, pr # 0y pre1 = 0 entonces por lo ya dicho pry; = 0 si ¢ = 1,2,3.... Para tener

. . . _ o Z .
un primer coeficiente nulo necesitamos que x = xp = 75757 que es equivalente a que la

energia tome el valor Ey; = —ﬁ.
Si llamamos n = k + [ + 1 entonces E,, = —% y deshaciendo el cambio (24) nos queda
E, = —% conn =1,2,3... y dado n, [ puede tomar valores [ = 0,1,2..n — 1.

Por ello tenemos que toda solucién de (23) se pude poner como:
i = BA = rle ™" Py (r) Y, (0, ) que deshaciendo el cambio (24) nos queda:
Ui = rle " Ry (1) Yim (0, ¢), con R,; un polinomio de grado n — 1 — 1.
]

El a,, surge al realizar el cambio a,, = % A continuacion vamos a ver como calcular
algunas de estas soluciones.

Primero el caso mas sencillo, Wygg es decir n = 1, [ = m = 0 para sustituir en la ecua-
1. /1
2 ™

grado 0, por lo tanto es una constante, y como debe estar la solucién normalizada la halla-

cién debemos tener en cuenta que el valor de Yy, (6, p) = y R, es un polinomio de

remos en funcién de ello. Por tanto tenemos W1go(r, 0, ) = e~/ TO%\/EC' y hallamos la C

que para que este normalizado debe ser —27, ya tenemos Wyog(r, 6, @) = e~"/"0 (7rd)~1/2.

—

Siendo 1y = A teniendo en cuenta el cambio (24).

Siguiendo el mismo procedimiento llegariamos a Wyo(r, 0, p) = Ce™"/ QTO%ﬂ cos 6

solo falta hallar la C' mediante [ |Ug19]*> = 1 con lo que llegamos a Woo(r, 0, ) =
(327r5)~1/2e7 /%0 cos 6.
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Como ya sabemos la materia emite y absorbe solo ciertas frecuencias especificas que
caracterizan a los elementos que la componen. Esto se puede estudiar mediante un méto-
do llamado espectroscopia en el que la intensidad de las lineas espectrales depende de la
probabilidad de transicién de los electrones.

A su vez todo esto, en el caso estudiado tiene que ver con los E,, especificos que hemos
visto que puede tener la ecuacién de ondas. Esto se debe a que estas son las energias que
deben darse a un electréon o que este emitira para cambiar de orbital, niveles alrededor
del nticleo del atomo en los que se pueden encontrar los electrones.
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